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Od autora niniejszego przewodnika

»See first, think later, then test. But always see first.
Otherwise, you will only see what you were expecting.”

Douglas Adams, The Ultimate Hitchhiker’s Guide to the Galaxg/EI

Ponizsze notatki do wykladu Metodyka Nauczania Algebry, prowadzonego na Uniwersytecie Warszaw-
skim, przedstawiaja przeglad wybranych zagadnien arytmetyki, teorii liczb, algebry i analizy, obecnych
w nauczaniu szkolnym. Nie sposdb rzecz jasna opowiedzie¢ zbyt wiele w ramach semestralnego wykladu.
Z uwagi na to, ze tekst ten pisany jest przez algebraika, szczegdlnie czes¢ analityczna potraktowana bedzie
nieco skrétowo (podobnie, jak ma to miejsce na olimpiadach, gdzie nie ma granic ciagéw, pochodnych itd.)

Jaki jest charakter tego kursu? Autor tych notatek zwigzany jest nieco z olimpiadami matematycznymi,
co Czytelnik rozpozna po licznych odwotaniach do zadan konkursowych i materialow z nimi zwigzanych.
Nie jestem ani dydaktykiem matematyki, ani na pewno metodykiem nauczania czy innym ekspertem.
Staram si¢ odsytaé¢ Czytelnika do kompetentnych zrédet, dokonujac byé moze nieudolnej, ale koniecznej
syntezy. Z pewnoS$cig moje materialy zawieraja btedy. Bede wdzieczny za ich zglaszanie. Notatki sa uak-
tualniane. Nie nalezy sie wiec do ukladu tresci przywiazywacé — za rok moze on wyglada¢ zupelnie inaczej.

Sam wyktad ma postaé¢ konwersatorium prowadzonego wspolnie przez wykladowce i uczestnikow zajec.
Polowa czasu przeznaczona jest na referaty studenckie, a druga — na dyskusje oraz zarys zagadnien obje-
tych kolejnymi rozdziatami. Zwykle prosze uczestnikéw o krétkie pietnastominutowe referaty dotyczace
interesujacych ich tematéw. Kazdego roku dobieramy inne zagadnienia. ReferowaliSmy na przyktad przez
pol semestru artykuly z nieistniejacego juz nauczycielskiego pisma ,Matematyka w szkole”. Pojawita sie
rowniez seria o nazwie: ,Moje ulubione zadanie”. Celem jest uczenie sie¢ od siebie, a przede wszystkim —
o przekonywanie sig, ze kazdy z nas ma co$ ciekawego do przekazania, wazny watek do przedyskutowania,
tadne zadanie do opowiedzenia. Dla niektérych sa to pierwsze w zyciu dtuzsze wystapienia. Staramy sie
o przyjazna atmosfere tak, by kazdy na zajeciach czul sie dobrze i mial swobode formulowania pytan.

Na ¢éwiczeniach rozwiazujemy zadania — sa to albo zadania .z gwiazdka” z podrecznikéow szkolnych, albo
zadania konkursowe. Kazdy z rozdzialéw konczy sie subiektywnym przegladem probleméw pochodzacych
z réznych zrodel. Z tego zestawu wybieram w kazdym semestrze kilkanaécie probleméw do oméwienia na
¢wiczeniach. Z rozmystem pozwalam sobie na pomijanie informacji skad poszczegdlne zadania pochodza.
Niektérzy mowia, ze nie ma juz nowych zadan i ciagle przekonujemy sie, ze zadanie ,pono¢ autorskie”
pojawilo sie (by¢ moze zupelnie niezaleznie) w jakim$ pismie lub na konkursie po drugiej stronie $wia-
ta. Jesli kto$ miatby przekonanie, ze jego autorskie zadanie wymaga wpisania autorstwa — prosze o sygnal.

Ponizszy material stuzy do samodzielnej pracy i refleksji. Wzorujac sie na tytule stynnej serii powiesci
Douglasa Adamsa zakladam, ze Czytelnik — przyrownany przeze mnie do autostopowicza — sam stwier-
dzi co z owego ,przewodnika” wydaje mu sie ciekawe i warte samodzielnej eksploracji. Nie kazdy temat
moze by¢ zrealizowany na zajeciach, a nie kazde zadanie trzeba chcie¢ rozwiazywac. Staram si¢ jednak
zarysowaé mozliwe interesujace (mnie) kierunki tak, by oddaé choé troche bogactwo i urok algebry.

Calos¢ tekstu uzupelniaja dodatki. Autor niewatpliwie ma w sobie zylke konesera — encyklopedysty,
a czes¢ poruszanych zagadnien nie doczekala sie jeszcze porzadnego i strawnego zarazem opracowania.
Niech wiec dostang choéby szkice, opatrzone odnosnikami. Ostatni dodatek zawiera subiektywne uwagi
o sytuacji dydaktyki matematyki, zwlaszcza w kontekscie studiéw matematycznych — by¢é moze naiwne
lub nie do konca przemy$lane, ale jesli kto$ lubi podgladaé (nie zawsze udane) zakoniczenia, to zapraszam.

LGeorge Pélya méwi natomiast o schemacie rozwiazywania zadan: 1.Patrz i my$l. 2. Planuj. 3. Dziataj. 4. Spéjrz wstecz.



Wprowadzenie do problematyki
przedmiotu i przeglad literatury

Ponizsze wprowadzenie poswiecimy zarysowaniu kilku watkéw zwiazanych z historia nauczania i upo-
wszechniania mygélenia matematycznego. Sa one ujete w nastepujace podrozdzialy.

e Matematyka jest jedna i zaczyna si¢ od zadan!

e Po co nam sztuka prowadzenia rozumowan?

e Od geometrii do kombinatoryki — o uniwersalnosci algebry...
e Zarys matematycznej literatury konkursowej i metodycznej

Po co Czytelnikowi takie wprowadzenie? Istotne wydaje mi sie zarysowanie pewnych linii napiecia, ktore
sg mniej lub bardziej istotne w rozumieniu wspolczesnej matematyki i trudnosci jej nauczania. Oto one:

e napiecie miedzy ,matematyka elementarng”, a ,matematyka badawcza’,

e napiecie miedzy ,nauczaniem mechanistycznym”, a ,nauczaniem problemowym”,

e napiecie miedzy ,metoda dedukcyjno-aksjomatyczng”, a tzw. paralelizmem,

e napiecie miedzy ,mysleniem geometrycznym”, a ,myséleniem algebraicznym”,

e napiecie miedzy ,talentem do matematyki”, a rosnacym ,analfabetyzmem matematycznym”,
e napiecie miedzy ,uczeniem przez wyzwania”, a czestym ,traumatyzowaniem matematyka’.

Napiecia te wpisane sa w nauczanie, i choé¢ nie bedzie to wyklad dydaktyki, potrzebne sa pewne ramy
wyjasniajace zastosowane ujecie, czyli koncentracje na sztuce rozumowania i rozwiazywania problemow.
Szerzej watki te rozwiniete zostana w dodatkach. W tym miejscu podziele sie jednak pewng niezbyt ory-
ginalna rada — unikajmy skrajnosci i histerii. Matematykom (a takze Polakom) nie przychodzi to tatwo.
Wszak ,matematyk zrobi to lepiej”, jak pisal Hugon Steinhaus. Czy zawsze, i czy aby na pewno?

Zanim wymieni¢ jakiekolwiek inne zZrédta czy motywacje, na pierwszym miejscu chciatbym postawié tra-
dycje upowszechniania matematyki wyniesiona z Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uni-
wersytetu Warszawskiego, ktorej ducha najlepiej oddaje, jak mi sie zdaje, miesiecznik Delta, stworzony
przez Profesora Marka Kordosa. Niedawno z okazji pieé¢dziesigciolecia, pojawila si¢ nowa strona interne-
towa zawierajaca pelne archiwum czasopisma, dostepne pod adresem https://www.deltami.edu.pl/.

Wielokrotnie siega¢ bedziemy do rozwazan czy to Profesora Kordosa, czy licznych autoréw — wybitnych
matematykow, popularyzatoréw i specjalistéw od przygotowan do konkurséw matematycznych. Delte,
ktora przez lata przeszla rzecz jasna wiele zmian, zapraszajac do grona autoréw takze fizykdéw, astro-
noméw, informatykéw czy biologéow, Smiato uznaé¢ mozna za spadkobierczynie wielkich tradycji Polskiej
Szkoly Matematycznej, a jednoczesnie za mecenasa spraw wspoélczesnie bardzo nam drogich. Jest Delta
patronka niezwykle cennych inicjatyw, ktore bedziemy tu przywolywaé, jak choéby Szkoty Matematy-
ki Pogladowej, wspanialej ligi zadaniowej — Klubu 44 (i nie tylko), czy Konkursu Prac Uczniowskich.
Czasopismo wspiera Olimpiady, samo publikujac setki picknych zadan. To wielki dorobek!

Przywoltywaé bede raczej teksty Delty o matematyce, niz o jej dydaktyce, znaczeniu, historii czy mis;ji.
Osobiscie odrobine sie z filozofia i pewna narracjg historyczng Twoércy Delty nie zgadzam. Jej mit zalozy-
cielski mowiacy, ze jesli chcesz uprawiaé nauke, przygotuj sie na to, zZe to ogromny wysilek na pewno ma
sens, cho¢ czescie] éw ogromny wysilek widze u studentéw, niz ich uczonych nauczycieli. Przyznam, ze
blizsza, niz postulowana w Delcie nauka mdéwigca, jest mi chyba nauka dialogujgca i nauka wspierajgca.


https://www.deltami.edu.pl/

Matematyka jest jedna i zaczyna sie od zadan!

Wzoér opowiesci skierowanej do przysztych nauczycieli matematyki stanowia wyklady Felixa Kleina pt.
Matematyka elementarna z wyzszego punktu widzenia. Nie ma chyba postaci bardziej wplywowej dla
wspolczesnego nauczania matematyki, mimo tego, ze wielu prébowalo modyfikowaé je w rozmaitych
kierunkach. Klein prowadzit w Getyndze roczny wyktad o wspomnianym tytule. Pierwsze jego wydania
ukazywaly sie drukiem od 1890 roku. Ostatnie, rozszerzone wydanie pochodzi z 2016 roku (wielka szkoda,
ze nie ma przekladu polskiego). Pierwszy semestr tego kursu dotyczy Arytmetyki, ktéra Klein rozumie
jako trzy wielkie A: arytmetyke, algebre i analize. Tak tez 1 my rozumiemy ten kurs, choé akcenty po-
stawimy w zupelnie innych miejscach, przygladajac si¢ przede wszystkim sztuce prowadzenia rozumowan.

Wazne beda dla nas kluczowe koncepcje, pochodzace od Kleina. Przede wszystkim celem jego wyktadu
byto stworzenie przyszlym nauczycielom plaszczyzny taczacej studia akademickiej matematyki z potrze-
bami matematyki szkolnej (ktéra to Klein réwnolegle staral si¢ zreformowad), tak by z gmachu zywej
i rozwijanej matematyki czerpac inspiracje i stymulacje do pracy. Nie istnial bowiem dla Kleina rozdzial
pomiedzy matematyka elementarna i wyzsza. Matematyka jest jedna. Jego koncepcja formowania nauczy-
cieli szk6t érednich wywodzila sie z holistycznej wizji matematyki: stale rozwijajacej sie i reformujacej sie
w trakcie tego procesu, co prowadzi z kolei do nowego ujecia pewnych jej czesci. Dla Kleina matematyka
elementarna to taka, w ktorej ukazaly sie juz i zrozumiane zostaly fundamentalne koncepcje. Druga waz-
na kwestia to podkreslenie przez Kleina roli historii matematyki, poprzez ukazanie centralnych koncepcji
historycznego rozwoju pojeé¢ i probleméw matematycznych, kluczowych dla ich zrozumienia i nauczania.

Idac za wzorcami Kleina, odwolywaé sie¢ bedziemy niekiedy do historycznych intuicji i motywacji geo-
metrycznych. Podstawowym materialem bedzie piekna ksigzka Johna Stillwella Mathematics and Its
History, ktérej trzecie wydanie ukazalo sie w 2010 roku w $wietnej serii Undergraduate Texts in Ma-
thematics Springera. Dlaczego wtasnie ta pozycja? Stillwell jest bardzo precyzyjny w sprawach historii,
odsyta zainteresowanych do wielu cennych zZrédel, ale jednoczeénie koncentruje sie przede wszystkim na
matematyce. Opowiada o tym, jakie konkretnie pytania stawiali ludzie, dysponujac okreslonym stanem
wiedzy i co probowali osiagnaé¢. Fenomenalnym zrédlem wiedzy jest réwniez serwis MacTutor Histo-
ry of Mathematics, https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/. Inne pozycje, zwlaszcza te dotyczace
historii samej algebry (w tym wspoélczesnej), wymieniamy w Dodatku A.

* * *

Postaé Felixa Kleina nalezy umieéci¢ w szerszym kontekscie przemian prowadzacych do wyksztalcenia sie
nowoczesnej matematyki i jej gtebokich zwiazkow z naukami przyrodniczymi i zastosowaniami w rozwoju
technologii. Przetom wiekow w Prusach byl areng wielkiej przemiany nie tylko dydaktyki, ale i catej mate-
matykﬂ Akcent badan przesunal si¢ z tradycyjnej tematyki takiej jak teoria funkcji eliptycznych, teoria
niezmiennikéw czy teoria rozszerzen algebraicznych, w ktoérych wiodaca role mialy techniki obliczeniowe
oraz wirtuozeria algorytmiczna, w kierunku teorii mnogosci, analizy funkcjonalnej, réwnan catkowych,
topologii mnogosciowej, analitycznej teorii liczb, az do uksztaltowania si¢ abstrakcyjnych teorii ujetych
w jezyk algebry i kulminujacych sie w monumentalnych pracach matematykéw francuskich, piszacych
pod wspdlnym pseudonimem Nicolasa Bourbakiego. O tym jednak napiszemy nieco dalej.

W centrum tych przemian stanety dwie wielkie postaci pracujace na stynnym Uniwersytecie w Getyn-
dze — Felix Klein (1849-1925) i David Hilbert (1862-1943). Powiedzielismy juz kilka stéw o Kleinie, a co
do naszego podejscia wnosi David Hilbert? Piekna odpowiedZ daje prof. Kordos w tekscie Struktura
przestrzeni zadarn, komentujac stynny wykltad Hilberta wygloszony 8 sierpnia 1900 roku na Miedzyna-
rodowym Kongresie Matematykéw w Paryzu. Jak wiadomo, Hilbert sformutowal na nim 23 problemy,
ktore staly si¢ centrum matematycznych rozwazan XX wieku. Teza komentarza brzmi: jedynym zrédtem
matematyki jest rozwiazywanie zadan. Mocne zdanie, by¢ moze to przesada, ale niewatpliwie wiele dzia-
6w matematyki zaczelo sie od waznych pytan — choéby teoria grup czy teoria pierécieni startowaly od
starozytnych probleméw konstrukcyjnych, rownan wielomianowych oraz stynnego réwnania " +y™ = 2".

Hilbert znany moze by¢ szerszej publicznoéci réwniez z dzieta Geometria poglgdowa, stanowiacego am-
bitng préobe przyblizenia probleméw éwezesnej geometrii czytelnikowi — niespecjali$cie. Warto zaznaczyd¢,
ze zadania maja w tym pogladowym postrzeganiu fundamentalne znaczenie. Dzieki odpowiedniemu za-
daniu latwiej dostrzec glebie matematyki i piekno matematycznego myslenia. Takich zadan z pewno$cia
bedziemy szukaé, cho¢ ich celem nie bedzie zawsze odkrywanie nowych dzialéw matematyki.

2Por. E. Rowe, Klein, Hilbert and the Géttingen Mathematical Tradition, Science and Capitalism, Vol. 5, Science in
Germany: The Intersection of Institutional and Intellectual Issues (1989), pp. 186-213 (28 pages)
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Po co nam sztuka prowadzenia rozumowan?

Organizacja Narodéw Zjednoczonych wéréd celéw rozwojowych na rok 2030 umieszcza postulat (cel 4.6),
by mlodziez i istotna czeé¢ dorostej populacji, zaréwno kobiet jak i mezczyzn, osiagneta | literacy” oraz
LShumeracy”, czyli pewien stopien bieglodci jezykowej i matematycznej. Numeracy, obejmuje zgodnie z ar-
tykutem prof. MarciniakaEI, nie tylko minimum, czyli zdolno$¢ radzenia sobie z rachunkami na liczbach,
ale wszelka zdolno$¢ do stosowania matematyki w radzeniu sobie z problemami codziennego zycia.

Od 2000 roku Organizacja Wspélnoty Gospodarczej i Rozwoju (OECD) prowadzi miedzynarodowe ba-
dania stuzace zdefiniowaniu i ocenie umiejetnosci matematycznych uczniow w 15. roku zycia, zwane
badaniem PISA (Programme for International Student Assessment). W kazdej edycji badania nacisk po-
lozony jest na jedna sposréd nastepujacych dziedzin: umiejetnosci matematyczne, czytanie i interpretacja
lub rozumowanie naukowe. Do gléwnego badania dolaczane sg takze komponenty dodatkowe, zaréwno
krajowe, jak i miedzynarodowe (np. z wykorzystaniem technik komputerowych czy testéw), ktére roz-
szerzaja zakres badania o dodatkowe obszary, np. kompetencje finansowe. Wyniki tych badan pozwalaja
z jednej strony na sprawdzanie poziomu nabywania Numeracy przez poszczegdlne spoteczenstwa, zwlasz-
cza te rozwijajace sie, jak i z drugiej strony na spojrzenie catoiciowe, pozwalajace na precyzowanie czym
jest Numeracy w skali globalnej. Pozwala to na reformowanie programéw nauczania.

W Polsceﬂ w ramach reformy edukacyjnej (z roku 1999) wprowadzone zostaly egzaminy zewnetrzne na
uczelnie wyzsze i zaplanowano — na skutek opinii $érodowiska akademickiego — powrdt obowiazkowej matu-
ry z matematyki (co malo miejsce ponad 10 lat pézniej, gtéwnie z powodu presji spotecznej). W 2000 roku
Polska przystapita do badan PISA. Wyniki ujawnily problem polskich uczniéw z zadaniami, w ktérych
konieczne jest samodzielne wnioskowanie, czy nawet samodzielne konstruowanie strategii. W edycjach
z lat 2003, 2006, 2009 odnotowano podobne problemy, natomiast badania z 2012 r. uznano za przetomo-
we — co potwierdzily wyniki z lat 2015 r. i 2018 r. Polscy uczniowie wyraznie przekroczyli srednia OECD.

Odnotowana w 2012 r. skokowa poprawa byla efektem m.in. motywujacego uczniéw powrotu obowiaz-
kowej matury z matematyki oraz wplywu nowej podstawy programowej przyjetej w 2008 r., w ktorej
nacisk potozono m.in. na zorientowanie ksztalcenia na rozwéj umiejetnosci ztozonych, takich jak rozumo-
wanie i argumentacja, mys$lenie strategiczne czy modelowanie matematyczne. Na egzaminach, zaréwno
egzaminie gimnazjalisty jak i obowiazkowym (od 2010 roku) egzaminie maturalnym pojawily sie zada-
nia wymagajace przedstawienia dowodu. Kolejna podstawa programowa, przyjeta w 2012 r., takze
byla ,kompatybilna” z podejéciem PISA i wigzala sie z wprowadzeniem nowych wymagan maturalnych.
Tak zwana nowa matura od 2015 r. sprawdza stopien osiagnie¢ w zakresie pieciu umiejetnoéci matema-
tycznych. W 2019 r. stopien ten wynosil dla umiejetnosci:

e wykorzystania i tworzenia informacji — 72%,

e wykorzystania i interpretowania reprezentacji — 69%,
e modelowania matematycznego — 66%,

e uzycia i tworzenia strategii — 45%

e rozumowania i argumentacji — 19%.

Czy konkursy matematyczne moga dzi$ odgrywac role, o ktérej pisat Klein ponad 100 lat temu, méwiac
o wspolnej platformie matematyki badawczej i szkolnej? Czy jest to réwniez jedna z mozliwych drég
ksztaltowania os6b szczegdlnie obdarowanych owa ,,Numeracy” postulowana przez ONZ? Wierze, ze jest
to jedna z drég, gdyz spoiwem laczacym te Swiaty jest coraz powszechniej dostrzegana koniecznosé
uczenia sztuki prowadzenia rozumowan. Nie wystarczy wiedza, trzeba umie¢ z niej korzystaé i war-
to umie¢ wyciaga¢ wnioski, gdy jej brakuje. Naturalny jest stan niewiedzy, a pasjonujace jest odkrywanie
prawdy, o ile potrafimy weryfikowa¢ wlasne rozumowanie i krytycznie dobiera¢ argumenty. Trudno nam
to przyjaé, bo od edukacji spodziewamy si¢ wiedzy ,na kazda okazje”, podczas gdy ludzka ciekawosé
oraz nieprzewidywalnosé¢ $wiata stawia przed nami wciaz pytania, na ktore nie ma tatwych odpowiedzi.
Rozumiejg to dobrze uczeni, dla ktérych dobre pytania sa dalece wazniejsze, niz nieistotne odpowiedzi.

37. Marciniak, Numeracy 2030, https://www.mimuw.edu.pl/~zbimar/Numeracy-2030.pdf, OECD 2017.
4J. Osiecka—Chojnacka, Doskonalenie ksztalcenia matematycznego, INFOS 277 (2020).
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Przytoczmy stowa Geoge’a Polyi, ze wstepu do stynnej ksiazki Jak to rozwigzac? Pozycja ta stanowi
piekne $wiadectwo zamilowania do rozwiazywania zadan, i to w ujeciu (byé moze inaczej niz w tym
wprowadzeniu) bez wielkiej filozofii, jak pisze w swojej recenzji prof. Kordos.

Wielkie odkrycie rozwigzuje zawsze jakis wielki problem. Ale rozwigzanie kazdego problemu
ma pewne cechy odkrycia. Wasz problem moze byé skromny; jesli jednak zaciekaw: on was i po-
budzi do czynu wasze zdolnosci tworcze i jesli rozwigzecie go wlasnymi silami, mozecie doznac
emocyji towarzyszgcej napieciu umystu i trumfowi dokonanego odkrycia. Takie emocje przezyte
w odpowiednim wieku mogq zrodzi¢ zamitowanie do tworczej pracy umystowej i wywrzeé pietno
na umysle i charakterze na cale zycie.

Réznica migdzy rozumowaniem, a zwyklym uzywaniem informacji jest ogromna i jesli mozna ja ujaé
W przenosnig, to przypomina réznice miedzy kupowaniem positkdéw, a umiejetnosécia przyrzadzania ich
samodzielnie. Wielu watpi dzi$§ w koniecznosé zdobywania wiedzy, wobec dostepnoéci informacji i rozbu-
dowanych narzedzi rachunkowych. Jednak to wlasnie to jak korzystamy z wiedzy w sposéb twérczy, jak
interpretujemy dane, jak rozumiemy wyniki statystyczne, jak oceniamy wypowiedzi dotyczace probleméw
globalnych, zwiazanych z ochrong zdrowia, edukacja, gospodarka, ochrona przyrody, jak rozwiazujemy
problemy — decydowaé bedzie o naszej przyszoéci. Myslenie matematyczne odgrywa tu kluczowsa role.

* * *

Co moze da¢ w tym kontekscie Olimpiada czy konkursy? Co moga one wnies¢? By¢ moze chodzi o uka-
zywanie zdolnym (i nie tylko) czym jest owo radosne do$wiadczenie przeblysku w ciemnosci — Eureki.
Jak smakuje moment, gdy niewiedza i niepewnos¢ sa skonfrontowane i przezwyciezone, mimo realnych
trudnosci i braku gotowych standardowych rozwiazan? Co daje cztowiekowi doswiadczany w ten sposéb
rozw6j? To nie tylko zagadnienie dydaktyki, ale problem psychologii i socjologii, decydujacy o kondycji
spoleczenstw. Nie chodzi tu jedynie — podkreslmy to — o pokonywanie ogromnych trudnosci!

Umieé¢ dostrzec to, co pozornie niewidzialne, majac tylko te wiedze i te umiejetnosci, ktore sie ma — tu
spotkaé sie moze zaréwno uczen, jak i uczony. Tu doprowadzi¢ chce ucznia Olimpiada. Jak? Swiatlo na
te sprawe rzuca moim zdaniem prof. Wojciech Guazicki w autorskim Rozszerzonym programie nauczania
w gimnazjum, komentujac potrzebe uczenia myslenia matematycznego i omawiajac konkretne zadania,
ktore w tym celu wykorzystuje. Zachecam kazdego nauczyciela i sympatyka matematyki do przemyslenia
tych stéw. Zawarta jest w nich bowiem bardzo nieoczywista teza.

Matematyka, w odréznieniu od rutynowych rachunkow, polega przede wszystkim na od-
gadnieciach i tego wiasnie musimy naszych uczniow nauczyc. Jesli rozwigzanie nie wymaga
zadnego odgadniecia, to znaczy, ze nie wymagato od ucznia myslenia. Polegalo tylko na przy-
pomnieniu sobie, jak takie zadanie bylo rozwigzane w klasie i powtdrzeniu ciggu czynnosci
Juz raz wykonanych. Jesli rozwigzanie ma w jakimkolwiek momencie odbiegaé¢ od wyuczonego
schematu, to znaczy, ze uczen musi wymysli¢ (a nazywajgc rzecz po imieniu: odgadnac), co,
w ktorym miejscu 1 jak nalezy zmieni¢. Odgadniecie jest najwazniejszym elementem
rozumowania matematycznego.

Odgadniecie nie kojarzy sie by¢ moze dobrze ani zwolennikom rutynowego rozwiazywania zadan, ani juz
na pewno autorom egzaminéw z kluczem. Srodowisko olimpijskie ma tu na mysli raczej éwiczenie intuicji
i sktonnos¢ do eksperymentowania, stawiania hipotez, formutowania swoich wnioskow, szukania prawi-
dtowosci tam, gdzie nie mozna z goéry zakladaé, ze ta prawidlowoéc¢ zachodzi. Checemy tego od ucznidéw
zaréwno w szkole, jak i na uniwersytecie — sami od siebie tego chcemy i podziwiamy to u najwiekszych
uczonych. Jest to tez wyraz odwagi — nie polegamy tu bowiem tylko na odmierzonych krok po kroku
metodach lub na formalizmie rozumowania, ale na naszym wewnetrznym rozumieniu. W odgadnieciu
wyczuwamy pewna emocje i witalnosé, napiecie dramatyczne, zwyciestwo ciekawosci, przeblysk radosci.

Wybierajac dla Czytelnika przeglad zagadnien konkursowych, dziele si¢ prostym i radosnym doswiad-
czeniem wielu oséb — nauczycieli i przede wszystkim uczniéw, dla ktorych wlasnie zadania konkursowe
i olimpijskie sa pierwszym (i czesto jedynym) kontaktem z zywa matematyka. Trudno te wrazenia prze-
nosi¢ na wszystkich, ale by¢ moze warto czerpa¢ wzorce od oséb, ktorych pewien konkretny kontakt
z matematyka cieszy i daje poczucie spelnienia. Ta garstka uprzywilejowanych, w skali calej edukacji,
czuje sie z matematyka dobrze — jest to mozliwe! Czy dla kazdego? Wierze, ze tak, o ile nauczanie mate-
matyki przeksztalci sie¢ w wyzwanie angazujace zmysty, wyobraznie, kreatywnosé i naturalna ciekawosc.



Od geometrii do kombinatoryki — o uniwersalnosci algebry...

Kilka stow o samej algebrze. Z dydaktycznego punktu widzenia wazna role odgrywa tekst stynnego ame-
rykanskiego historyka matematyki Victora Josepha Katza zatytulowany Stages in the history of algebra
with implications for teaching. Katz sam byl algebraikiem, uczniem Maurice’a Auslandera — jednego
z czotowych przedstawicieli waznej galezi algebry wspélczesnej — teorii reprezentacji. Katz byl jednym ze
zwolennikow zasady paralelizmu, o ktoérej wspomnimy jeszcze w dodatkach. Méwi ona, ze obok deduk-
cyjnej metody nauczania matematyki, naturalna i cenng metoda dydaktyczna moze by¢ poruszanie sie
po fazach jej odkrywania. Sam Katz wyrdznia dla algebry cztery takie przenikajace si¢ wielokrotnie fazy.
Prosze zauwazy¢, ze w fazach tych ujawnia si¢ naprzemiennie charakter algebraiczny i geometryczny.

e Faza geometryczna — gdzie zaleznosci algebraiczne wywodzone sa z geometrii.

e Faza rozwigzywania réwnan — tu celem jest wyznaczenie liczb spelniajacych okreslone réwnosci.
e Faza dynamiczno—funkcyjna — rozwdj teorii funkcji oraz geometrii krzywych i powierzchni.

e Faza abstrakcyjna — badanie struktur algebraicznych i ich powiazan, poczawszy od teorii grup.

Algebra szkolna porusza sie gléwnie w pierwszych trzech obszarach. I rzeczywiscie — pierwsze formuly
algebraiczne pokazywane dzieciom to wzory na obwody i pola figur, a pézniej — twierdzenie Pitagorasa.
Ujecie funkcyjne pojawia sie dopiero w liceum. Faza struktur — szczatkowo w geometrii analityczne;j.

Mozna zestawi¢ te fazy z tradycyjnym podziatem historii mysli i symboliki algebraicznej, pochodzacym
od pruskiego filologa i historyka matematyki Nesselmana (1842), czesto krytykowanym, a jednoczesnie
powtarzanym w klasycznych dzielach z historii matematykiﬂ Wyréznia on trzy fazy.

e Faza retoryczna — gdzie zaleznosci, w tym rownania, zapisywane sg za pomocs pelnych zdan.
Ta forma charakterystyczna byla nie tylko dla matematyki babilonskiej i egipskiej, ale czesciowo
takze greckiej, azjatyckiej, czy europejskiej. W praktyce obecna niemal do konca sredniowiecznej
syntezy mysli antycznej (a nawet dalej — patrz notatka Fermata na marginesie dziela Arithmetica).

e Faza synkopowa — gdzie pewne operacje zastepuje sie symbolami, ktore jednak nie podlegaja
istotnym wlasnoéciom, a sa przede wszystkim skrotami zapisu. Dla przyktadu: mozna wprowadzié
skrotowy znak odejmowania, ale przy zastrzezeniu, ze odejmowanie moze byé¢ uzyte tylko z jed-
nej strony réwnania. Tak wygladaly choc¢by prace Diofantosa, ale i tu naleze¢ mialo wiele prac
matematykéw europejskich, wliczajac nawet Viete’a i Kartezjusza (wiek XVI-XVII).

e Faza symboliczna — gdzie symbolika stosowana jest nie tylko dla skrécenia zapisu operacji, ale
rowniez dla zastgpienia obiektow, choéby pod postacig zmiennych. W tym rozumieniu symbole
czy rownosci algebraiczne moga tez reprezentowaé inne obiekty niz liczbowe. Ta faze Nesselman
przypisywal wybiorczo al-Kwarizmiemu oraz matematykom XVII i XVIII-wiecznym: Newtonowi,
Lagrange’owi, Eulerowi itd. Termin algebra symboliczna pochodzi od Georga Peacocka (1830).

Zapytajmy samych matematykow: czym jest algebra? Wérdd tytutéw najstarszych polskojezycznych pod-
recznikow algebry z XVIII wieku znalez¢ mozna nastepujace: Algebra Czyli Nauka O Rachunkach Lite-
ralnych czy tez Poczqtki Rachunku przez litery alfabetu zawierajgce. Pieknie pisze o algebrze w 1780 roku
Sebastian Jan Kanty Chochron, profesor Uniwersytetu Jagiellonskiego, opowiadajac o jej poczatkach
i uzytecznosci (pisownia oryginalna).

Nie byto dofyc Uczonym umieé¢ rachunki w liczbach, niemi zacnosci i pozytku roznych nauk
fpoleczenftwu dowodzié, udali si¢ iefzcze za nowa potrzeba, do nowego przemyftu. ktérymby
to, co umieli, fzczedliwiey wyrazali, i w iednych sie dzialaniach tatwiey, w drugich krocey, a we
wizyftkich powfzechniey i iasniey thumaczyli. Ta i taka przycisnieci potrzeba Wieta i Hariotus
pierwsi poczeli liter zamiaft liczb w Europie uzywad; pierwsi poznali, ze nie liczby, ale litery,
wedlug upodobania z pewno$cig dzialan zakladaé¢ w powfzechnoéci mozna, nie owemi ale temi
prawd pozytecznych analitycznym spofobem latwo dochodzié [...] Lecz iako kazdey rzeczy na
przyzwoitey w poczatkach dofkonalosdci zbywa, tak te nowo poczeta umieigtnosé, pracowicie
trzeba byto dofkonalié. Czekalta wiec na Kartezyufza, Leybnicego i Newtona, ktorzy ftaraigc sie
naywiecey prawdy Filozoficzne i Matematyczne obiasnic, przekonani o nieuchronney do tego
potrzebie Algiebry, tak ia wydofkonalili, i pomnozyli przedziwnie iey fkutki w samych nawet
liczbach, ze do Matematyki, i nauk towarzyftwu ludzkiemu niefkonczenie mitych i potrzebnych,
innego précz niey wodza, innego klucza, inney tatwosci nie mamy.

5Patrz np. http://logica.ugent.be/albrecht/thesis/PMP2007Heeffer.pdf,
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Maclaurin w 1748 roku napisal, ze algebra jest ogblng metoda obliczeniowa za pomoca pewnych oznaczen
i symboli, uznana za wygodna. Nazywana wéwczas raczej arytmetyka uniwersalna, poprzedzona byta
spisem dopuszczalnych operacji i regut ich uzywania, podobnie jak w zwyklej arytmetyce. Kilkadziesiat
lat p6zniej w 1765 roku Euler napisze, nazywajac w jezyku rosyjskim swéj fundamentalny podrecznik o
algebrze elementarnej Algebrg Uniwersalng, ze jest to nauka o tym, jak wyznaczaé nieznane wielkosci za
pomoca tych, ktére sa znane. Innymi stowy, zdaniem wielkich matematykéw XVIII wieku algebra zaj-
mowata sie wyznaczaniem niewiadomych przy uzyciu metod symbolicznych i zasad manipulowania nimi,
czyli gtéwnie — rozwigzywaniem réwnan.

Zakres oddzialywania algebry byt jednak znacznie wickszy niz w czasach arabskich, czy renesansowych,
gdy rozwiazywano na turniejach rownania stopnia 3 i 4. Dzieki pracom m.in. Kartezjusza, Newtona czy
Leibniza, zaawansowany byl juz w XVIII wieku proces arytmetyzacji matematyki, ktéra dotad przez
ponad 2000 lat ufundowana byta przede wszystkim na geometrii zawartej w Elementach Euklidesa. Pro-
ces ten uwyrazni sie w Il polowie wieku XIX, gdy jasne juz bedzie, ze nie ma jednej geometrii, a rézne
geometrie opisywa¢ mozna w jezyku algebraicznym. Jak napisze Stillwell — napigcie pomiedzy geometria
i algebra jest paliwem rozwoju matematyki.

Matematyk drugiej polowy wieku XX, pogodzony juz z porazka programu sformalizowania matematyki
podjetego przez Hilberta, na pytanie Czym jest algebra? odpowie raczej w duchu programu Kleina i je-
go wizji z Erlangen — tego samego Kleina, ktéry przez lata walczy¢ bedzie o wprowadzenie i promocje
my$lenia funkcyjnego w szkotach. Rowniez w swojej Matematyce elementarnej z wyzszego punktu widze-
nia, sprowadzi Klein wyklad algebry zwlaszcza do ujecia funkcyjnego, w ktérym gléwnym celem jest
geometryczna interpretacja rozwiazan réwnan algebraicznych. Z drugiej strony program naukowy Kle-
ina przesuwa akcent z obiektéw na przeksztalcenia i ich struktury, zwlaszcza na tzw. grupy niezmiennikow.

Ujecie Kleina to poczatek wielkiej rewolucji przechodzacej od réwnan do funkcji i struktur. Jak pisze prof.
Kordos w artykule Stabilnie czy dynamicznie, podejscie Kleina w sposéb iscie prorocki przeciwstawilo sie
wiodacemu az do polowy XX stulecia formalizmowi, pragnacemu w duchu teorii formalnych opisywaé teo-
rie matematyczne. Tak uczono zreszta jeszcze na powojennym Uniwersytecie. Patronem tego wielkiego
programu byl ostatni by¢ moze matematyk ogarniajacy spojrzeniem cala matematyke — David Hilbert.
Jak sie pézniej okazalo, to ujecie Kleina, podjete przez grupe Bourbakistéw jeszcze w latach 30-tych
i ujete w jezyku formalnym teorii kategorii, zaprowadzilo w drugiej potowie XX wieku wyemancypowana
wreszcie algebre na jedna z centralnych pozycji wspolczesnej matematyki. Czy i w Polsce? Trudno orzec.

Czytelnik moze w tym miejscu uznaé, ze opowies¢ o napieciach miedzy algebra, a geometria to retoryczny
zabieg. Polecam zapoznanie si¢ z tekstem z Wiadomosci Matematycznych z 1972 roklﬂ bedacym czedcia
publicznie prowadzonej wéwcezas (wewnatrzwydzialowej) debaty. Oto pewien humorystyczny jej fragment.

[...] odniesliémy wrazenie, ze stara si¢ on wytyczy¢ granice utopijnego Krélestwa Geometrii
i Topologii, otoczy¢ te granice prawdziwie chifiskim murem zbudowanym ze zmurszatych (jego
zdaniem) cegielek programu Kleina, wzmocnionych elementami teorii kategorii. Mur bronitby
krolestwa od barbarzynskich plemion Analizy i Algebry, czyhajacych na jego zgube.

By¢ moze zreszta méwimy o dylemacie minionym. Patrzac z perspektywy poczatku XXI wieku, do gry
weszly zastosowania, cho¢by machine learning czy big data. W matematyce coraz wiecej znacza metody
dyskretne. Znalazly one arcywazne zastosowania w informatyce, i odwrotnie — same byly de facto jedna
z jej gléwnych zalozycielek. Réwniez w algebrze wiele jest istotnych klasyfikacji opartych o jezyk teorii
graféow i innych obiektow kombinatorycznych. Jaka jest zatem przysziosé matematyki? Kto wie?

8 A. Bialynicki-Birula, A. Pelczyiiski, Na marginesie artykulu K. Siekluckiego ,O geometrii i topologii”, Wiadomosci
Matematyczne 15(1) (1972), 25-30, https: //wydawnictwa. ptm. org. pl/ index. php/wiadomosci-matematyczne/ article/
view/ 923/ 938. Warto tez przeczyta¢ dwa wczesniejsze odcinki dyskusji: O algebrze oraz O geometrii i topologti.
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Zarys matematycznej literatury konkursowej i metodycznej

Przejdzmy do zarysu literatury przydatnej w pracy z matematyka elementarng. Pierwsze miejsce zajmuje
tu tworczosé Wactawa Sierpinskiego, na ktérego monografiach i ksiazkach popularnych wychowaly sie
cale pokolenia matematykéw. Najczedciej odwolujemy sie do stynnej Teorii Liczb oraz zwiazanych z nia
250 zadan z elementarnej teorii liczb. Na drugim miejscu wymienié¢ nalezy faktycznego tworce Olimpiady
Matematycznej — Stefana Straszewicza, dzieki ktéremu przetrwaly do naszych czaséw znakomite opra-
cowania zadan z pierwszych olimpiad. Dzieto to kontynuowali Jerzy Browkin, Maciej Brynski i Marcin
Kuczma w kolejnych tomach z zadaniami OM. Niezwykle cenna literature olimpijska zawierajaca przeglad
zadan z konkurséw zagranicznych opracowali tez przez lata Henryk Pawlowski i Lev Kourliandtchik.

Nasze notatki inspirowane sg przez literature konkursowa oraz dzieta poswiecone sztuce rozwiazywania
zadan. Dwa z nich beda mialy szczegdlne znaczenie.

e Jak to rozwigzaé? to ksiazka autorstwa Georga Polyi, matematyka amerykanskiego (pochodze-
nia wegierskiego), czlonka wegierskiej szkoly kombinatorycznej, wywodzacej sie od Fejera. Szkola
ta skoncentrowana wokdl Uniwersytetu Budapesztanskiego (Uniwersytet Lordnda Eoétvosa), data
poczatek olimpiadom matematycznym, organizowanym od konca XIX wieku w poszczegdlnych mia-
stach oraz za posrednictwem czasopism rekreacyjnych (np. KéMal). Do jej czlonkéw nalezeli nie
tylko Polya, ale takze Paul Erdos czy John von Neumann.

e The Art and Craft of Problem Solving autorstwa Paula Zeitza to jeden z wielu nowocze-
snych podrecznikéw prezentujacych strategie rozwiazywania zadan olimpijskich, przeznaczony dla
studentow i nauczycieli, ktérego pierwsze wydanie pojawito sie w 1999 roku. Pozycja ta reprezentuje
cale pokolenie uczonych przyciagnietych do matematyki wtasnie poprzez rozwiazywanie probleméw
konkursowych. Wséréd nich jest wielu wybitnych uczonych, miedzy innymi Terrence Tao.

Z punktu widzenia nauczyciela zainteresowanego rzetelnym opracowaniem dowodéw twierdzen szkolnych,
ubogaconym licznymi przyktadami zaréwno standardowych, jak i konkursowych zadan, szczegdlnie cen-
nym zrédlem jest wydana w 2020 roku prawie 500-stronicowa Arytmetyka i algebra. Rozszerzony program
nauczania matematyki w liceum autorstwa prof. Wojciecha Guzickiego. Z oczywistych powodéw ponizszy
wykltad jest znacznie mniej rozbudowany, zwlaszcza w czesci analitycznej, ktorej zdecydowanie bardziej
wszechstronne oméwienie, zawierajace rowniez elementy wykladu akademickiego z analizy, zawiera skrypt
dra Michala Krycha napisany dla klas matematycznych w XIV LO w Warszawie (w latach 1974-2007).

Osobom zainteresowanym materialem przeznaczonym bezposérednio do przygotowania do Olimpiady Ma-
tematycznej, pokazujacym liczne ponadprogramowe rozszerzenia arytmetyki i teorii liczb, w tym zagadnie-
nia wymagajace znajomosci elementarnej teorii grup i pierécieni, polecam pozycje Matematyka olimpijska.
Algebra i teoria liczb autorstwa dra Adama Neugebauera. Czytelnika zainteresowanego encyklopedycznym
opracowaniem bardzo ciekawych zagadnien arytmetycznych i teorioliczbowych, w tym niezliczonymi cieka~
wostkami o rozmaitych typach liczb, zachecam do zapoznania sie z 15-tomows, seria Podrdze po Imperium
Liczb autorstwa prof. Andrzeja Nowickiego, https://www-users.mat.umk.pl// anow/?id=imperl.

Kopalnig ciekawych zagadnien konkursowych jest seria Miniatury Matematyczne, zawierajaca popularne
prezentacje ciekawych i czesto malo znanych tematéw matematycznych. Autorzy zwiazani sa z torunskim
srodowiskiem Uniwersytetu Mikolaja Kopernika, przeprowadzajacym Miedzynarodowy Konkurs Matema-
tyczny Kangur. Pozycje te, jak rowniez opracowania zadan kangurowych, mozna znalezé na stronie nie-
zwykle oddanego tematyce konkursowej Wydawnictwa Aksjomat: https://www.aksjomat.torun.pl/.

W przygotowaniu ponizszych tresci bardzo przydatne byly takze liczne materialy zebrane przez Komi-
tety Gléwne Olimpiady Matematycznej Junioréw oraz Olimpiady Matematycznej, przede wszystkim zas
Gazetka OMJ Kwadrat, dostepna on-line pod adresem: https://omj.edu.pl/gazetka-omj, a takze ma-
terialy z broszur i seminariéw dla nauczycieli matematyki, prowadzonych przy okazji promocji Olimpiad.

Warto zwrocié uwage réwniez na rozmaite zrodla dostepne on-line. WspomnieliSmy juz o archiwum cza-
sopisma Delta, gdzie poleci¢ nalezy choéby serie Kqcik Poczgtkujgcego Olimpijczyka, autorstwa dra Bar-
tlomieja Bzdegi, czy starszy Gammalimatias, autorstwa dra Jarostawa Wréblewskiego (oraz z geometrii —
Deltoid dr Joanny Jaszunskiej). Ciekawe materialy znalez¢ mozna takze w archiwach Szkoly Matematyki
Poglgdowej, organizowanej przez Osrodek Kultury Matematyczne;j.


https://www-users.mat.umk.pl//~anow/?id=imperl
https://www.aksjomat.torun.pl/
https://omj.edu.pl/gazetka-omj

Ciekawostki i materialy dotyczace zycia matematycznego i dydaktyki znalezé mozna na Wroctawskim
Portalu Matematycznym. Specjalistyczne dyskusje dotyczace edukacji prowadzone sg choéby w wydaw-
nictwach Polskiego Towarzystwa Matematycznego oraz w dwumiesieczniku dla nauczycieli Matematyka.
Bardzo ciekawym archiwum, takze z powodéw historycznych i poprzez zgromadzenie bardzo bogatej bazy
niebanalnych zadan szkolnych i egzaminacyjnych, jest udostepnione na stronie Stowarzyszenia Nauczy-
cieli Matematyki archiwum kwartalnika Nauczyciele i Matematyka.

Wreszcie, zachecam do korzystania z szerokich zasob6éw cyfrowych zawierajacych (udostepnione do pobra-
nia) stare podreczniki, zbiory zadan, materialy metodyczne, plany nauczania, nie tylko dwudziestowiecz-
ne. Zdarzy nam si¢ przywolaé¢ jeden z przedwojennych podrecznikéw Stefana Banacha lub inna pozycje
lwowsko-warszawskiej Ksigznicy-Atlas. Przyklad takiego repozytorium to https://polona.pl.

* * *

Czytelnika zainteresowanego otrzymaniem szerokiego pogladu na nauczanie matematyczne czy nawet
tzw. kulture matematyczna odsytam do klasyki, czyli trzech toméw stynnego Zarysu dydaktyki mate-
matyki prof. Zofii Krygowskiej lub swietnego zwieztego wyktadu prof. Stefana Turnaua. Polecam goraco
piekne oémiotomowe dzieto prof. Michala Szurka — O nauczaniu matematyki. Wyklady dla nauczycieli
i studentow. Wspolczesnie szkote prof. Krygowskiej reprezentuje przede wszystkim prof. Helena Siwek,
do ktérej Dydaktyki matematyki bedziemy sie niekiedy odwolywaé. Pozycji $cisle metodycznych dotycza-
cych samej algebry rowniez nie brakuje. Zdaniem autora zbyt mala wage przyklada sie dzi§ do zagadnien
omawianych przed pélwieczem w piecknych poradnikach metodycznych Anieli Ehrenfeucht i Olgi Stan-
de, towarzyszacych wielkiej reformie z konca lat 60-tych XX wieku. Czytelnik mégt réwniez nie spotkaé
sie ze starymi seriami ksiazek z serii Biblioteczka matematyczna czy Biblioteczka Nauczyciela Matematyks.

Nie brakuje rowniez wspolczesnych waznych opracowan metodycznych o charakterze polemicznym.
Panstwa uwadze polecam antologie tekstow profesoréw nauk humanistycznych, ktoérzy swoja dziatal-
noé¢ naukowa poswiecili matematyce, choc¢by prof. Jerzego Pogonowskiego Myslenie matematyczne, czy
tez prof. Edyty Gruszczyk-Kolczyniskiej Dzieciecqg Matematyke (i wiele wspanialtych tekstow /wywiadow).


https://polona.pl.
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Rozdziat 1

Czym jest rozumowanie?
Podstawowe strategie dowodowe

1.1 Jak odréznié¢ ¢wiczenie od problemu?

Zanim przejdziemy do klasycznej algebry szkolnej, warto powiedzie¢ kilka stéw o rozumowaniach mate-
matycznych i podstawowych ich typach. Aby méc to zrobié, nalezy najpierw zapytaé — jakie zagadnienia
wymagaja od nas umiejetnoéci prowadzenia rozumowan? Typowe zadanie szkolne rozwiazywane jest nie-
jako podobnie do realizacji przepisu kucharskiego — przestrzega z géry ustalonej procedury, w ktérej
inwencja wykonawcy sprowadza sie do odpowiednio skrupulatnego wykonania, w zaleznosci od ilosci i ja-
kosci posiadanych skladnikéw. Zadania ,na dowdéd” podlegaja kompletnie innemu podejsciu.

Klasyczny juz dzi§ podrecznik The Art and Craft of Problem Solving, autorstwa Paula Zeitza, stanowiacy
punkt odniesienia dla tekstéw dotyczacych prowadzenia rozumowan matematycznych, zwlaszcza olimpij-
skich, rozréznia dwa wyraznie rézne jakosciowo typy zadania matematycznego: éwiczenie i problem.

Wiegkszo$é¢ czasu spedzamy w szkole wlasnie na éwiczeniach. Sa to zadania, ktére sprawdzaja opanowanie
przez ucznia bardzo specyficznej umiejetnoéci matematycznej, zwykle przerabianej wczesniej na lekcji.
Cwiczenia moga byé latwiejsze lub trudniejsze, ale taczy je przewidywalnoéé. Od poczatku wiadomo jak
nalezy je rozwiaza¢ — jakiej techniki czy wzoru uzy¢é. Wyzwanie ma wiec jedynie charakter techniczny.
Droga wytyczona zostalta jednak za nas. OczywiScie — rozwiazujac ¢wiczenia nabywamy sprawnosc.

Problem to pytanie, na ktore nie ma natychmiastowej odpowiedzi. Zadania tego typu maja czesto charak-
ter otwarty, a nawet paradoksalny, bywaja nawet nierozwiazywalne. Wymagaja utozenia strategii zanim
je rozwiazemy. To wlasnie problemy sa w centrum matematycznej dziatalnosci — ale nie tylko. W zyciu
spotykamy bardzo rzadko wyzwania stanowigce proste ¢wiczenie — zwykle sa to niezupelnie Scisle zary-
sowane problemy, wymagajace pewnej strategii. Umiejetnoéé uktadania strategii ma kluczowe znaczenie.

Czlowiek umiejacy rozwigzywaé problemy, niezaleznie od tego czy sa formulowane w jezyku obiektéw
matematycznych, czy moze zagadek, a nawet wyzwan zycia codziennego, wchodzi do szeroko rozumianej
spolecznoéci matematycznej poprzez sam fakt prowadzenia rozumowan i argumentowania. Wyzwala to
w nim wielkie poczucie pewnosci i stanowi zrédlo inspiracji. Jest tez zwyczajnie przyjemne — rozwiazujacy
problem uprawia swoisty taniec z matematyka, docenia jej piekno i jest na nie bardzo wyczulony.

Pigkne poréwnanie daje nam Paul Zeitz. Przecietny uczen rozwiazujacy cwiczenia przypomina kogo$,
kto trzy razy w tygodniu chodzi na silownie, aby wzmocnié¢ ciatlo. Wokél niego sa dobrze znane urza-
dzenia — wiadomo jak ich uzywac¢ i przy pewnej pomocy tatwo ustali¢ rowniez, ktore daja odpowiedni
efekt. W przeciwienistwie do niego, rozwiazujacy problemy przypomina czlowieka udajacego sie na wy-
prawe w dzikie gdry, obarczonego plecakiem i sprzetem biwakowym. Czeka go wiele nieprzewidywalnych
okoliczno$ci: chtéd, upal, wilgoé, zmeczenie, gtdéd i wszystko inne, co przyniesie przyroda. Bedzie szukal
drogi, moze bedzie musiat ja wytyczy¢ na nowo. Czy zawsze bedzie to bardzo eleganckie i bezproblemo-
we? Oczywiscie, ze nie. Czeka go raz piekny widok, raz mgta i ulewa. Czasem zawrdci. Stowem — przygoda.

Obydwie postaci wymienione wyzej wzmacniaja sie dzigki swoim aktywnosciom. Rozwiazywanie ¢wiczen
daje sprawnosé¢ umyshu, podobnie jak rozwiazywanie problemow. Doswiadczenie jest zgota odmienne.



Czy rozwiazywanie probleméw jest tylko dla wybranych, genialnych i bardzo nielicznych uczniéw?

Zdecydowanie nie, podobnie jak wedrowki po gérach nie sg jedynie dla wspinaczy czy mito$nikéow przygdod.
Kazdy moze nauczy¢ sie i pokochaé¢ wedrowanie po gérach. Kazdy moze odnalezé przyjemnosé wysitku
intelektualnego i piekno eleganckich dowodéw. Kazdy moze znalezé w sobie odwage do pokonywania swo-
jej niewiedzy samodzielnie, bez gotowych przepiséw. Da mu to nie tylko rados¢ na poziomie psychicznym,
ale wyposazy w zasoby do pokonywania codziennych wyzwan, w strategie problematyzowania zagadnien.

Do tej wtasnie przygody zapraszaja konkursy, a i niesmialo ponizszy tekst, cho¢ z natury przedmio-
tu dotyczy on jedynie wybranych zagadnien, bliskim tresciom programowym. Jak zacza¢? Nierozwazne
jest po prostu spakowaé plecak i ruszy¢ na szlak. Dodwiadczenie moze by¢ dewastujace i zniechecajace na
cale zycie. Czesto z lgku przed trudem prébujemy raczej zapamigtaé trase (na GPSie) niz by¢ odkrywcami.

Zwykle w wedrowanie jesteSmy wprowadzani, poznajac najpierw podstawowe sposoby radzenia sobie
w dzikim terenie. Pewne podstawowe zachowania i nawyki sa niezbedne, aby wedréwka mimo swojej
nieprzewidywalnosci, nie zamienita si¢ w chaos i bladzenie. Istnieja pewne ogdlne techniki rozumowania,
o ktérych opowiada ten wstepny wyktad. Wprowadzenie nie bedzie jednak polega¢ na podawaniu metod.
Chodzi raczej o nauczanie problemowe — stawiamy problemy i wspélnie prébujemy je rozwiazac.

1.2 Strategia, taktyka i narzedzia w prowadzeniu dowodow

Paul Zeitz wspomina o trzech poziomach rozwiazywania probleméw matematycznych. Mozna interpreto-
wac je réwniez jako swego rodzaju mape do przygody z rozumowaniami matematycznymi:

e strategia — matematyczne i psychologiczne koncepcje atakowania probleméw matematycznych,
e taktyka — rozmaite metody matematyczne dziatajace w réznych kontekstach,
e narzedzia — techniki dowodowe i triki dotyczace konkretnych sytuacji.

Réznica pomiedzy tymi poziomami zilustrowana jest nastepujacym zadaniem.

Wykaz, ze iloczyn czterech kolejnych dodatnich liczb catkowitych
nie jest kwadratem liczby naturalnej.

Podstawowsa, strategia jest zorientowanie sie w istocie problemu. Chodzi o dowéd. Problemy mate-
matyczne majg zwykle dwa oblicza — konstrukcyjny lub dowodowy. Nastepnie stwierdzamy, znajdujac
sie dalej w obszarze strategii, ze mamy udowodni¢ niemozliwo$¢ zajscia pewnej konkretnej wlasnosci.
Podstawa postepowania w takiej sytuacji jest rozdzielenie problemu na dwie czedci:

e zalozenia — co wiemy o obiektach (nie sa one tym samym, co dane),
e teza — cokolwiek mamy udowodnié.

W naszym problemie zaltozenie to: Liczba n jest catkowita i wicksza od 0.
Teza brzmi: Liczba n(n 4+ 1)(n + 2)(n + 3) nie jest kwadratem liczby catkowite;.

Nie zawsze tatwo jest oddzieli¢ zalozenie od tezy, co sprawia, ze wielu uczniéw gubi sie juz na poziomie
strategii rozwigzywania zadania, chocby przez blad zalozenia tezy lub bledne sformulowanie tezy.
Jaka strategie mozemy przyjaé, gdy mamy wykazaé¢ niemozliwo$¢ zajscia jakiej$ konkretnej wlasnosci?
By¢ moze najbardziej podstawowa strategie nazwaé¢ mozna:

decydujacy krok (lub — dowdd zbrodni)

Na czym polega? Chodzi o wyr6znienie potencjalnych bezposrednich przyczyn, dla ktérych jakie§ zdanie
nie jest prawdziwe. Jaki fakt oznacza bezpoérednio, ze liczba m nie jest kwadratem? Takich faktéw moze
by¢ wiele. Oto przyktady, ilustrujace rézne poziomy trudnodci

e liczba m jest podzielna przez 3, ale nie jest podzielna przez 9,
e liczba m jest 4cisle pomiedzy kwadratami dwoch kolejnych liczb catkowitych,

e liczba m daje reszte 3 z dzielenia przez 4.



Na poczatku przygody z zadaniami matematycznymi w ogéle nie mamy pojecia, ze takie fakty maja bez-
posredni zwiazek z zagadnieniem i jaka taktyke przyjac¢, aby zastosowaé je do dodatniej liczby catkowitej
m =n(n+1)(n+2)(n+ 3). Fakty takie, jak powyzej staja sie z czasem narzedziami stuzacymi do stwier-
dzania, ze pewna liczba nie jest kwadratem. Naleza wigc do poziomu trzeciego — i nic dziwnego — zgodnie
z naszg strategia rozwiazujemy problem jakby od konca — skupiajac sie na hipotezie i jej bezposrednich
przyczynach. Szukamy narzedzia, a nastepnie techniki, ktéra jest wymagana, by go uzyé. Péki co nie
mamy jednak ani jednego, ani drugiego.

Zmieniamy strategie na inna, czesto stosowana, czyli (znéw inwencja autora)

male kroki (lub — badanie poszlak),

polegajace na rozpatrywaniu w jaki sposob teza jest spelniona dla szczegdlnych (malych) przypadkéw.

Gdy policzymy wartosé liczby n(n+1)(n+2)(n+3) dla liczb od 1 do 5 otrzymujemy odpowiednio liczby
24,120, 360, 840, 1680. Mozemy zastanowi¢ sie: co uzyskane wtasnie liczby maja wspélnego z kwadratami?
Okazuje sie, ze bardzo wiele — sa one mniejsze od 1 od kwadratéw liczb catkowitych. Doktadniej,

24=>5%—-1, 120=112-1, 360=192—-1, 840=29%—1, 1680 =41%—1.
Zauwazmy, ze na podstawie tych poszlak mozemy sformulowaé¢ nastepujaca ogdlna obserwacje.
Dodatnia liczba calkowita mniejsza od kwadratu o 1 nie jest kwadratem.

ZnalezliSmy wiec szukanego Swiadka zbrodni. Zastosowanie dwoch strategii jednoczeénie dato rezutaty.
Czas na dobor taktyki oraz odpowiednich narzedzi.

Jak wykazaé, ze rozwazana liczba n(n + 1)(n + 2)(n + 3) jest kwadratem pomniejszonym o 1? Oto kilka
przyktadowych technik, ktére moga byé pomocne:

e zmiana kolejnosei sktadnikéw/czynnikéw,

e rozkladanie na czynniki,

e przegrupowanie i podstawienie,

e symetryzacja,

e narzedzie: wzér skroconego mnozenia na réznice kwadratéw.

Na poziomie strategicznym udato nam sie dokonaé¢ kluczowego kroku: nasz problem zamienil sie w sto-
sunkowo rutynowe ¢wiczenie, dla ktérego rozwiazania mozna zastosowac rozne taktyki. Oto one:

e Technika przegrupowania:
nn+1)(n+2)n+3)+1=nn+3)(n+1)(n+2)+1=(n>+3n)(n*+3n+2)+1.
e Technika: grupowanie i zwijanie

(n® +3n)(n* +3n+2)+1=(n?+3n)?+2(n*+3n)+1=(n?+3n+1)>%

Technika symetryzacji:
(n?+3n)(n® +3n+2) = ((n* +3n+1) = 1)((n® +3n+ 1) + 1).
e Technika podstawienia: bierzemy u = n? 4 3n:

(n? +3n)(n* +3n+2) =u(u+2) =u*+2u= (u+1)2?—1.

Narzedzie: wzoér skréconego mnozenia:

(M +3n+1) - )((n*+3n+1)+1) = (n*+3n+1)? - 1.

Technika: wyznaczanie wspotczynnika:

(n® +an+1)? =n* +2an® + (a®> +2)n* + 2an+ 1= a = 3.



O strategiach rozwiazywania probleméw matematycznych mozna pisa¢ wiele (przeformutuj, dziel i rzadz,
lam zasady itd.), ale nam przyda sie jeszcze jedno istotne rozréznienie, dotyczace samego procesu ukla-
dania ciggu: strategia — taktyka — narzedzia. Dzieli on rozwiazywanie problemu na dwie fazy:

e rozumowanie — dochodzenie i uktadanie procesu rozwigzania,
e argumentacje — przekonywanie siebie/innych o rozwiazaniu.

Rozumowanie to proces doboru, a argumentacja — to proces uktadania ciagu krokéw, prowadzacych od
zalozenia do tezy, ktore realizuja to rozumowanie. Te kroki nazywamy w logice implikacjami. Im bardziej
zawile rozumowanie — tym bardziej skomplikowana moze by¢ argumentacja i proces decydowania, czy jest
ona poprawna. Trzy podstawowe typy argumentacji (strategie dowodowe), to:

e dedukcja (dowdd wprost),
e rozumowanie apagogiczne (dow6d nie wprost),
e indukcja matematyczna (réwnowazna zasadzie dobrego porzadku).

Na tym wyktadzie skupimy sie na dowodzie nie wprost, czyli podstawowej strategii dowodowej, wraz z to-
warzyszacymi jej czesto technikami — zasada szufladkows i zasada minimum (jest oczywiscie szereg
innych). Dwa kolejne wyklady poswigcimy technikom i narzedziom pracy z wyrazeniami algebraicznymi
i rownaniami, ukazujacymi giéwnie dedukcje, czasem tez redukcje oraz rozumowanie nie wprost, a na
wykladzie czwartym mowa bedzie o indukcji matematycznej, czyli strategii wywodzacej sie z aksjomatu.

1.3 Dowdd nie wprost (apagogiczny)

Greckie hé eis to adunaton apagdgé thumaczy sie na lacine jako reductio ad absurdum, co znaczy: sprowa-
dzenie do sprzecznosci — absurdu, samozaprzeczenia, do falszu. W praktyce prowadzenia dowodéw, gdzie
mamy zalozenia i chcemy wnioskowaé z nich teze, probujemy czasem z zaprzeczenia tezy wydedukowaé
zaprzeczenie jednego z zalozen, lub zaprzeczenie jakiego$ prawdziwego zdania. Czasem przypuszczenie o
nieprawdziwosci tezy dotaczamy do zalozen, a nastepnie z dotychczasowych zalozen i przyjetego przypusz-
czenia dochodzimy do sprzecznosci. Tego typu schematy rozumowania nazywamy dowodem nie wprost.

Dodajmy drobny komentarz na gruncie logiki. Wiadomo, ze zachodzi rownowazno$¢:

(p=4q) < (~q=~p)
tlumaczaca sie na rownowaznosé dwéch implikacji:
e 7 zalozenia wynika teza,
e 7 zaprzeczenia tezy wynika zaprzeczenie zalozenia.

Innymi stowy, jesli udowodnimy twierdzenie zapisane w formie kontrapozycji: ~ ¢ = ~ p, to udowodnimy
twierdzenie zapisane w postaci implikacji p = ¢. Oto banalne przyktady takich rozumowan.

Zadanie 1. Niech n bedzie liczbg catkowitq, takq Ze liczba n? jest nieparzysta. Wykaz, ze liczba n jest
nieparzysta.

ROZWIAZANIE. Zdaniem p niech bedzie ,liczba n? jest nieparzysta”, a zdaniem ¢ — ,liczba n jest niepa-
rzysta”. Wezmy zatem zdaniem zaprzeczenie zdania g, czyli: ~ g — ,liczba n jest parzysta”, czyli n = 2k,
dla pewnej liczby caltkowitej k. Teraz chcemy wywnioskowaé z tego zdanie ~ p. Rzeczywiscie,

n? = (2k)? = 4k?,
czyli jest to liczba parzysta. Ze zdania ~ ¢ wywnioskowaliSmy zdanie ~ p. |

Zadanie 2. Nie istniejg liczby calkowite a oraz b, dla ktorych 18a + 6b = 1.

RozwIAZANIE. Bardzo tatwy argument nie wprost. Zalézmy nie wprost, ze liczby a, b sa rozwigzaniami
powyzszego réwnania. Wowczas liczba 18a + 6b jest podzielna przez 6. Oznacza to, ze réwna jej liczba 1
jest réwniez podzielna przez 6, co jest nieprawda. Zatem zdanie ,jistnieja liczby catkowite a, b, takie ze
18a + 6b = 17, stanowiace zaprzeczenie tezy, nie jest prawdziwe. Skoro zachodzi prawo podwdjnej negacji
~ (~ p) & p, to uzyskaliémy teze. [ ]



Rozumowan nie wprost mozna poczatkowo uczyé w ogéle w oderwaniu od logiki, postugujac sie bardziej
zagadkami lub lamigléwkami. Ladny przyklad opisuje profesor Wojciech Guzicki poswiecajac osobny pa-
ragraf podrecznika Rozszerzony program nauczania matematyki w gimnazjum tamigtéwce Sudoku.

Warto powiedzieé, ze na gruncie szkolnym nie ma obecnie kursu logiki, a wielu uczniéw ma problem
z formulowaniem zaprzeczen zdan. Prowadzi to chociazby do niezrozumienia pojecia kontrprzyktadu.
Zobaczmy to zjawisko na trzech prostych zadaniach, pochodzacych z testu OMJ.

Zadanie 3. Suma cyfr dodatniej liczby calkowitej n wynosi 30. Wynika z tego, Ze n jest podzielna przez

(a) 2, (b) 3 (c) 5

Warto zwrécié uwage na konstrukcje pytania. W istocie orzekamy o prawdziwosci trzech implikacji. To
jedna z najczesciej spotykanych konstrukcji w zadaniach testowych OMJ. Dlaczego jest to wazne? Nie
wystarczy bowiem podaé¢ PRZYKEADU liczby, ktéra ma sume cyfr réwna 30 i jest podzielna przez 2, 3
czy 5. Trzeba zdecydowaé: czy KAZDA liczba, ktérej suma cyfr wynosi 30 jest podzielna przez 2. A zatem
mozna odpowiedzie¢: TAK, KAZDA, albo nie, bo istnieje PRZYKLAD takiej liczby, ktéra ma sume cyfr 30, a
nie jest podzielna przez ktéras z tych liczb. OdpowiedZ negatywna wskazuje wiec tzw. KONTRPRZYKLAD
na prawdziwos¢ zdania ,Kazda liczba o sumie cyfr 30 jest podzielna przez 2.” Tak brzmi bowiem prze-
formulowanie zdania (formalnie: zdanie réwnowazne): ,,Suma cyfr dodatniej liczby catkowitej n wynosi
30. Wynika z tego, ze liczba a jest podzielna przez 2”.

Jakie sg zatem prawidlowe odpowiedzi? Liczba, ktorej suma cyfr wynosi 30 nie musi by¢é parzysta.
Wystarczy przeciez rozwazy¢ liczbe ztozona z samych cyfr 17, ktérych jest... 30. Liczba ta jest nie-
parzysta. Inna, to 3999. Wskazuje ona takze na negatywna odpowiedZ w podpunkcie (¢) to NIE. Jest
to wladnie kontrpzyktad do prawdziwosci zdan (a) oraz (c). I nic nie da, ze jest mnéstwo przykladéw
liczb o sumie cyfr 30, ktore sa podzielne jednoczesnie przez 2, 3 czy 5. Do prawdy doj$¢ mozna wieloma
drogami, ale obali¢ falsz wystarczy jednym celnym przykladem.

Podpunkt (b) nie powinien sprawi¢ problemu, bo mowa jest o kryterium szkolnym. Skoro suma cyfr to 30,
a 30 jest podzielna przez 3, to liczba n tez jest podzielna przez 3. A zatem odpowiedz w tym podpunkcie
brzmi: TAK.

Zadanie 4. Istnieje dodatnia liczba calkowita o sumie cyfr rownej 2, ktora jest podzielna przez:

(a) 3, (b) 5 (c) 7

Na pozér zadanie bardzo podobne do poprzedniego, a jednak sama konstrukcja pytania jest zupelnie inna.
To jest typ pytania, ktére mozna nazwaé¢ zadaniem ,na przykilad”. Nie pytamy tym razem czy KAZDY
liczba catkowita o sumie cyfr 2 jest podzielna przez 3, bo przeciez sama liczba 2 nie jest podzielna przez
3 1 byloby to nonsensem. Uzyto sformutowania ,Istnieje...” Pytamy tym razem czy JAKAKOLWIEK liczba
calkowita o sumie cyfr rownej 2 jest podzielna przez 37

To oczywiscie zadanie szkolne. Liczba jest podzielna przez 3 wtedy i tylko wtedy, gdy jej suma cyfr jest
podzielna przez 3. Wobec tego nie istnieje liczba calkowita o sumie cyfr rownej 2, ktora jest podzielna
przez 3, bo 2 nie jest podzielne przez 3. To rozumowanie jest wprost banalne, ale 8,5% uczestnikow
testu (czyli ponad 1000 0s6b) rozwiazalo ten podpunkt nieprawidlowo. Dalo to sygnal, ze specyficzna
konstrukcja pytania oraz warunek przypominajacy kryterium szkolne potrafi wielu uczniéw skonfundowac.

Podpunkt (b) sprawdza czy uczestnik rozpoznal jakie to sa liczby calkowite o sumie cyfr réwnej 2.
Dokladniej — sprawdzano czy uczestnik uwzglednil liczby, ktérych cyfry sa zerami. Jedli tak, to korzy-
stajac ze szkolnego kryterium podzielnosci przez 5 bez problemu rozwiaze ten problem. Owszem, istnieje
dodatnia liczba catkowita o sumie cyfr réwnej 2, ktéra jest podzielna przez 5. Jest to na przyklad 20, ale
tez 110, 1100, 1010 i wiele innych... A jednak 11,3% uczniéw rozwigzalo ten podpunkt nieprawidtowo.

Dochodzimy wreszcie do trudniejszego punktu. Niewiele dzieci zna ceche podzielnosci przez 7, choé¢ takie
cechy istnieja (odsylam do Opowiesci matematycznych prof. Szurka). Byé moze patrzac na postaé moz-
liwych do uzyskania liczb (moga mieé one jedynie cyfry 0, 1, 2) uczen bedzie zgadywal, ze takich liczb
podzielnych przez 7 nie ma. W istocie, odpowiedzialo tak ponad 80% uczestnikéw testu. A jednak dali
sie oszukaé! Liczba taka istnieje i jest nig 1001. Nietrudno to sprawdzié¢ przez zwykle dzielenie pisemne.



Wskazanie na liczbe 1001 nie jest przypadkowe, poniewaz to ona wiaze sie z cecha podzielnosci przez
7. Zobaczmy to na przykladzie liczby 123456789. Aby sprawdzié¢ czy jest podzielna przez 7, rozwazamy
jedynie, czy podzielna przez 7 jest liczba 123 — 456 + 789. Mamy:

123456789 = 123 - 10% + 345 - 10° + 789
=123 — 345 4 789 + 123 - 999 - 1001 + 345 - 1001 .

podzielna przez 7

Zadanie 5. Suma cyfr dodatniej liczby calkowitej n jest réwna liczbie cyfr liczby n. Wynika z tego, Ze:
a) kazda cyfra liczby n jest réwna 1,

b) iloczyn cyfr liczby n jest mniejszy niz 2,

¢) suma cyfr liczby n + 1 jest wicksza od sumy cyfr n.

Skomplikowane sformutowania jak wyzej mozna ,rozpracowywaé’ probujac oglada¢ przyklady obiektéw
spelniajacych postawiony warunek. Jakie sa, dla przyktadu, liczby dwucyfrowe takie, ze suma cyfr tych
liczb jest réwna liczbie cyfr... czyli 27 Sa tylko dwie takie liczby: 20 i 11. Kto to zrobi uzyskuje natych-
miastowa odpowiedZ negatywna na punkt (a).

Podpunkt (b) pyta o iloczyn cyfr, ktéry to warunek moze ponownie zaskoczy¢ (nie znajdziemy go w szko-
le), ale konfrontacja z poprzednimi przykladami powinna daé¢ wlasciwa intuicje: odpowiedZ brzmi TAK.
Nie wymagamy od ucznia sformutowania uzasadnienia dowodu, ale nie jest on trudny i warto go pokazac
omawiajac test na kétku. Pomyst miesci sie w zdaniu: ,Jesli liczba n spelnia warunki zadania, to albo
wszystkimi jej cyframi sqg 1, albo w jej zapisie dziesietnym wystepuje cyfra 07. Jak to pokazaé¢? Pewnie
jest kilka sposobéw, ale warto przytoczyé¢ wazny typ rozumowania: dowdd nie wprost.

Zalozmy, ze zdanie, ktére napisaliSmy wyzej nie jest prawdziwe. Co to znaczy? Juz samo to pytanie jest
pouczajace z perspektywy ucznia. Znaczy to, ze istnieje liczba, w ktoérej zapisie dziesigtnym nie wystepuje
liczba 0 i ktérej wszystkimi cyframi nie sa 1 taka, ktéra spelnia warunek zadania. A zatem suma jej cyfr
rowna jest liczbie jej cyfr. Jednak suma jej cyfr to suma sktadnikéw, z ktérych kazdy jest niemniejszy niz
1, i suma ta réwna jest liczbie skladnikéw! To jest niemozliwe, bo ktorys ze sktadnikow jest wiekszy niz 1,
a wiec suma cyfr tej liczby jest wieksza niz suma sktadnikéw. Dochodzimy do sprzecznosci z zalozeniem
o istnieniu takiej liczby, ktéra przeczytaby zdaniu napisanemu wczeéniej. A zatem jest ono prawdziwe.
Z niego wynika oczywiscie punkt (b). Iloczyn cyfr liczby opisanej w zadaniu wynosi 0 lub 1. Jest zatem
mniejszy niz 2.

Przechodzimy wreszcie do punktu (c¢). Widzimy, ze dotyczy ono po raz kolejny nieco innego zagadnie-
nia niz poprzednie punkty. Jest to charakterystyczne dla trudniejszych zadan testowych w OMJ. Ich
zadaniem jest pewne zréznicowanie uczestnikdéw i sprawdzenie ich intuicji. Oczywiscie — liczba n + 1 jest
wieksza od n. Ale nie oznacza to, ze zwigksza sie tym samym suma cyfr! To naturalne, przeciez 10 jest
wieksze od 9, ale ma mniejsza sume cyfr.

Jak poda¢ przyktad liczby spelniajacej warunki zadania takiej, ze o 1 wieksza ma mniejsza sume cyfr?
Intuicja podpowiada, ze ta liczba musi konczy¢ sie cyfra 9. Otoz liczbg ta jest dziesieciocyfrowa liczba
100000009. Suma jej cyfr to oczywiscie 10, a zatem nalezy ona do omawianego zbioru. Powiekszona o 1
bedzie miala sume cyfr 2. A zatem, ponownie jak w jednym z poprzednich zadan: konstrukcja pytania
kaze powiedzie¢ czy KAZDA liczba spelniajaca warunki zadania ma te wlasnosé, ze powiekszona o 1 ma
wigksza sume cyfr. OdpowiedZ brzmi NIE, bo wla$nie podaliémy kontrprzyktad.

* * *

Omowiony schemat rozumowania wystepuje od pierwszych zachowanych choéby we fragmentach trak-
tatéw matematycznych. Ich systematyczne wprowadzenie przypisujemy Akademii Atenskiej i samemu
Platonowi. Arystoteles, porézniony z uczniami Platona, zalozyl wlasna szkole i wypracowal podstawy
logiki, jako osobnej od matematyki dyscypliny.

Rozumowanie nie wprost wystepuje wielokrotnie w FElementach Euklidesa. Juz w pierwszej Ksiedze
w Twierdzeniu 1.4 dowodzi on najpierw, ze jesli tréjkat ABC spelnia AB = AC, to katy ABC oraz
ACB sa réwne. Wyprowadza ten fakt z cechy przystawania bok-kat-bok. Dowéd twierdzenia odwrotne-
go, o numerze 1.5, wymaga rozumowania nie wprost. Oto ten fakt w formie zadaniaﬂ

IWarto zobaczyé dowéd w przepigknej redakcji graficznej Olivera Byrne’a: https://www.c82.net/euclid/book1/
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Zadanie 6. Niech ABC' bedzie tréjkgtem, w ktorym kgty ABC' oraz ACB sq réwne. Wtedy AB = AC.

ROZWIAZANIE. Niech AB = b, AC = c. Przypusémy, ze b # c¢. Wtedy b < ¢ lub b > ¢. Niech b > c.
Woéwezas obieramy punkt D na boku AB, taki ze BD = AC = ¢. Na mocy cechy kat—bok—kat, tréjkaty
DBC oraz ACB sa przystajace, co jest niemozliwe, skoro jeden jest wlasciwie zawarty w drugim.

A A A

Niech nas nie zmyli fakt, ze na algebrze mdéwimy o takim dowodzie. W istocie Euklides prowadzil dedukcje
w spos6b bardzo intuicyjny, pomijajac kwestie uznawane przez siebie za oczywiste, cho¢by trychotomie:

b<c, b=c, b>c

Klasycznym schematem rozumowania nie wprost jest regula Claviusa (Consequentia mirabilis), XVI-
wiecznego tlumacza i komentatora Euklidesa, uzyta po raz pierwszy przez Arystotelesa (w dziele Pro-
prepticus, tzn. przekonujace mowy) ponad 100 lat przed Euklidesem, majaca forme implikacji:

(~p=p)=0p
Przyktadem jest dow6d Euklidesa na istnienie nieskoniczenie wielu liczb pierwszych. Oto jego schemat:
e Rozwazmy zdanie ¢ — istnieje taka liczba naturalna n, ze liczb pierwszych jest n.
e Ze zdania q wnioskujemy, ze m = p1ps...pn + 1 jest liczbg pierwsza.
e Stad wnioskujemy ~ ¢ — nieprawda jest, ze liczb pierwszych jest tylko n.
e A zatem prawda jest zdanie ~ ¢, zgodnie z reguty Claviusa, dla p =~ q.

Bardziej zaawansowanym przyktadem zastosowania tego klasycznego schematu rozumowania jest dowod
Cantora nieprzeliczalnosci zbioru liczb rzeczywistych, a doktadniej uzasadnienie nastepujacego zdania:
Jesli s1, 82, ..., Sn, ... jest dowolnym ciggiem elementéw zbioru T nieskoniczonych ciagdw binarnych (zero-
jedynkowych), to mozna skonstruowaé element zbioru T, ktéry nie jest elementem tego ciagu.

Innym klasycznym dowodem nie wprost, pochodzacym od Archimedesa, jest rozumowanie wykorzystujace
tak zwana ,metode wyczerpywania”, czy w praktyce: aksjomat Archimedesa: dla dowolnych dodatnich
liczb a i b istnieje taka liczba naturalna n, ze n-a > b. Metoda ta pochodzi w swojej istocie od mtodszego
o ponad 100 lat Eudoksosa i mozna ja sformutowaé (robie to za prof. Kordosem) w sposéb nastepujacy:

Jesli z jakiejs figury plaskiej (przestrzennej) wyjmiesz wiecej niz polowe,
z tego co zostanie znow wyjmiesz wiecej niz potowe 1 bedziesz tak postepowal daley,
to suma pdl (objetosci) wyjetych czesci dowolnie dokladnie przyblizy pole (objetosé) tej figury.

Oto przyklad zwiazany z rozwigzaniem paradoksu Zenona. Chodzi w istocie o uzasadnienie wzoru:
o0
1
St
27L
n=1

Jest jasne, jak mowi paradoks, ze rozwazana suma nie przekracza 1. Zalézmy nie wprost, ze suma ta jest
mniejsza od 1 i jest réwna 1 — z, dla pewnego x > 0. Wobec aksjomatu Archimedesa istnieje takie n, ze
n-x >1. A stad z > % > 2% Zatem pierwsze n skladnikéw rozwazanej sumy jest wieksze niz 1 — x.
Uzyskalismy sprzecznosé. Stad rozwazana suma nieskoficzona nie jest mniejsza od 1.

| | | L_Jz=]
I T 1 | 2§
(6] 1




Czy Czytelnik widzi, ze w istocie z punktu widzenia starozytnych, w ogdle nie potrzebujemy tu pojecia
nieskonczonoéci? W istocie radzimy sobie tu w skonczenie wielu krokach. Podobne argumenty stuzyly uza-
sadnieniu wzoréw na pole kota czy objeto$¢ ostrostupa, bez uzywania sum nieskonczonych, przy uzyciu
teorii proporcji Eudoksosa! Wystarczy jedynie podobnego typu rozumowanie nie wprost przez ,wyczer-
pywanie”. Tak radzono sobie az do konica $redniowiecza. Czasami méwi si¢ nawet o ,calce starozytnych”.

Inny argument geometryczny, pochodzacy ze starozytnej Grecji, dotyczy niewymiernoéci liczby /2.
Nie chodzi o klasyczny dowdd, o ktérym powiemy dalej, ale o spojrzenie z punktu widzenia algoryt-
mu Euklidesa. Rozwazmy prostokat o bokach dlugoéci a = 1 oraz b = v/2. Reprezentujemy odejmowanie
mniejszej liczby od wieckszej poprzez obciecie z wyjsciowego prostokata kwadratu o krétszym boku. Zatem
w dwoch krokach otrzymamy prostokat o bokach dtugosci v/2 — 1 oraz v/2 — 2 = v/2(v/2 — 1), majacy
taki sam ksztalt, jak wyjSciowy prostokat, przy czym dtuzszy bok jest teraz pionowy, a krotszy poziomy.
7 tego wynika, ze opisany proces nigdy sie nie skonczy, a przeciez dla liczb wymiernych jest inaczej!

\2 I V2-1 1 V2-1

V2-1

2-2

Podczas naszych wykladéw pojawiaé sie beda rézne typy rozumowan, zwigzane z metoda dowodu nie
wprost. Nie sa one jej wariantami, ale sa typowymi schematami rozumowania, ktore jej towarzysza.

1.4 Zasada szufladkowa Dirichleta

Zasada moéwi, ze jesli zbiér n-elementowy rozbijemy na mniej niz n podzbioréw, to co najmniej jeden
7z tych podzbioréw zawiera wiecej niz jeden element. Inaczej méwiac — funkcja ze zbioru majacego wiecej
niz n elementéw do zbioru n elementowego nie jest réoznowarto$ciowa. Sa tez ogdlniejsze warianty.

Mozna ows, ,zasade” wyrazi¢ pogladowo i czesto stosujemy rézne wizualizacje, wplatane do narracji rozu-
mowan: np. elementy rozwazanego zbioru nazywamy gotebiami, lub skarpetkami, a podzbiory nazywamy
przegrédkami, badz tez szufladkami, stad na Zachodzie mowi sie o tzw. pigeonholﬂ principle, a u nas
o zasadzie szufladkowej. Oto bardzo proste przyklady zastosowan.

e wirdd trzech réznych liczb naturalnych sa zawsze 2 parzyste lub 2 nieparzyste (skarpetki to liczby;
szufladki — parzystos$é, nieparzystosé)

e wiréd pigciu liczb naturalnych pewne dwie daja te sama reszte z dzielenia przez 4 (skarpetki —
liczby; szufladki — reszty: 0, 1, 2, 3)

e wir6d dowolnych 10 liczb naturalnych znajda sie dwie z ta sama cyfra jednosci (skarpetki — liczby;
szufladki — reszty 0, 1, ..., 9)

Zobaczmy kilka zastosowan w prostych zadaniach.

2 Pigeonholing oznacza w jezyku angielskim: zaszufladkowanie, wiec nie ma tu rozbieznosci.



Zadanie 7. Kazdy punkt plaszczyzny pomalowano na jeden z koloréw: czerwony lub zielony. Wykaz, Ze
istniejq dwa punkty tego samego koloru odlegle od siebie o 1.

RozwiazANIE. Wystarczy popatrzeé na trojkat réwnoboczny o boku 1. Dwa z jego wierzchotkéw musza
by¢, na mocy zasady szufladkowej, tego samego koloru. |

Zadanie 8. Udowodnij, ze w gronie 6 0sob albo pewne 3 osoby sie znajg, albo pewne 3 sie nie znajq.

RozwiazANIE. Kazdg z 6 oséb traktujemy jako wierzcholek szeéciokata foremnego. Jesli osoby sie zna-
ja, to odcinek laczacy odpowiadajace im wierzchotki nazywamy zielonym. Jedli si¢ nie znaja — odcinek
laczacy je nazywamy czerwonym. Zatem teza zadania méwi: jesli 6 wierzchotkow szesciokata foremnego
potaczymy odcinkami koloréw zielonego i czerwonego, to dostaniemy przynajmniej jeden trojkat.

WeZmy zatem jeden z wierzchotkéw, powiedzmy A. Wychodzi z niego 5 odcinkéw. Owe odcinki to skar-
petki, a szufladki — to kolory odcinkéw. W szczegdlnosci pewne 3 jednokolorowe odcinki wychodza z A.
Powiedzmy, ze sa czerwone. Prowadza one do punktéow A;, As, As, ktére tez sg polaczone trzema odcinka-
mi. Wszystkie te odcinki nie moga by¢ zielone, bo A; As A5 bylby zielony. Ale jesli cho¢ jeden z odcinkéw
A1 Ay, AsAs, A3 Aq jest czerwony, to razem z odcinkami prowadzacymi do wierzchotka A powstanie tréjkat
czerwony, co konczy dowod. |

Zadanie 9. W kole o promieniu 1 wybrano 7 punktow. Wykaz, Ze istnieje wsrod nich co najmniej jedna
para punktow, ktérych odleglo$é nie przekracza 1.

ROZWIAZANIE. Zauwazmy, ze w okrag o promieniu 1 mozna wpisaé szesciokat foremny o boku 1. W wierz-
chotku kazdego takiego szesciokata kladziemy kolo o promieniu 1. Jest ich 6 i to beda nasze szufladki.
Skoro mamy 7 punktow, to pewne 2 musza leze¢ w jednym z tych két. Leza one jednoczeénie w wyjéciowym
kole, a wiec ich odleglosé nie moze byé¢ wieksza od 1. |

Zadanie 10. Udowodnij, ze w grupie 2011 0séb przynajmniej 2 osoby majq takg samq liczbe znajomych
(0osoba A zna osobe B wtedy i tylko witedy, gdy osoba B zna osobe A).

RozwiazANIE. Niech naszymi skarpetkami (elementami zbioru) beda poszczegdlne osoby. Szufladkami zas
— liczby znajomych, jakie mozna przypisaé¢ tym osobom.. Szufladek jest 2010, bo cho¢ teoretycznie mozna
znaé: 0 oséb, 1 osobe, az do posiadania 2010 znajomych, to w tym samym gronie 2011 oséb nie moze by¢
osoby, ktéra nikogo nie zna i osoby, ktora zna wszystkich poza soba. 0 oséb i 2010 osob. Szufladek jest
wiec w istocie 2010, a skarpetek — 2011. Stad pewne dwie osoby maja tyle samo znajomych. |

Zadanie 11. Ze zbioru {1,2,...,100} wybieramy takie 51 liczb, ze suma Zadnych dwdch z nich nie jest
rowna 100. Pokazaé, Ze zbior ten zawiera kwadrat liczby calkowitej.

ROZWIAZANIE. Oznaczmy zbiér tych 50 liczb przez A. Przypu$émy nie wprost, ze zbiér A nie zawiera
kwadratu. Rozwazmy pary {1,99},{2,98},...,{49,51}. Jest ich 49. Co wiecej, zbiér A nie zawiera ani
36, ani 64. Zatem zbiér A zawiera przynajmniej 49 elementéw z pozostalych par. Zawiera wiec pewna
pare w calosci — na mocy zasady szufladkowej. Ale zakladalidémy, ze w A nie ma elementéw, ktérych suma
réowna jest 100. Uzyskujemy sprzeczno$é z przypuszczeniem, ze w zbiorze A nie ma kwadratu. |

Zadanie 12. Ze zbioru liczb {1,2,...,100} wybieramy 51 liczb. Udowodnié, ze:
e roznica pewnych dwdch wynosi 1,
e pewne dwie z nich sq wzglednie pierwsze,
e sq takie dwie, Ze jedna dzieli sie przez druggq.

ROZWIAZANIE. Tym razem rozwiazanie nie jest oczywiste. Za skarpetki bierzemy owe wybrane 51 liczb.
Szufladkami beda pary liczb postaci

{1,2},{3,4},{5,6},...,{99,100}

Mamy zatem 50 szufladek. Jak nasza liczba jest w zbiorze 51 wybranych liczb, to wrzucamy ja do szu-
fladki z numerem jej odpowiadajacym. Np. liczba 5 trafia do szufladki (5,6). Zasada Dirichleta méwi, ze
w przynajmniej jednej z szufladek beda 2 liczby.



Pozostaje sprawa podzielnoéci. Tu szufladki beda do$é¢ zaskakujace. Kazda liczba naturalna moze by¢
zapisana jako 2™ - ¢, gdzie ¢ jest liczba nieparzysta. Dzielimy zbiér {1,2,...,100} na szufladki sktadajace
sie z liczb o ustalonym ¢ > 1. Stad w pierwszej szufladce liczby postaci 2™ - 1, potem 2™ - 3 i tak dalej.
Liczb nieparzystych od 1 do 100 jest 50, a wiec mamy 50 szufladek. Wybraliémy 51 liczb, a wiec pewne
dwie sa postaci 2™ - q oraz 2™ - q. Zatem jedna jest podzielna przez druga. |

Zadanie 13. Udowodnij, ze wsrod dowolnych 7 rézinych liczb catkowitych muszq byc takie 2, ktorych
suma lub réznica dzieli sie przez 10.

ROZWIAZANIE. Zastapmy liczby ich resztami z dzielenia przez 10. To beda nasze skarpetki. Za$ szufladki

majg postac:
{0y, {5}, {19}, {28}, {3,7}, {4,6}.
e jesli dwie z siedmiu reszt to jednocze$nie 0 lub 5, to ich réznice sg podzielne przez 10

e jesli dwie reszty sa réwne jednej z par (1,9), (2,8), (3,7), (4,6), to suma dwdéch takich liczb jest
podzielna przez 10

Ale skoro mamy 7 skarpetek i sze$é szufladek, to pewne dwie wpadajag do tej samej szufladki. A wiec ich
suma lub réznica jest podzielna przez 10. |

Zadanie 14. Niech dany bedzie zbior 2011 liczb calkowitych ay,as, ..., a2011. Wykaz, Ze istnieje w nim
taki podzbior, Ze suma wszystkich jego elementow jest podzielna przez 2011.

ROzZWIAZANIE. Rozwazmy parami rézne liczby
by =ay,bo =ai+as,...,bp, =a1+as+...a,.

Jesli jakakolwiek z liczb b; jest podzielna przez n, to koniec zadania — za podzbiér wyjsciowego zbioru
bierzemy skladniki tej liczby. Jesli zas nie, to pozostaje n-1 reszt jakie moga przyjmowac. Zgodnie z zasada
szufladkowa dla pewnych b;, b; reszty si¢ powtdérza. Zatem b; — b; jest podzielne przez n, dla i > j. Ale
b; — b; jest suma elementéw a; 1 + a2 + ... + a;. |

Zadanie 15. Ze zbioru 27 parami rdéznych liczb nieparzystych (dodatnich) mniejszych od 100 mozna
wybra¢ dwie, ktorych suma réowna jest 102.

ROZWIAZANIE. Zauwazmy, ze dokladnie 24 pary liczb sumuja sie do 102:
{3,99},{5,97},...,{49,53}.

W czym nam to pomoze? Ot6z chcielibySmy, by z 27 wybranych przez nas liczb pewne dwie byly w jednej
z powyzszych par. A wiec pary liczb znowu postuza nam jako szufladki. Zauwazmy jednak, ze wykluczy-
liSmy z szufladek liczby 1 i 51. Wprawdzie 1 + 101 = 51 + 51 = 102, ale 101 nie moze by¢ w zbiorze
naszych 27 liczb, co wiecej nie ma w nim dwoch egzemplarzy 51 — wszystkie elementy naszego zbioru
sa rézne. Teoretycznie jednak w zbiorze 27 liczb nieparzystych mniejszych od 100 liczby 1 oraz 51 moga
wystepowac. No to je$li wystepuja, to zostaje jeszcze 25 pozostalych elementéw. To sg nasze skarpetki.
Widaé, ze pewne dwie wpadaja do tej samej szufladki, a wiec pewna para tych liczb jest para, ktorej
suma réwna jest 102. |

Zadanie 16. Na spotkanie absolwentow liceum przyjechalo 17 0sob. Kazdy rozmawial z kazdym na jeden
z trzech roznych tematow. Kazda para rozmawiala doktadnie na jeden temat. Udowodnij, Ze istnieje trojka
absolwentow, ktorzy mowili miedzy sobg na ten sam temat.

R0ozZwWiAZANIE. Nazwijmy tematy 17, To, T3. Rozwazmy dowolnego studenta — A. Poza nim jest 16 stu-
dentéw i 3 tematy do omawiania. Zgodnie wiec z zasada szufladkowa A musial rozmawia¢ na okreslony
temat z przynajmniej 6 innymi studentami. Nazwijmy ten temat T3. Gdyby sie okazalo, ze ktérys dwoch
z tych szeSciu tez rozmawialo na temat T3, to koniec. A jesli nie, to rozmawiali na jeden z tematow: T, To.
WezZmy jednego z tych 6 studentéw i nazwijmy go B. Zgodnie z zasada szufladkowa ma on do wyboru 2
tematy i 5 rozmdéwedéw. A wiec z trojka z nich rozmawia na okreslony temat, powiedzmy Ts. Jesli dwojka
z tych trzech rozmawia tez na Ts, to koniec. Jesli nie, to ta trojka musi méwi¢ miedzy soba o Tj. |



1.5 Zasada minimum i maksimum

Sformulujemy teraz podstawowy wariant zasady dotyczacej podzbioréw zbioréw uporzadkowanych, be-
dacej standardowym narzedziem w prowadzeniu dowodéw.

Obserwacja 1.1: Zasada minimum i maksimum — wersja intuicyjna
W skonczonym zbiorze liczb rzeczywistych istnieje element najwigkszy i element najmniejszy.

Stosowanie zasady minimum bywa malo intuicyjne, zwlaszcza jesli nie bierzemy jej pod uwage jak dostep-
nej taktyki. Jak zobaczymy na ponizszych przyktadach, stosowanie zasady minimum wymaga nierzadko
jednoczesnego rozumowania nie wprost oraz korzystania z zasady szufladkowe;.

Zadanie 17. Czy istnieje wielo$cian wypukly, w ktérym kazde dwie $ciany majg inng liczbe bokow?

RozwiazANIE. Taki wieloscian nie istnieje. Przypusémy przeciwnie. Wezmy Sciane F' o najwiekszej licz-
bie m krawedzi. Wéwczas $ciana F' oraz m sasiadujacych z nia Scian to wielokaty, ktére moga mieé
3,4,5,...,m bokéw. Mamy zatem m + 1 Scian, a tylko m — 2 mozliwosci. Stad przynajmniej jedna liczba
bokow musi wystapi¢ dwukrotnie. Doszliémy do sprzecznosci. |

Zadanie 18. Kazdy punkt kratowy na plaszczyinie oznaczamy liczbg naturalng. Wiadomo przy tym,
ze kazda z przypisanych liczb jest $redniq arytmetyczng liczb przypisanych sqgsiednim punktom (z gory,
z dotu, z lewej i z prawej). Wykaz, ze wszystkie wpisane liczby sq réwne.

RozwiAZANIE. Rozwazmy najmniejsza z liczb wpisanych w jednym z punktéw kratowych (wybieramy
ja wprawdzie ze zbioru nieskoficzonego, o czym na kolejnym wykladzie), réwna m. Liczby wpisane w sa-
siadujace z tym punktem punkty kratowe niech beda réwne a,b,c,d. Zatem m = (a + b+ ¢ + d)/4,
czyli

a+b+c+d=4m.

Z zalozenia o liczbie @ mamy a > m, b > m, ¢ > m, d > m. Gdyby ktérakolwiek z tych nieréwnosci
byla ostra, to mielibySmy a + b + ¢ + d > 4m, co przeczy warunkowi wyzej. Stad a = b = ¢ = d. Stad
wnioskujemy, ze wszystkie liczby wpisane w punkty kratowe sa réwne m. ]

Zadanie 19. W pewnej grupie co najmniej jedna para 0sob to znajomi oraz Zadne dwie 0soby o tej samej
liczbie znajomych nie majqg wspolnych znajomych. Wykaz, Ze pewna osoba w tej grupie ma dokladnie
jednego znajomego.

ROZWIAZANIE. Rozwazmy osobg o najwiekszej liczbie znajomych, réwnej n. Niech ci znajomi to x1, ..., xy.
Z zalozenia zadania wynika, ze kazde dwie z tych os6b maja inne liczby znajomych. Co wiecej, kazda
z tych os6b ma nie wiecej niz n, a wiec jedna z nich musi mie¢ jednego znajomego. |

Zadanie 20. Na plaszczyznie pokolorowano skonczenie wiele punktow: cze$é na bialo, a czesé na czarno,
przy czym wiadomo, ze kazdy odcinek lgczacy dwa punkty tego samego koloru zawiera punkt innego koloru.
Pokazaé, Ze wszystkie pokolorowane punkty lezg na jednej prostej.

ROZWIAZANIE. Przypusémy, whrew tezie, ze nie wszystkie pokolorowane punkty lezg na jednej proste;j.
Rozwazmy tréjkat o najmniejszym (dodatnim) polu zlozony z tych punktéw. Dwa z jego wierzchotkéw sa
jednego koloru. Oznacza to, ze jeden z bokéw tego trdjkata zawiera w swoim wznetrzu punkt innego koloru.
Oznacza to jednak, ze istnieje trojkat o mniejszym polu o pokolorowanych wierzchotkach. Uzyskana
sprzecznos¢ konczy dowod. |

Zadanie 21. Niech X bedzie zbiorem punktow na plaszczyznie. Przyjmijmy, ze kazdy punkt z X jest
Srodkiem odcinka o koncach w zbiorze X. Wykaz, Ze X jest zbiorem nieskonczonym.

ROZWIAZANIE. Przypusémy nie wprost, ze X jest zbiorem skonczonym. Wowczas zgodnie z zasadg maksi-
mum, X zawiera podzbiér punktéw bedacych najbardziej na lewo (o najmniejszej pierwszej wspélrzednej).
W tym podzbiorze niech M bedzie punktem o najmniejszej drugiej wspotrzednej (znowu zasada maksi-
mum). Punkt M nie moze by¢ érodkiem odcinka AB, gdzie A # B € X, poniewaz jeden z punktéw A,
B musialby by¢ albo na lewo od M, albo ponizej M (nietrudno to przelozyé na rachunek). Uzyskana
sprzecznos¢ dowodzi, ze X nie jest zbiorem skonczonym. |

Przejdzmy do przyktadéw pokazujacych mniej oczywiste zastosowania, zwlaszcza w teorii liczb.



Twierdzenie 1.1: O dzieleniu z reszta

Niech a, b beda liczbami caltkowitymi dodatnimi, przy czym a # 0. Wéwczas istnieja liczby naturalne
q,r, przy czym oraz 0 < r < a takie, ze:

b=gqa+r.

Liczbe r nazywamy reszta z dzielenia b przez a.

Dowdd. Wezmy najmniejsza z liczb nalezacych do skoficzonego zbioru liczb nieujemnych postaci:
{b,b —a,b—2a,b—3a,b—4a,...}

réwng b — ta, dla pewnego t € N. Twierdzimy, ze liczba b — ta jest mniejsza niz a. W przeciwnym
bowiem razie mielibySmy b — ta — a > 0, co oznaczaloby, ze b — (t + 1)a > 0. To jednak przeczyloby
wyborowi ¢ jako takiej liczby, dla ktérej b — ta jest najmniejsza nieujemna liczba w zbiorze liczb postaci
b,b—a,b—2a,b—3a,b—4a,.... A zatem rzeczywiscie biorac za ¢ liczbe t oraz za r liczbe b—ta dostajemy

b=qa+r=ta+ (b—ta),
gdzie 0 < b—ta <aorazqg=t2>0. O
Ciekawa i wazna ilustracja zasady maksimum pochodzi z Teorii Liczb W. Sierpinskiego.

Zadanie 22. Udowodnij, ze w kazdym skoniczonym ciggu kolejnych liczb naturalnych istnieje liczba, ktora
jest podzielna przez pewng takq potege liczby 2, przez ktorg nie jest podzielna Zadna inna liczba tego ciggu.

ROZWIAZANIE. Zal6zmy, ze rozwazane liczby sa postaci
nn+1,....,n+k,

dla pewnych dodatnich liczb catkowitych n, k. Niech 2* oznacza najwyzsza calkowita potege liczby 2,
ktora jest dzielnikiem co najmniej jednej z rozwazanych liczb, na przyktad liczby n + ¢, dla pewnego
0 < ¢ < k. Mamy wiec n+q = 2%(2t — 1), gdzie t jest liczba caltkowita. Gdyby istniala jeszcze inna liczba
n+r w rozwazanym zbiorze, réwniez podzielna przez 2%, woéwczas mieliby$my n+r = 2%(2s — 1), i gdyby
przyjaé, ze n + q < n + r, to mielibySmy takze 2t —1 < 2s — 1, skad 2t — 1 < 2t < 2s — 1, a wiec

n4q <29 <n+r

Liczba 2°t1t nalezataby wiec réwniez do rozwazanego ciagu i bylaby podzielna przez 24!, wbrew okre-
Sleniu liczby a. W rozwazanym ciagu istnieje wiec tylko jedna liczba podzielna prze 2. |

Oto inne zadanie, tym razem w formie nieréwnoéci. Nie przeprowadzimy rozumowania nie wprost, ale
bezposrednie zastosowanie zasady maksimum bedzie nieoczywiste.

Zadanie 23. Dane sq liczby rzeczywiste x1, ..., %y, przy czym suma tloczynow wszystkich moZliwych par
dwéch réznych elementow tego zbioru jest rowna 1. WykaZz, Ze mozna z tego zbioru wykresli¢ jedng liczbe
tak, by suma pozostalych byla mniejsza niz /2.

RozwiAZANIE. Niech x; bedzie najwiekszg z liczb x4, ..., xn. Wowczas
n
(@2 + ...z’ =) ai+ Y 2w
i=2 2<i<j<n

Ponadto z zalozenia o wyborze x; zachodza nieréwnosci:
3 <2 3<2 2 <2
x5 Tr1T2, X3 <2T1T3, ..., T, < 2T1Tp.
Dodajac te nieréwnosci do wcze$niejszej réwnosci otrzymujemy:
n
(Tg+...+x,)° < g 2z + g 2w, = g 2z,1,.
i=2 2<i<j<n 1<i<j<n

7 zalozenia ostatnia suma réwna jest 2, wiec rzeczywiscie zo + ... 4+ z, < V2. |



1.6 Zasada minimum dla niepustych podzbioréow N

Na trzecim wyktadzie oméwimy zasade minimum dla niekoniecznie skonczonych podzbioréw liczb natu-
ralnych. Jest ona bowiem réwnowazna metodzie indukcji.

Twierdzenie 1.2: Zasada minimum (N jest zbiorem dobrze uporzadkowanym)

W kazdym niepustym zbiorze liczb naturalnych istnieje liczba najmniejsza, czyli mniejsza lub réwna
od kazdej liczby nalezacej do tego zbioru.

W tym miejscu zilustrujemy te metode opisujac technike nieskoniczonego zstepowania, pochodzaca
od Fermata. Pierwotnie wiazala si¢ ona z dowodem twierdzenia moéwigcego, ze pole trojkata prosto-
katnego, ktorego boki maja dhugosci wymierne, nie moze by¢ kwadratem liczby catkowitej. Metoda ta
pozwalala rozwiaza¢ wazne problemy teorii kwadratéw, a takze umozliwiala (czego by¢ moze autor byl
swiadom) dow6d Wielkiego Twierdzenia Fermata dla n = 4. Pokazmy prosta jej ilustracje, poprzez stynny
argument o niewymiernoéci v/2.

Zadanie 24. Réwnanie ¢> = 2r? nie ma rozwigzania w liczbach catkowitych innego niz (0,0).

ROZWIAZANIE. Zalézmy nie wprost, ze zbiér X rozwiazan (¢,r) rozwazanego réwnania jest niepusty
i rozwazmy zbior liczb
{lal +Irl. (g, r) € X}

Zbiér ten, po wyrzuceniu z niego zera, jest niepustym podzbiorem dodatnich liczb naturalnych i zawiera
element najmniejszy, pochodzacy od pewnej pary (g, r). Zauwazmy jednak, ze skoro ¢ = 2r2, to ¢* jest
liczba parzysta, skad takze q jest liczba parzysta. Mozemy wiec zapisaé ¢ = 2q’, otrzymujac réwnanie
4q¢'"? = 2r?, czyli

2q/2 — 7,2.

Stad r jest liczbg parzysta, czyli r = 2r’, co po wstawieniu do rozwazanego réwnania daje nam
q/2 —_ 274/2.

A zatem para (¢’,r’) jest rozwiazaniem wyjsciowego réwnania. Skoro (g,7) # (0,0), to takze (¢',r") #
(0,0), a wiec 0 < |¢'| + || < |q| + |r|, co przeczy wyborowi pary (g,r) jako minimalnej (co do sumy
warto$ci bezwzglednych) spelniajacej rozwazane réwnanie. |

Metoda ta, w ktorej jak widzimy mozna produkowaé ,nieskoficzenie wiele coraz mniejszych rozwiazan”,
jak stusznie pisal w 1670 roku Fermat, wielce si¢ miala przystuzy¢ teorii liczb.

Skoro juz mowa o wnioskowaniu niewymiernoéci liczby /2, pokazmy jeszcze inny, bardziej elementarny
dowdd pochodzacy od Estermannaﬁ On réwniez wymaga zasady minimum dla dowolnych podzbioréw
niepustych zbioru liczb naturalnych.

Zalézmy, ze /2 jest liczba wymierna. Stad nastepujacy podzbiér zbioru liczb naturalnych jest niepusty:
{keN:kV2eN}.

Wezmy, zgodnie z zasada minimum, najmniejszy element tego zbioru réwny n. Wéwczas liczba (v/2 —1)n
jest naturalna i mniejsza od n. Pomnézmy ja przez v/2 uzyskujac

(V2 —1)nv2 = 2n — nv/2.
Po raz kolejny otrzymaliSmy réznice liczb naturalnych. WskazaliSmy jednoczesnie liczbe naturalna, czyli
(V2 — 1)n — mniejsza od n, ktéra przemnozona przez v/2 daje liczbe calkowita, co oznacza sprzecznosé.

* * *

Powyzszy przeglad zadna miare nie wyczerpuje bogactwa metod stosowanych w rozwiazywaniu proble-
moéw. Omowione techniki bedziemy jednak wielokrotnie ogladali takze w kontekécie trudniejszych wyni-
kéw. To ich opanowanie lezy w sercu kompetencji i umiejetnosci prowadzenia rozumowan, ktore probujemy
wraz z usystematyzowaniem szkolnych zagadnien algebraicznych, posiasc.

37rédlo: https://deltami.edu.pl/media/articles/1976/10/delta-1976-10-doniesienie.pdf
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Zadania — zasada minimum i1 maksimum

Zadanie 1. Pietnascie kartek papieru o réznych rozmiarach i ksztattach kezy na ekranie i catkowicie go
zastania. Kartki mogg na siebie nachodzic¢ © wystawaé za krawed? ekranu. Wykaz, Zze mozna usungc pewne
5 z tych kartek tak, by pozostale 10 zastanialo co nagmniej 2/3 powierzchni ekranu.

Zadanie 2. Krélewna Sniezka rozdzielila 8 litry mleka pomiedzy siedem kubkéw nalezgcych do siedmiu
krasnoludkéw. Nastepnie pierwszy z krasnoludkow rozdzielil zawartosé swojego kubka po réwno pomiedzy
pozostale krasnoludki (sobie nic nie zostawil). Nastepnie drugi krasnoludek rozdzielil zawarto$é swojego
kubka po rowno pomiedzy pozostale krasnoludki, a za nim robily to kolejne krasnoludki. Gdy ostatni, siod-
my krasnoludek rozdzielil zawartosé swojego kubka pomiedzy pozostalych okazalo sie, Ze w kubku kazdego
z krasnoludkéw jest dokladnie tyle samo mleka, co na poczatku — gdy otrzymal je od Krélewny Sniezki.
W jaki sposob Krolewna rozdzielitla mleko miedzy krasnoludki?

Zadanie 3. Wykaz, Ze nie istniejq dodatnie liczby calkowite x, y, z, dla ktérych 2x% + 5y = 2.

Zadanie 4. Na plaszczyinie dane jest n > 3 punktow, nie wszystkie wspotliniowe. Wykaz, Ze istnieje
kolo o brzegu przechodzgcym przez trzy z tych punktow, ktorego wnetrze nie zawiera Zadnego z nich.

Zadanie 5. ZnajdZ wszystkie dodatnie rozwigzania ukladu rownan:
_ .2 _ .2 _ .2 _ .2 _ .2
T+ T =23, To+T3=2xy, T3+Ty4=25, Tg+T5=27, T35+ T =25

Zadanie 6. Wykaz, Ze nie istnieje partkietaZ plaszczyzny za pomocg nieskonczenie wielu kwadratow 1 x 1
1 skonczenie wielu trojkgtow réwnobocznych o boku 1.

Zadanie 7. (x) Wykaz, zZe w dowolnym czworoscianie istniejg trzy krawedzie schodzqce sie w jednym
wierzcholku, z ktérych mozna zbudowaé trojkagt.

Zadanie 8. (x) Dysponujemy skonczonym zbiorem (okrgglych) monet na plaszczyznie, wszystkie majg
rozne promienie. Wykaz, zZe pewna z tych monet jest styczna do co najwyzej pieciu innch monet.

Zadanie 9. (x) Wyznacz wszystkie skoriczone niepuste podzbiory S zbioru dodatnich liczb calkowitych,
takie zZe dla dowolnych i,j € S zachodzi warunek
14+
—— €S
NWD(i, )
Zadanie 10. (x) Udowodnij, ze kazdy wielokqgt wypukly o polu 1 mozna zmiesci¢ w prostokgcie o polu
nie wiekszym od 2.

Zadanie 11. (x) W kazdym z mn pdl szachownicy rozmiaru m X n wpisana jest liczba rzeczywista.
W kazdym kroku wolno nam zmienié znak wszystkich liczb znajdujgcych sie w danym wierszu lub kolumnie.
Wykaz, Ze poprzez serie krokow mozna zmienié wszystkie sumy wierszy i kolumn na nieujemne.

Zadanie 12. (%) Niech n > 1 bedzie liczbg calkowitq. Na plaszczyznie dane jest n punktéw niebieskich
oraz n punktow czerwonych, przy czym zadne trzy z tych 2n punktéow nie sq wspotliniowe. Wykaz, Ze
mozna dobraé polgczyé niebieskie © czerwone punkty w pary za pomocg odcinkow w taki sposob, by odcinki
te sie nie przecinaly.

Zadanie 13. (xx) Rozwigz w liczbach rzeczywistych uklad réwnan

a? =b3 + c3
b2 =3 + a3
2 =a®+ b
Zadanie 14. (xx) Dany jest cigg liczb calkowitych aq,aq,...,a2,—1 0 nastepujacej wlasnosci: po odrzu-

ceniu dowolnego wyrazu, pozostate mozna podzieli¢ na takie dwie grupy po n wyrazow, Ze suma wyrazow
w pierwszej grupie jest rowna sumie wyrazow w drugiej. Wykaz, ze a1 = as = ... = aop_1-

Zadanie 15. (%) Na kazdym z 256 pdl szachownicy 16 x 16 wpisano jedng z liczb 1,2, ...,256 (w kazdym
polu wpisano inng liczbe). Pokazad, Ze istniejg dwa sgsiadujgce ze sobg (wystarczy wspdlny wierzcholek)
pola szachownicy, ktore zawierajg liczby o rézZnicy réwnej co najmniej 17.



Rozdziat 2

Od konkretu do abstrakciji
Wyrazenia algebraiczne

2.1 Rachunek na literach

Wilasciwy rozwdj notacji algebraicznej stosowanej (znacznie pdzniej) w szkole umiejscawia sie w wieku
XVI, gdy Frangois Viete (1540-1603) wprowadzil systematyczny i konsekwentny RACHUNEK NA LITE-
RACH, oznaczajac nimi zwykle wielkos$ci niewiadome, choéby w réwnaniach. Kontekst byl oczywiscie
niezwykle szeroki, dotyczacy miedzy innymi teorii korzywych czy rodzacej si¢ geometrii analityczne;j.
W trakcie tego wykltadu zasygnalizujemy jednak kilka razy w jaki sposéb w historii i w nauczaniu algebry
obecne sg aspekty geomeryczne lezace u podstaw rozwoju algebry.

Laczac znakami dzialan oraz ewentualnie nawiasami litery i liczby (np. rzeczywiste), uzyskujemy tak
zwane WYRAZENIA ALGEBRAICZNE, np.

—3-z+y, a—-z+vV2-¢, (a+b)-(a—b), 2-((a:b)+2¢), (a—0):(c+V3).
W szkole wprowadzamy dwie wazne umowy: pomijamy kropke ,-” oznaczajaca mnozenie, jezeli jest ona
napisana przed litera lub przed nawiasem, np. piszemy ab zamiast a-b oraz a(b+ c) zamiast a- (b+c) oraz
symbol dzielenia ,:” uzywamy wymiennie z symbolem kreski utamkowej np. a : b zamiast § i na odwrot.

Wyrazenie algebraiczne zapisane w postaci ilorazu za pomoca kreski utamkowej nazywamy ULAMKIEM
ALGEBRAICZNYM. W pewnych sytuacjach kreska utamkowa odgrywaé¢ bedzie podwdjng role. Nie tylko
zastepowacé bedzie znak dzielenia, ale pozwalaé¢ bedzie jednoczednie na opuszczenie nawiasu, np.

r—y
a:(b+c)=—, rT—yY):z= .
bro)=pims  w-piz=
Uzywamy réwniez okreslenia ROWNOSC ALGEBRAICZNA lub WzZOR. W dalszym ciggu tego wyktadu omo-
wimy to zagadnienie bardziej detalicznie, przechodzac do jezyka wielomianéw. W tym miejscu po prostu

méwimy, ze wzorem sa dwa wyrazenia algebraiczne (lub utamki) polaczone znakiem réwnosci, np.

1 b
2c=y+2z, S=ab, V=-Ph, a= +c.
3 b—c

Zamiast stowa litera uzywamy czesto innych terminéw, z ktérych najwazniejszym jest: ZMIENNA. Ogra-
niczmy sie tutaj do stwierdzenia, ze je$li w wyrazeniu algebraicznym wstawimy zamiast liter okreslone
liczby 1 wykonamy wskazane w nim dzialania, otrzymamy liczbe, kt6ra si¢ nazywa WARTOSCIA LICZBOWA.
Liter uzywa si¢ w nauczaniu szkolnym algebry migdzy innymi w znaczeniach:

e nazwy ogodlnej, czyli tzw. stalej dowolnej,
e wielko$ci zmiennej,
e niewiadomej,

o stalej.



Oto przyktad prof. Turnaua: we wzorze na pole trdjkata,

p-®n
2

gdy traktujemy go jako sposéb obliczania pola tréjkata, P, a oraz w sa nazwami ogdlnymi pola, dtugosci
boku i dlugoséci wysokosci tego trojkata. Jesli jednak ze wzoru odczytujemy, ze pole trojkata o stalej
podstawie jest proporcjonalne do jego wyokosci, to P oraz w staja sie wielkoSciami zmiennymi, za$ a
pozostaje nazwa ogdlng dtugosci podstawy. W kontekscie natomiast zadania: Oblicz wysoko$¢ trijkgta
o polu 20 7 podstawie a = 8, lub nawet Oblicz wysoko$¢ trojkgta o polu P i podstawie a — to h bedzie
niewiadoma, a P i a — stalymi lub w drugim przypadku — staltymi dowolnymi. Rozréznienie nazwy ogoél-
nej od niewiadomej jest dos¢ delikatne — litery uzywamy jako nazwy ogodlnej wtedy, gdy tej litery nie
chcemy zapisaé liczbami, natomiast uzywamy jej jako niewiadomej, gdy jej nie mozZemy zapisaé liczbami
(choé tego cheemy i do tego dazymy). My specjalnie nie bedziemy sie tym zajmowaé — to rola metodykéw.

Do pojecia zmiennej wrécimy w wydaniu blizszym rachunkowi zdan, ale na poziomie intuicji chodzi
o ,cilagla zmiang” — uplyw czasu, przesuwanie si¢ punktu, wzrost lub zmniejszanie sie jakiejs wielnosci.
W pewnym sensie wiec zmienna zwiazana jest z charakterem funkcyjnym rozwazanych obiektow. I choé
w teorii réownan na studiach méwimy o réwnaniu o zmiennych, to kontekst jest mimo wszystko funkcyjny
— o czym na kolejnym wykladzie. Tu zwracamy jedynie uwage na to, ze nawet przy interpretacji jednego
wzoru czy podczas rozwigzywania zadania znaczenie zapisu literowego moze sie zmieniac.

Obowiazuja nas réwniez pewne umowy notacyjne. Jesli w wyrazeniu algebraicznym wystepuje potega, to
obliczajac warto$é liczbowa tego wyrazenia wykonujemy potegowanie (i pierwiastkowanie) przed innymi
dziataniami, o ile nawiasy nie zmieniajg tego porzadku. Umowa jest przy tym taka: mnozenie i dzielenie
sg rownowazne i wykonujemy je przed dodawaniem i odejmowaniem, w kolejnosci od lewej do prawej.

Wszystko to wydaje sie oczywiste, dopdki nie zajrzymy do internetu i nie przytlocza nas kuriozalne
wzagadki” nakazujace wykonywanie pewnych dzialan. Oto przyktady, w ktérych wykonaé nalezy dziatania:

1
8:2(242), 6:2(1+2), 9—3:5-1-1.

Czytelnik zechce uwierzy¢, ze wszedzie gdzie pojawia sie tego typu zagadka, pojawiaja sie ogromne kon-
trowersje. Bardzo ciekawa serie nagran na ten temat przygotowal tworca kanalu MindYourDecisionsﬂ
Oczywiscie w praktyce unikamy stosowania dwuznacznej, chocby pozornie, notacji. Nie sg to wiec pro-
blemy matematyczne, ale przestroga — najprostsza sprawe mozna utrudni¢ niewygodna konwencja.

Z psychologicznego punktu widzenia proces uczenia sie i rozumienia algebry zawieszony jest miedzy dwie-
ma rzeczywistoSciami: intuicji i zasad. Jest to zreszta problem uniwersalny. W oczach ucznia algebra to
przeksztalcanie napiséw zbudowanych z liczb, liter, znakow dziatan, nawiaséw i znakéw rownosci oraz
nier6wnosci, zgodnie z pewnymi regulami. Jedne sa formutowane zupelnie otwartcie (np. wzory skréco-
nego mnozenia, a innych uczen musi w jakim$ sensie sam sie domysle¢ (np. rézne zasady operowania
nawiasami). Przeksztalcanie wyrazen to w gruncie rzeczy ich przepisywanie z uwzglednieniem dokonywa-
nych zmian. Przeksztalcenia zmierzaja do pewnego celu. Niekiedy mozna go tatwo odczytaé, np. rozwiaz
réwnanie, a innym razem mozna go zrozumie¢ tylko na podstawie wzorcowych przyktadéw: doprowadz
do prostszej postaci. Co ciekawe, opér w stosowaniu zasad, ktére nie maja dla ucznia gltebszego podtoza
prowadzi do wielu kurozalnych btedéw — niestety wina za nie spada najczesciej na uczniow, poglebiajac
nieche¢ do matematyki. Czasem rozumne tamanie regulek przynosi rozwdj.

7 pewnoscia proza nauczycielskiego zycia jest raczej niekonczaca sie krucjata z niepoprawnymi ,wzorami”
na kwadrat sumy lub pierwiastek z sumy kwadratéw, rodzaju:

(a+b)?=a*>+0* (a—0b> =a*>-b, Va2+b2=a+b a2—-b2=a—0b.

Zaskakujaco czesto uczen po prostu w wirze ,walki” z rachunkami takie bledy popelnia. Tym bardziej
zadawacé sobie moze pytania — po co ta cala algebra i manipulowanie wzorami? Nie jest naszym celem
apologia matematyki, jakze czesto zamieniana w koncu w przymus (choéby karania surowo ucznia za
powyzsze kardynalne bledy). Pigkno i to, co prawdziwe, obroni sie samo. Matematyki nie trzeba ratowac.

Thttps://mindyourdecisions.com/blog/2016/08/31/what-is-6%c3%b7212-the-correct-answer-explained/
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2.2 Ukladanie wzorow

Przyjrzyjmy sie kilku zagadnieniom dotyczacym zapisywania wzoréw. Zgodnie z tradycja nauczania al-
gebry, w szkole nalezy poswiecié¢ wiele czasu zadaniom (zwanym tekstowymi), ktére prowadza ucznidéw
przez bliskie rzeczywistodci sytuacje do rozumowania formalnego, w ktérym to samo rozumowanie moze
stuzy¢ rozwiazaniu wielu réznych zagadnien praktycznych. Zgodnie ze stowami prof. Guzickiego w roz-
dziale Zadania tekstowe z podrecznika Rozszerzony program..., algebra polega na wprowadzaniu symboli,
ktore pozwalaja nam oderwaé sie od rzeczywistoéci. Ulozenie wyrazenia algebraicznego czy réwnania
jest tworzeniem modelu matematycznego rzeczywistosci. Rozumowanie algebraiczne jest rozumowaniem
wewnetrznym w matematyce i dopiero ostateczny wynik ma by¢ zinterpretowany w rzeczywistosci, ktora
modelowalismy. Bylo to zreszta jedno z dwéch wielkich zatozen programu Kleina dla nauczania szkolneg(ﬂ

Co to znaczy — uktadaé¢ wzory lub ukladaé rownania? WyjdZzmy od przyktadu zadania tekstowego odno-
szacego sie do ,rzeczywistosci”, pochodzacego z podrecznika prof. Guzickiego.

Zadanie 25. Dwukrotnie bylem w cukierni. Za pierwszym razem za 4 buleczki i 5 ciastek zaplacilem
13,30 zt. Za drugim razem za 7 buleczek v 3 ciastka zaptacilem 13,50 zi. Ile kosztuje buleczka, a ile
ciastko?

Wycéwiczeni przez lata szkolne, od razu widzimy uktad réwnan i cale rozumowanie algebraiczne potrzebne
do jego rozwiazania. Pokazmy dwa rozumowania, wskazujace na to w jaki sposob czynnoséci wykonywa-
ne przez nas w ramach rachunku algebraicznego mozna zwerbalizowa¢ i nada¢ im sens. Jesli w procesie
edukacyjnym nie wystapi jakas forma uwewnetrznienia czy utozsamienia tych konkretnych sytuacji z od-
powiadajaca im abstrakcja, algebra staje si¢ udreka.

Zauwazmy, ze W pierwszym rozwigzaniu tego zadania nie wprowadzimy symboli algebraicznych. Jak sko-
mentuje prof. Guzicki: w ten sposéb uczniowie moga stopniowo uzyskaé¢ wieksza Swiadomosé tego, ze
symbole algebraiczne oznaczaja cos konkretnego; liczbe czegos, co istnieje naprawde.

Rozumowanie pierwsze nawiazuje do problematyki ukladéw rownan i nazywane jest przez prof. Guzickiego
metoda ,zréwnywania” zakupdéw. Jest to zapowiedz metody, ktéra nazwiemy pézniej metoda przeciwnych
wspoélczynnikéw. Oto ona: zwiekszamy pierwszy zakup trzykrotnie, a drugi pieciokrotnie, co prowadzi
oczywiscie do odpowiedniego zwigkszenia kosztu:

e za 12 buteczek i 15 ciastek zaptacimy 39,90 zi,
e za 35 buteczek i 15 ciastek zaptacimy 67,50 zt.

Stad wnioskujemy, ze za 23 buleczki zaplacimy 27,60 zi, czyli jedna buleczka kosztuje 1,20 zt.

Oto drugie rozwiazanie, zwiazane z zasada: do kazdego dzialania formulujemy odpowiednie pytanie.

e Pytanie 1. Ile zaptacitbym za pierwszym razem za 12 buleczek i 15 ciastek? Odp.: 3-13,30 = 39, 90.
e Pytanie 2. Ile zaplacitbym za drugim razem za 35 buleczek i 15 ciastek? Odp.: 5- 13,50 = 67, 50.
e Pytanie 3. O ile buleczek wiecej bym kupit? Odp.: 35 — 12 — 23.

e Pytanie 4. O ile wiecej bym zaptacit? Odp.: 67,50 — 39,90 = 27, 60.

e Pytanie 5. Ile kosztuje jedna buteczka? Odp.: 27,60 : 23 = 1, 20.

e Pytanie 6. Ile kosztuja 4 buteczki? Odp.: 4 - 1,20 = 4, 80.

e Pytanie 7. Ile kosztuje 5 ciastek? Odp.: 13,30 — 4,80 = 8, 50.

e Pytanie 8. Ile kosztuje jedno ciastko? Odp.: 8,50 : 5 = 1, 70.

Tak, jak wspomina prof. Guzicki, rozwiazywano zadania w polowie XX wieku. Wowczas, w siedmioletniej
szkole podstawowej, nie uczono algebry. Oznaczenia literowe, wyrazenia algebraiczne i rownania pojawialy
sie dopiero w klasie VIII, czyli pierwszej klasie liceum. A jednak powyzsza metoda uwyraznia, by¢ moze
az za bardzo, czym jest ukladanie wzoréw czy rownan, gdy zechcemy wykonaé¢ czynnoéci krok po kroku.
Przejécie do algebry i do tworzenia wzoréw mozna zilustrowa¢ ogdlniejszg wersja rozwazanego zadania.

2Patrz wypowiedZ prof. Wactawa Zawadowskiego: https://youtu.be/M81Fm771WTU.


https://youtu.be/M8lFm771WTU

Zadanie 26. Za a buleczek i b ciastek zaplacilem m 2i. Za c buleczek i d ciastek zaplacilem n zi.
lle kosztuje buleczka, a ile ciastko?

Rozwiazanie jest oczywiscie pouczajace i wymaga abstrakcyjnego myslenia. Ciekawe sg jednak komen-
tarze prof. Guzickiego przestrzegajacego przed zbyt szybkim oderwaniem sie juz na tym poziomie od
rzeczywistosci. Mowa jest o analizie danych, ktéra do pewnego stopnia zapowiada badanie dziedziny
funkcji. Przy rozwazaniu powyzszego zadania zakladamy, ze liczby a, b, ¢, d sa liczbami niezerowymi,
a nawet dodatnimi. Czy catkowitymi? Niekoniecznie, skoro mozemy kupié¢ pét butki lub ciastka. Mozemy
dokonaé zréwnania, powtarzajac pierwszy zakup d razy, a drugi b razy (jak to rozumieé, czy nie sg to
liczby catkowite?). Wéwczas

e za ad buleczek i bd ciastek zaptacimy dm zt,
e za bc buleczek i bd ciastek zaptacimy bn zl.

Za kazdym razem kupiliSmy zatem tyle samo ciastek, ale powstaje pytanie: co od czego odja¢? Gdyby
to byly konkretne liczby, odejmowalibySmy od wiekszej mniejsza. Widaé¢ by tez bylo, ze jedli kupilisémy
tyle samo ciastek, ale wigcej buteczek, to zaptacilibyémy wiecej. A tutaj? Czy jesli ad jest wicksze od
be, to dm jest wigksze od bn? A gdyby bylo na odwrét? Co by to znaczylo? A co oznacza sytuacja,
gdy ad = be? Co sie dzieje, gdy dane sa proporcjonalne? Czy wtedy uzyskamy rozwiazanie? Profesor
Guzicki stwierdza wazng kwestie: takie dyskusje sa niemozliwe w przypadku rozwiazania algebraicznego.
Tymeczasem znalezienie czasu na postawienie tych pytan, swego rodzaju zacheta do samodzielnych rozu-
mowan czy interpretacji, wypowiadania wnioskow, orientowania sie w sytuacji, ustalania jaki jest sens
rezultatu — jesli to sie¢ nie dokona na etapie przedalgebraicznym, pdzniej pojawia si¢ ktopoty. Niezaleznie
od powyzszych kwestii, w szczegdlnodci po zrozumieniu, ze nie ma znaczenia, co od czego odejmujemy,

otrzymujemy wz6r. Buteczka kosztuje:
dm — bn

ad —be
Zadanie to rozpatrywaé¢ mozna dalej w kontekscie nauki o réwnaniach, do czego wrécimy na kolejnym
wykladzie. Tu réwniez pojawi sie szereg komentarzy, blizszych samej algebrze.

Waznym przykladem zwiazanym z tematem tworzenia i rozumienia wzoréw jest rozwiazywanie zadan na
procenty. Obliczanie procentu jest w istocie mnozeniem. Stad mamy istotne wzory na rozwigzania trzech
podstawowych typéw zadan na procenty (na razie pomijamy ich réwnowaznosé — o tym dalej). Obliczenie
p procent liczby y wymaga uzycia wzoru

O

100 7
Obliczenie ile procent liczby y stanowi liczba x wymaga uzycia wzoru p = %
Obliczenie liczby, ktérej p procent jest réwne x wymaga uzycia wzoru y = %

Kluczowe znaczenie wyznaczania procentu jako mnozenia widoczne jest takze przy zagadnieniu zmiany
procentowej. Zwigkszenie lub zmniejszenie o p procent liczby x prowadzi do liczby

D 100 £p
- 1i—)- - *P
y ( 100/ “7 100 °

Od powyzszych obserwacji niedaleko jest juz do zagadnien kredytowych i nieco trudniejszej matematyki,
ale podkredlmy jak duza trudnoéé¢ stanowia dla uczniéw obliczenia procentowe. Przekonanie, ze powyzsze
wzory trzeba umieé na pamieé i zwigzane z nim kuriozalne pomylki pokazuja jak bardzo sfetyszyzowa-
no wzory i formutly algebraiczne, nie tylko w algebrzeﬂ Choc¢by stwierdzenie czy obnizenie ceny towaru
o pewien procent, a potem podniesienie otrzymanej ceny o ten sam procent (lub odwrotnie) prowadzi do
powszechnego przekonania, ze wrociliSmy do wyjsciowej ceny. Jeszcze wigcej trudnosci sprawia wielokrot-
na zmiana procentowa. Czy dorosty obywatel naszego kraju potrafi odpowiedzie¢ ktéra zmiana ceny jest
mniejsza: podwyzka o 45% czy dwie kolejne obnizki 0 25% i 0 20%?

Sprawdzmy nasze umiejetnosci na zadaniu pochodzgcym z American Invitational Mathematics Exami-
nation (drugi etap olimpiady amerykanskiej) z 2008 roku. Zachecam do docenienia drugiego z rozwiazan.

3Czy pole tréjkata moze byé réwne 0, 5bc, gdzie b jest dtugoscia boku, a ¢ — odpowiednia wysokoscia? Czy koniecznie
%ah, bo inaczej popelnimy przestepstwo? A czy we wzorze ilustrujacym twierdzenie Pitagorasa ¢ moze by¢ czym$ innym niz
przeciwprostokatna? Jesli nie, to nie dokonujemy (potrzebnej) algebraizacji, ale umagicznienia symboliki matematycznej,
zaklinajac poszczegdlne obiekty w odpowiadajace im raz na zawsze literki, zapisane koniecznie w ustalonej kolejnosci.



Zadanie 27. Na pewnej szkolnej imprezie 60% o0s6b to dziewczeta, a 40% 0s6b to osoby lubigce tariczyd.
Do imprezy dolgcza 20 chiopcdw lubigeych tarviczyé i w ten sposdb na imprezie jest 58% dziewczqt.
Ile 0s6b znajdujgcych sie na tej imprezie po dolgezeniu na nig chlopcéw lubi tariczyc?

R0OzwiAZANIE. Rozumowanie czysto algebraiczne jest bardzo proste. Niech 3x oznacza liczbe dziewczat, a
2z — liczbe chlopcéw na poczatku imprezy. Wszystkich uczestnikow jest zatem 5x. Po dotaczeniu chtopcow
liczba dziewczat moze byé wyrazona proporcja:

80 _ 58
52 +20 100"

Stad z = 116. Na imprezie bylo zatem na poczatku 580 oséb. Po dotaczeniu chlopcéw tanczy¢ lubi:
40

— - 580 + 20 = 252.

100
Inna droga — nieco mniej algebraiczna. Na poczatku imprezy liczba os6b rowna jest % razy liczba dziew-
czat. Po dolaczeniu 20 oséb laczna liczba uczestnikéw to % razy liczba dziewczat. Skoro jednak liczba

dziewczat nie ulegla zmianie, to jakim ulamkiem liczby dziewczyn jest liczba 207 Jest to oczywiscie:

50 5 5
29 3 87
A zatem na imprezie jest 20 - %7 = 348 dziewczat. |

Warto przywotaé¢ réwniez ulubione zadanie prof. Kordosa, w ktérym algebraizacja i obliczenia procentowe
prowadza do zdecydowanie niepotrzebnej komplikacji. Dlaczego? Jak je rozwiaza¢ bez rachunkéw?

Zadanie 28. Dwa jednakowe puchary zostaly wypelnione: lewy wodg, prawy winem. Zaczerpnieto malym
kieliszkiem wina z prawego pucharu ¢ wlano je do lewego. Po chwili zaczerpnieto tymze kieliszkiem plynu
z lewego pucharu i wlano do prawego. Czy w lewym pucharze jest wiecej wina, niz w prawym wody, czy
tez odwrotnie (a moze tyle samo)?

2.3 Potegi, jednomiany i wielomiany

PrzejdZzmy do wyrazen algebraicznych i zarysu ich systematycznego wyktadu, zaréwno w ujeciu progra-
mu szkolnego, jak i formalizmu algebraicznego (w skrécie). Podstawowe sa tu pojecia potegi i jednomianu.

Zamiast a - a piszemy a? i méwimy ,.a do kwadratu”. Podobnie zamiast a - a - a piszemy ,,a do szeécianu”,
za$ ogblniej wyrazenie algebraiczne bedace iloczynem n identycznych wyrazen w czytamy w postaci ,w do
potegi n-tej, stosujac oznaczenie:
wWow we .. ow=w".
n czynnikéw

Liczbe w nazywamy podstawa potegowania, a liczbe n — wyktadnikiem. Wynik to n-ta potega w.

Podstawowymi wzorami sa zasady dzialan na potegach. Fakty te wynikaja wprost z definicji, o ile oczy-
wiscie zalozymy przemienno$¢ mnozenia. Y.acznosé potegowania zalozyliémy juz w definicji.

Obserwacja 2.1: Dzialania na potegach

Dla dowolnych liczb a, b oraz dowolnych liczb naturalnych m i n zachodza wzory na:

e iloczyn poteg o tych samych podstawach: a™ - @™ = a™+™,

e iloraz poteg o tych samych podstawach: dla a # 0 oraz m > n mamy: a™ : a" = a™ ",

potege iloczynu (a - b)™ = a™ - b",

potege ilorazu: dla b # 0 mamy (%)” =

e potege potegi: (a™)" = a™™.



7Z okresleniem potegi wiaze sie pojecie jednomianu. Podajmy najpierw definicje pochodzaca z podrecznika
szkolnego Banacha Algebra: dla 2 klasy gimnazjalnej (1934). Prowadzi ona oczywiscie do intuicyjnej
definicji wielomianu.

Definicja 2.1: Jednomian i wielomian — definicja z podrecznika Banacha (1934)

JEDNOMIANEM nazywamy iloczyn ilukolwiek liczb, opatrzony znakiem, lub nie. Na przyktad:
3x, —2a, 4ab, —(—-3a)(=5)z, (—3)aba.

WIELOMIANEM nazywamy sume jednomianéw lub liczb danych.

Cytujmy dalej Banacha. Jezeli w jednomianie niektére czynniki sg liczbami danymi, obliczajac ich iloczyn,
przedstawimy jednomian w postaci prostszej, np.

(=3)z(—2)z =6xz lub —(—2)a(+4)b = —(—8)ab = 8ab.
Jedli w jednomianie niektére czynniki literowe sg réwne, to moze zastapic¢ je przez potege, np.
3zaxz = 3ax®; —2aabbb = —2a2b°.

Jezeli jednomian przedstawimy tak, ze tylko jeden czynnik jest liczba dana, to liczbe te wraz ze znakiem
jednomianu nazywamy wspo6lczynnikiem liczbowym lub krétko WSPOLCZYNNIKIEM. Dwa jednomiany,
w ktorych czynniki literowe sa te same i w tych samych potegach, nazywamy jednomianami PODOBNYMI.
Przyktad:

—3a*bc®  oraz  5abc?

STOPNIEM jednomianu ze wzgledu na pewng litera nazywamy wykladnik, w ktérym dana litera wyste-
puje. Jezeli w jednomianie dana litera nie wystepuje, to mowimy, ze jednomian jest stopnia zerowego ze
wzgledu na dang litere.

Stopniem wielomianu jest najwiekszy ze stopni jego jednomianéw sktadowych, czyli jego WYRAZOW (daw-
niej okredlenie to traktowano zamiennie z pojeciem skladnika sumy algebraicznej). Jesli wyrazy wielo-
mianu sg jednomianami podobnymi, jak np. 3x%y — 522y + 722y — 22y, to mozemy sume taka przedstawié
proéciej w postaci 42:2y. Postepowanie powyzsze nazywa sie REDUKCJA jednomianéw podobnych.

W podreczniku Banacha pojecia te wprowadzane sa oczywiscie stopniowo, na przestrzeni kilkudziesieciu
stron, przeplatane wieloma rutynowymi rachunkami, ilustrujacymi kolejno wzory zwiazane z potgegowa-
niem, cztery operacje algebraiczne na jednomianach, dalej redukcje i operacje algebraiczne na wielomia-
nach, az do rozwazania ,wielomianéw o wspolczynnikach literowych”, czyli w naszym jezyku — z para-
metrem. Pdzniej nadchodzi czas na ,wzory specjalne”, czyli podstawowe wzory skroconego mnozenia.

Oto przyklady podstawowych dzialan na wielomianach, czy raczej — wyrazeniach algebraicznych, zaczerp-
niete z podrecznika prof. Guzickiego.

e Dokonaj redukcji wyrazéw podobnych: 323 — 522 + 2z + 423 — 5 + 22 — 42? + 52° — Tz — 14 + 3x.
Wykonaj dziatania: 22:(3a — 4b) — a(2x — y) + 3b(2y — z) — 2y(—a + 4b).

Wykonaj mnozenie wyrazei algebraicznych: ((x — 1)(222 — 3z — 5).

Wytacz wspélny czynnik przed nawias: 2z(x — 3) + 3z(3 — ).
e Rozldz nastepujace wyrazenie algebraiczne na czynniki: ab — cd — ad + be.
e Rozl6z nastepujace wyrazenie na czynniki: 2a% — a + 2ab — b — 2ac + ¢
e Roztéz nastepujace wyrazenie na czynniki: a? + ab — ac — 6b + 2bc.
A oto przyktadowe zadanie z OMJ, ktore sprawito uczestnikom niespodziewanie wiele probleméw.

Zadanie 29. Liczby calkowite a,b oraz c sq takie, Ze iloczyny a(b+ c) oraz b(a+ c) s¢ dwiema kolejnymi
liczbami catkowitymi. Wykaz, Ze co najmniej jeden z tych iloczynow jest kwadratem liczby calkowite;.

ROZWIAZANIE. Jesli 1 = a(b+c¢) — b(a+c¢) = ac — bc = c¢(a —b), to a — b = c = %1, czyli a(b+ ¢) = a>.
Analogicznie rozumujemy w przypadku, gdy 1 = b(a + ¢) — a(b+ ¢). [ |



2.4 Wzory skr6conego mnozenia — zroédta geometryczne

Przejdzmy teraz do wzoréw skréconego mmnozenia, istotnych zwlaszcza w kontekécie fundamentalnej
z punktu widzenia szkolnego i konkursowej umiejetnosci rozkladania wielomianéw na czynniki.

Obserwacja 2.2: Podstawowe wzory skréconego mnozenia

Zachodza nastepujace tozsamodci:
e (a+b)?=a?%+2ab+?
o (a—b)?=a%—2ab+1?
e a? —b?> = (a—b)(a+b),
o (a+0b)=a®+3a%b+ 3ab? + b3,
o (a—0b)?=a®—3a%b+ 3ab? — b3,
o a®—b® = (a—b)(a®+ab+1b?),
o a®+ b= (a+0b)(a®— ab+b?),
e a" —b"=(a—0b)(a" L +a" 20+ a" 36 + ... +a®b" 3 +ab" "2 4+ oY),

° a2n+1 + b2n+1 — (a + b)(a2n _ a2n—1b+ a2n—2b2 -+ a2b2n—2 _ ab2n—1 + an).

Wzory skréconego mnozenia pojawily sie w matematyce dlugo zanim byla w niej algebra. Matematyka
Babiloficzykéw miata dwa zrodia. Pierwszym bylo prowadzenie ksigg rachunkowych, drugim — proble-
my geometryczne zwigzane gtéwnie z zagadnieniami podziatu terenu. Wiele starych tabliczek glinianych
pochodzacych z okresu 2000-1700 p.n.e. zawieraja rozlegte listy tego, co dzi§ nazwaliby$my réwnania-
mi kwadratowymi, ktérych celem bylo znalezienie takich wielkosci jak dlugoéé czy szerokosé prostokata.
Przyktad takiego problemu pochodzﬂ z tzw. tabliczki YBC 4663.

Dane sa: suma dhugosci i szerokosci prostokata: 6% oraz pole prostokata: 7%. Wyznaczyé¢ dlugosé i szero-
kos¢ tego prostokata. Skryba opisuje detalicznie kroki w celu uzyskania rozwigzania. Oto one.

1. Przepolowié 6% otrzymujac 3%.

2. Podnie$é¢ uzyskana liczbe do kwadratu uzyskujac 10%.

3. Od uzyskanego pola odjaé¢ dane pole prostokata 7%, uzyskujac 3%.

4. 7 uzyskanej liczby wyciagna¢ pierwiastek: 1%.

5. Stwierdzié¢, ze dlugosé prostokata wynosi 3% + 1% =5, podczas gdy szerokosé to 3& — 1% = 1%.

Nie bez powodu opisujemy rozwigzanie jezykiem ksiazki kucharskiej, poniewaz tak w istocie uczono sie
matematyki w starozytnej Mezopotamii — przez akumulacje rozwigzanych zadan, a nie przez abstrahowa-
nie i wycigganie ogélnych zaleznosci. O co chodzi w tym rozwigzaniu? Skryba mial pewnie przed oczami
nastepujacy obrazek, przy zalozeniu, ze szukane wielkoéci to x,y, a znane sa x + y = b oraz xy = c.

b/2

47Zrédto: Victor J. Katz, Stages in the history of algebra with implications for teaching.



Czy Czytelnik widzi, ze kluczem tej metody jest poréwnanie pél kwadratu o boku b/2 i wyjsciowego
prostokata, przez znalezienie w nich (odpowiednich miejscach) wspdlnego szarego prostokata tak, ze
réznica pol jest réwniez pole kwadratu, i to liczby (x — y)/2? Obrazek powyzszy ilustruje wiec wzory:

e b Y b (Y
2 2 A 2 :

Wzory te nie byly oczywiscie znane Babiloniczykom, jak réwniez zadna ogdlna metoda rozwiazywania
takich zadan. Znana byla niebanalna procedura postepowania przy konkretnych danych liczbowych.

Zupelnie inaczej wygladata sytuacja w starozytnej Grecji, w ktorej manipulacje algebraiczne wcigz wy-
konywane byly w oparciu o obiekty geometryczne, w oparciu jednak o wyraznie sformulowane aksjomaty.
Oto przyktad z Elementow Euklidesa — Twierdzenie 1I-5, znane nam jako wzér na kwadrat sumy.

Jedli podzielimy na dwie réwne czesci, a takze na dwie nieréwne czedci, to prostokat za-
warty w nieréwnych czesciach wraz z kwadratem linii laczacej punkty przeciecia jest réwny
kwadratowi polowy tej prostej.

Jedli pomyélimy o ,nieréwnych segmentach” jako o = oraz y, a o dtugosci poczatkowego odcinka jako b,
woéwcezas twierdzenie zdaje sie twierdzié, ze:

2 2
r—y T+y
o (51) = (57)

i w ten sposob rozwiaza¢ mozna uklad réwnan x + y = b oraz xy = c. Dokladniej, jesli PODSTAWIMY c¢
zamiast xy orz b zamiast x + y, orzymamy

2 2 2 2
Ty (0 it N A _rty w-y b LA
( 7 ) —<2> ¢ &= —— = (2) ¢ skad 2z = 5 + B —2-1- (2 c.

Stulecia pézniej, arabscy matematycy cytowaé beda powyzszy wynik uzasadniajac wlasne algorytmiczne
rozwigzanie réwnan kwadratowych. Sam Euklides ogélnych rozwiazan réwnan nie formutuje. Dowdd jest
czysto geometryczny. Idea zamiany zmiennych pochodzaca z przesuwania pol pojawi sie pdzniej.

Zachecam do zajrzenia do podrecznika prof. Guzickiego w celu obejrzenia piecknych i mniej znanych grafik
ilustrujacych wzory na a? — b? czy tez (a + b)® lub a® — b®. Wizualizacji tego typu jest zreszta znacznie
wiecej, niektére sa idcie genialne. pokazuja one raz jeszcze znaczenie ,fazy geometrycznej” poznawania
algebry. Oto pie¢ przykladéw z pieknej ksiazki Nielsena Proofs without words (tomy I i II), do ktérej
wracaé¢ bedziemy wielokrotnie w trakcie naszych wyktadow.

Geneza dla prostych wzoréw zwiazanych z potegowaniem i pierwiastkowaniem jest oczywiscie geometria
i podstawowe wzory, cho¢by pole kwadratu, objetosé szescianu (lub jego podwojenia) oraz dlugosé prze-
katnej kwadratu. W tym sensie nalezy stwierdzié¢, ze historycznie rzecz biorac najwazniejszym wzorem
matematycznym, kluczowym dla jej rozwoju przez stulecia (patrz Dodatek A), jest formula Pitagorasa

a® +b? =2
Z jednej strony twierdzenie Pitagorasa moéwi, ze suma kwadratéw dlugosci przyprostokatnych tréjka-
ta prostokatnego réwna jest kwadratowi dlugosci przeciwprostokatnej. Twierdzenie odwrotne méwi, ze
pewne trojki liczb sa dlugosciami bokéw w trojkacie prostokatnym. W praktyce zatem do konstrukcji
kata prostego wystarczy sznur z zawiazanymi na nim dwunastoma réwnoodleglymi wezlami (dlacze-

go?). Zachecam Czytelnika do zinterpretowania ponizszego rysunku jako dowodu twierdzenia Pitagorasa.
Na jednym z kolejnych wykladéw powiemy o ogélnym rozwiazaniu zagadnienia tréjek pitagorejskich.




A oto inne rozumowanie graficzne, pochodzace od Bhaskary (12 wiek):

Jaka tozsamo$¢ ilustruje ponizszy rysunek?

a b

Nietrudno widzieé, ze jest to (a — b)%. Powyzszy rysunek ilustruje w istocie réwnosé:
(a4 b)? — (a — b)? = 4ab.

Czy Czytelnik widzi jak piekna i prosta jest teraz w dowodzie nieréwnosé ‘IT'H’ > Vab, zachodzaca dla
dowolnych liczb dodatnich a, b? Czyz nie jest jasne, kiedy zachodzi rownosé?

Oto inne zastosowanie konfiguracji wyzej. W kazdym trojkacie prostokatnym o przyprostokatnych diu-
gosci a, b 1 przeciwprostokatnej dlugosci ¢ zachodzi nieréwnoéé

a+b<cx/§:
a a
b b c
G
e
¢
a a
b b

Jeszcze inne zastosowanie: dwusieczna kata prostego w tréjkacie prostokatnym potowi kwadrat zbudowany
na jego przeciwprostokatne;j.



Oto tozsamo$é, ktorej by¢ moze wielu z Panstwa nie widzialo nigdy na oczy (w tej formie):

@y’ =27+ 2y +y° - 2xy = (2 +y)° — (V229)® = (x + 22y + y) (@ — 2y + ).

1
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b = - - - -

Jej uzasadnienie graficzne jest przekonujace. Znaczenie tego faktu staje si¢ glebsze, gdy przyjmujac x = u?

oraz y = 2v?, uzyskamy znang tozsamo$é Sophie Germain u?* + 4v* = (u? + 2uv + 2v?)(u? — 2uv + 20?).

Interpretacja geometryczna wzoréw skroconego mnozenia lezy u podstaw fundamentalnego przejscia
z geometrii do algebry, jakie dokonalo sie dzieki matematyce arabskiej. W istocie bowiem nawet ogol-
na metoda rozwiazywania réwnan kwadratowych, opracowana przez al-Khwarizmiego, prezentowana jest
w spos6b geometryczny (nawet jesli geometria jest juz jedynie ilustracja algebry). Aby rozwiazaé¢ réwnanie

22 4+ 10z = 39

metodg arabska, przedstawiamy 22 jako pole kwadratu o boku x, a 10z jako sume pél dwéch prostokatéw
rozmiaru 5 X z. Dodatkowy kwadrat o polu 25 ,,uzupelnia” cala konfiguracje do kwadratu o boku réwnym
x + 5 o polu 25 + 39, poniewaz 39 jest wartoscia wyrazenia z2 4+ 10x. Stad pole duzego kwadratu réwne
jest 64, czyli dtugosé boku o dlugosci x + 5 réwna jest 8. Otrzymujemy zatem rozwiazanie x = 3.

A
b

2
N
n
-
'




Oczywiscie matematyka arabska (ani grecka) nie uznawala liczb ujemnych, wiec nie widziala tez do-
datkowego rozwiazania x = —13 tego réwnania. Ta koniecznosé unikania wspolczynnikéw ujemnych
w rownaniach komplikowania rozwazania algebraiczne. Nie bylo bowiem jednego ogdlnego réwnania kwa-
dratowego, ale az trzy jego typy odpowiadajace odpowiedniemu rozlozeniu dodatnich wspotczynnikow:

2> +ar=0b, z?=ar+b 2*2+b=az.
Wzory skréconego mnozenia sg wynikiem mnozen, ktoére pojawiaja sie w wielu konstrukcjach i rozu-
mowaniach matematycznych. Wzory te maja tres¢ geometryczna, ktora warto rozumie¢ Maja tez swoje
zastosowania historyczne, ktorych nie wszystkich jestesmy swiadomi. Czy rzeczywiscie bowiem wzory
skroconego mnozenia SKRACAJA jakie$ procesy rachunkowe? Tak bylo, jak zauwaza prof. Szurek w swojej
ksiazce O nauczaniu matematyki. Oto cytat.

Latwiej jest dodawaé niz mnozy¢. Juz w XVII wieku wiedziano, ze

(a+0b)? (a—0b)?

b= .
“ 1 1

a zatem mnozenie da sie zastapi¢ przez prostsze dodawanie i tatwiejsze do stablicowania pod-
noszenie do kwadratu i dzielenie przez jedna tylko liczbe 4. Wydawano wiec duze tablice
¢wiartek kwadratow liczb: aby pomnozyé¢ dwie liczby, nalezato obliczy¢ ich sume i réznice,
znalez¢ w tablicach ¢éwiartki kwadratéw tej sumy i réznicy, a nastepnie odjaé¢ wyniki. Przy
duzych liczbach dawalo to pewna oszczedno$é czasu. Dopiero logarytmy zmienity zycie uczo-
nych XVIIT wieku nie mniej niz komputery w naszych czasach.

2.5 Pierwiastek arytmetyczny

Przypomnijmy teraz definicje algebraiczng pierwiastka (nie méwimy o funkcji pierwiastkowej).
Definicja 2.2: Pierwiastek

Niech n bedzie liczba naturalna. PIERWIASTKIEM (ARYTMETYCZNYM) STOPNIA n-tego z liczby a
jest taka nieujemna liczba b, dla ktérej zachodzi réwnosé b™ = a. Jedli n jest liczba naturalna
nieparzysta, a — dowolna liczba rzeczywista i b™ = a, to b jest pierwiastkiem arytmetycznym n-tego
stopnia z liczby a. Piszemy wtedy /a = b.

Powtoérzmy po raz ostatni — w tym momencie nie skupiamy si¢ na problemie tego dla jakich liczb istnieje
pierwiastek, a jedynie na wyrazeniach algebraicznych i prawach dzialania na nich. Czytelnik obeznany
z algebra moze tu zaprotestowaé¢ — sa struktury algebraiczne, w ktérych ma sens potegowanie, a nie
zachodza powyzsze prawa — owszem, tak (potencjalnie) jest, ale takimi algebrami sie nie zajmujemy.

Obserwacja 2.3: Dzialania na pierwiastkach

Dla dowolnej nieujemnej liczby a, dodatniej liczby b oraz liczb naturalnych m i n zachodza wzory:
o Vab= /a- b,

o /2 — Va
v

. War = (W),

o {/a™ = "{/a™, gdy p jest dodatnia liczba naturalna.
Zobaczmy kilka zadan, nie tylko konkursowych, dotyczacych wzoréw skréconego mnozenia. Wielokrotnie
w dalszych rozdzialach bedziemy z tych wzoréw korzystac. W tym miejscu interesujg nas przede wszystkim

manipulacje algebraiczne. Ponizsze przyktady rachunkowe pochodza z podrecznika Henryka Pawlowskiego
wydawnictwa Operon dla klasy pierwszej (linia ponadstandardowa).



Zadanie 30. Oblicz \/3 — V8 + /5 — V24 + /7T — V48 = 1.

ROZWIAZANIE. Mamy

3-V8=(1-v2)? \/5-v24=(V24+V3)?, oraz \/7-V48=(2-V3)%.

m
Zadanie 31. Oblicz (4 + /15) - (v10 — V/6) - v/4 — v/15.
ROZWIAZANIE. Tym razem rachunek jest nieco dhuzszy:
(44 VIB) - (VIO - vB) - V4 - VT5 = (VIO - v6)) - /(4 + VIB)? - /4~ VTG
= S0 - VB2 /44 VIB - /14 VTB -1 VT
:\/10—2\/E-\/6'+6~\/4+\/ﬁ-\/(4+\/ﬁ)-(4—¢1?)
— /16— 2v60 a4 VIE-VE 15
:2-\/(4—\/5)-(4+\/ﬁ)=2.
m

Zadanie 32. Liczby calkowite a, b, ¢ spelniajg warunek ab + bc+ ca = 1. Wykaz, Ze poniisza liczba n
jest catkowita, gdzie

n = \/(a2 + 12+ 1)(c2+1).

ROZWIAZANIE. W sumach a? +1, b2 41, ¢? 4+ 1 zamieniamy drugi sktadnik zgodnie z warunkiem zadania.
Mamy wiec
a®>+1=a?+ab+bc+ca=ala+b)+clat+b)=(a+c)(a+b).

Analogicznie uzyskujemy b2 + 1 = (b+ a)(b+ ¢) oraz ¢ + 1 = (c + a)(c + b). Stad

V(@2 +1)02+1)(2+1)=+(a+b)20b+c)2(c+a)?=|(a+b)(b+c)(c+a)l
|

Ponizsze dwa réznej trudnosci zadania dotycza ,wyciagania niewymiernosci z mianownika” — klasyka
szkolnego, i nie tylko. Przytoczmy najpierw zadanie z artykulu Roznica kwadratéow autorstwa Joanny
Jaszunskiej, zamieszczonego w czesto cytowanej przez nas Gazetki OMJ Kwadrat, dostepnej w calosci na
stronie Olimpiady Matematycznej Junioréw. Odnosniki znajduja sie pod koniec wykltadu.

Zadanie 33. Oblicz

1 1 1 1
VItV ViivE VBiva T Ve vin

R0OzZwWIAZANIE. Dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej n mamy:

1 B 1 S Vn4+l—yn  Vn+l-yn _ - -
Vit VTt vi Vaiii—vi mil—a " VRTlove

Rozwazana w zadaniu suma moze by¢ zatem zapisana w postaci:

(V2 1)+ (V3—=V2)+ (V4 —V3) +...+ (V100 — vV99) =10 — 1 = 9.

Drugie zadanie pochodzi z obozu naukowego OMJ.

Zadanie 34. Liczby rzeczywiste x, y spetniajg réwnosé (v++v/x2 + 1) (y++/y2 + 1) = 1. Wyznacz wartosé
liczby « + y.



ROZWIAZANIE. Zadna z liczb 22 + V22 4+ 1 oraz 4% + \/y2 + 1 nie jest réwna zero, gdyz ich iloczyn jest
niezerowy. Zatem

2+1,
=7 Y=V 1-y,

1
T+Va2+1=
y+VP+1 P12

czyli

x+y:\/y2+1—\/x2+1.

Z racji symetrii liczb = i y w rozwazanym problemie, zamieniajac role x i y, uzyskujemy analogiczna
rownosé

cHy=vVa2+1— 2 +1.
Oznacza to, ze 2(xz + y) = 0. W rezultacie z + y = 0. ]

2.6 Zastosowania teorioliczbowe

Zadanie 35. Czy istnieje liczba pierwsza postaci
999...91,
gdzie cyfra 9 wystepuje nieparzystq liczbe razy?
ROZWIAZANIE. Przypusémy, ze liczba dziewiatek uzytych do zapisu danej liczby wynosi 2n — 1. Wéwczas:
99...91 = 10*" — 9 = (10™)% — 3% = (10™ — 3)(10™ + 3).
Zaden z uzyskanych czynnikéw nie jest réwny 1, a zatem wyjsciowa liczba nie jest pierwsza. |

Wréémy do wspomnianej wezeéniej tozsamosci Sophie Germain. Jest ona czesto wykorzystywana w za-
daniach teorioliczbowych.

Zadanie 36. Wykaz, Ze liczba 2'° + 5'2 jest zlozona.

ROZWIAZANIE. Teza wynika z przedstawienia powyzszej liczby w postaci 5'2 + 4 - 28. Warto wspomnieé,
ze czynniki, ktére uzyskamy, sa liczbami pierwszymi réwnymi odpowiednio 14657 oraz 16657. ]

Wiecej przykladow znajdzie Czytelnik w artykule Tozsamo$¢ Sophie Germain autorstwa Tomasza Kobosa.
Inna klasyczna tozsamo$é pochodzaca juz od Diofantosa moze byé Panstwu znana z dowodu faktu, ze
modut iloczynu liczb zespolonych jest ilocznem ich modutéw, tzn.

(a® +0*)(? + d?) = a®c? + b*d® + a*d® + b =
= (a*c* 4 2abed 4 b?d?) + (a*d* — 2abed + b*c?) =
= (ac — bd)* + (ad + be).
Tozsamos$¢ ta odkrywana byla niezaleznie przez wielu stynnych uczonych, w tych Brahmagupte (od kt6-

rego nosi imie, i ktéry wykorzystal ja do rozwiazania réwnania PellaEl, Fibonacciego i innych. Zobaczmy
zadanie z artykutu Michata Kiezy w Kwadracie.

Zadanie 37. Wykaz, Ze jesl liczba n jest sumq dwéch kwadratow liczby calkowitych, to liczba bn tez.
ROZWIAZANIE. Jedli n = a? + b2, to 5n = (12 + 22)(a? + b?) = (a + 2b)? + (2a — b)2. [ |

Osobny krétki watek musimy poswieci¢ formule na réznice n-tych poteg, czyli:
a" —b" = (a—b)(a" P +a" P+ a" 3+ P ab" Y.

Moze warto wspomnieé, ze w zasadzie wzér ten powinnidmy jakos udowodnié. Stwierdzenie, ze wystarczy

wymnozy¢ nawiasy, z ktérych jeden jest dowolnej dtugosci, jest oczywisdcie swego rodzaju argumentem,

ale sprébujmy pokazaé cos bardziej eleganckiego, idac za prof. Guzickim. Zacznijmy od waznej skadinad
formuty:

1— ajn-&-l

l+z+a®+.. 2" 24" o™ = P

5Mamy tez bowiem (a? +nb?)(c? +nd?) = (ac — nbd)? + n(ad +bc)? = (ac+nbd)? + n(ad — be)?, co oznacza, ze z dwoch
rozwigzan réwnania diofantycznego z© — ny” = 1 mozemy wyprodukowac kolejne. Wrécimy do tego tematu.



Jesli oznaczymy lewa strone litera S, mamy:
S=1+z(l+z>+...+2" 1) =1+2(S —a2").

Uzyskane réwnanie daje nam natychmiast zadana formule na S (dla = # 1, o ile méwimy o liczbach).
Jedli teraz wezmiemy = = £, uzyskamy

a’

b 10
I+-4 5+ +—=—2"
a a a™ 1_5

Mnozac teraz obie strony przez a™ i upraszczajac utamek po prawej stronie, uzyskamy nasz wzor skroco-
nego mnozenia a” — b" = (a — b)(a" 1 +a" 2o+ a" 3% + ...+ a?b" 2 +ab" "2 + 0L,

Warto zacytowaé¢ tu uwage prof. Guzickiego moéwiaca, ze wlasnie ta kolejnoéé uzasadniania daje szanse
na postawienie uczniom pytania: jak wyglada wzor na réznice n-tych poteg i pozwolenia im na stawianie
hipotez. Podobna jest ogdlna sugestia: da¢ uczniom szanse wyprowadzenia innych wzoréw, choéby na
kwadrat sumy wielu sktadnikéw.

Formuta ta ma wiele zastosowan. Dla réznych liczb catkowitych a, b dowiadujemy sie, ze liczba a — b jest
dzielnikiem liczby a™ — b™. Fakt ten przenosi si¢ na kluczowe twierdzenie teorii wielomianéw, twierdzenie
Bezout, ktére uzasadnimy w innym rozdziale. Przedstawmy natomiast kilka konkursowych zastosowan
uzyskanej formuly. Zacznijmy od podstaw, czyli wzoru na réznice szescianéw.

Zadanie 38. Wyznacz wszystkie liczby rzeczywiste x spelniajgce réwnanie

V2r +13 — V22— 13 =2.
ROZWIAZANIE. Niech 22 + 13 = a® oraz 2z — 13 = b3. Wéwezas a — b = 2 oraz
a® —b® = (a—b)(a* + ab+ b?) = 26.

Stad a? + ab + b? = (a — b)? + 3ab = 13. W rezultacie ab = 3, skad tatwo wnioskujemy, ze (a,b) = (3,1)
lub (a,b) = (—1,—3). W rezultacie z = —7 lub z = 7. [ |
Zadanie 39. Udowodnij, ze jezeli dla liczb naturalnych a, b liczba &/a + Vb jest wymierna, to liczby a
oraz Vb sq wymierne.
R0OzZwIAZANIE. Niech x = /a oraz y = V/b. 7 zalozenia liczba s =  + y jest wymierna. Poniewaz

s3 = (x+vy)® = 2® +9° + 32%y + 3xy® = a + b+ 3s2y,
wiec iloczyn xy jest liczba wymierna. Dalej mamy:

a—b=2’—y’ = (z—y) @ +y* +2y) = (¢ - y)(s* —xy).

Wobec wymiernoéci liczb a, b, s, xy, réznica x — y jest liczba wymierna. Skoro i suma, i réznica liczb x,
y jest wymierna, to obie te liczby sa wymierne. ]

W dowodzie wykorzystaliémy réowniez wzoér
(z +y)? = 2® + 322y + 3zy® + >

Oczywiscie zastosowan wzoru na roéznice szesciandéw jest bardzo wiele, co wielokrotnie jeszcze zobaczymy.
Przejdzmy do ogodlnej formuly na réznice n-tych poteg.

Zadanie 40. Wykaz, Ze dla kazdej liczby zloZonej n liczba 2™ — 1 jest zlozZona.
ROZWIAZANIE. Jedli n = kl, gdzie k, [ sa liczbami naturalnymi, to 2" — 1 = (2¥)! — 1. Stad
o —1=(2F —1)(2'FD 4 2l=2) 49l 1),
Stad 2% — 1 jest dzielnikiem liczby 2" — 1. Skoro 1 < 2¥ — 1 < 2™ — 1, to liczba 2" — 1 jest zlozona. M

Gdy n jest liczbg nieparzysta, wéwczas zastepujac b przez —b uzyskujemy z wzoru na réznice n-tych poteg
ostatnia formule na sume poteg, wymieniong na naszej liScie wzoréw skroconego mnozenia. Ilustracja
wzoru na sume nieparzystych poteg jest zadanie z LVI OM.



Zadanie 41. Wyznacz wszystkie liczby calkowite n, dla ktérych n™ + 1 oraz (2n)*" + 1 sq liczbami
DIETWSZYM.

ROZWIAZANIE. Niech x > 2,m > 1 beda liczbami catkowitymi, przy czym n = Ild, gdzie [ jest liczba
nieparzysta, a d jest catkowita liczba dodatnia. Wowczas

2™+ 1= (D) 1= (@ + D)D) = @) 2+ —2? 1),

Stad liczba 2? 4 1 jest dzielnikiem liczby 2™ + 1. Dla n > [ > 1 liczba 2™ + 1 jest wiec zlozona.

Liczba n = 1 spelnia warunki zadania. Zalézmy wiec dalej, ze n > 2. Jesli liczba n™ 4 1 jest pierwsza, to
n nie ma dzielnikéw nieparzystych wiekszych od 1. Stad n = 2* dla pewnej dodatniej liczby catkowitej k.
Stad

P41 =282 41 (2n)2 41 =202 g

Dla k > 2 co najmniej jedna z liczb k- 2* oraz (k + 1) - 28T! ma dzielnik nieparzysty wiekszy od 1, a wiec
co najmniej jedna z liczb n™ + 1 lub (2n)?" + 1 jest zlozona. Dla k = 1 sprawdzamy natomiast, ze liczby
22 +1=5oraz (2-2)%2 4+ 1 = 257 sa pierwsze. |
2.7 Notacja sigma-pi, silnia, symbol i wzér dwumianowy

Wprowadziliémy podstawowe wyrazenia algebraiczne zwiazane z podstawowymi operacjami algebraicz-
nymi wyrazonymi za pomoca rachunku literowego. Poswie¢my teraz chwilg spojrzeniu formalnemu, jakze
surowszemu, cho¢by na pojecie wielomianu, aby da¢ mu podbudowe formalng. W matematyce akademic-

kiej i w srodowisku konkursowym niezbedne jest w zasadzie stosowanie notacji sigma-pi, czyli skrétowej
notacji do zapisu sum i iloczynéw. Ograniczymy sie do przypadku sum i iloczynéw skonczonych.

Definicja 2.3: Notacja sigma-pi dla sum i iloczynéw

Niech {1,...,n} bedzie zbiorem liczb catkowitych od 1 do n, gdzie n jest dodatnia liczba catkowita.

e Sumeg liczb ay, ..., a, indeksowanych liczbami & ze zbioru od {1,...,n} oznaczamy przez

n
Zak =a; +as+az3+...+ay,.
k=1

e Iloczyn liczb ay, ..., a, indeksowanych liczbami k ze zbioru od {1,...,n} oznaczamy przez

n
H = Ao+ Az ... Qp.

Gdy a; =i, dla 1 < i < n, uzyskany iloczyn okreslamy symbolem n!, przyjmujac tez 0! = 1.

Przyktady uzycia notacji oraz prostych tozsamosci.

104 1 11 1 1 1 1 "
Z -z - e H i e R Rl 2 =1242243% 4+ ... 2 kE =nl
> 7 Ttttz tyte sttt Tt k; +22 43+ 402 ] n

N

(n+D!=Mn+1)-nl, n-nl=mn+1)-nl Zk kKl=mn+1)!-1.

Nie ma tu miejsca, by opowiedziec¢ szerzej o tadnych tozsamosmach algebralcznych, ktore mozna elegancko
obserwowaé przy pomocy powyzszej notacji, jak chocby tozsamosé Abela opisana w Kélku matematycz-
nym dla olimpijczykow Henryka Pawlowskiego. Konwencja ta ma duze znaczenie, ale w tym tekscie nie
bedziemy jej naduzywaé. Czytelnika zainteresowanego duza liczba zastosowan olimpijskich tej notacji
zachecam do przejrzenia artykulu Evana Chena Summations, dostepnego w formie pliku pod adresem
https://web.evanchen.cc/handouts/Summation/Summation.pdf. Wprowadzona notacja bedzie nato-
miast przydatna w kontekscie wzoru dwumianowego.


https://web.evanchen.cc/handouts/Summation/Summation.pdf

Twierdzenie 2.1: Symbol i wzér dwumianowy
Niech n > m beda dodatnimi liczbami catkowitymi. Okreslamy liczbe

Woéwezas zachodzi réwnosé:

Dowdéd tego, ze symbol dwumianowy jest liczba calkowity oraz dowdd prawdziwosdci wzoru dwumiano-
wego Newtona mozna przeprowadzi¢ indukcyjnie i bedziemy mieli to okazje zrobi¢ w ramach éwiczen
do wyktadu 3. Podstawowe wlasnosci symbolu dwumianowego odwzorowuja strukture tréjkata Pascala
mozna natomiast sprawdzi¢ bezposrednio z definicji silni.

()
()
© 6 6
5 @

Obserwacja 2.4: Podstawowe wlasnosci symbolu dwumianowego

Dla kazdej liczby naturalnej n i liczby naturalnej k takiej, ze 0 < k < n, spelnione sg réwnosci:
ny n n+1\ (n n n
k) \n—-k) \k+1) \k k+1)

Dodatkowe wlasnosci tréjkata Pascala mozna wyprowadzi¢ rowniez ze wzoru dwumianowego. Podstawia-

jac odpowiednio a = b =1 oraz a = 1,b = —1, otrzymujemy:
n n n i i n
> (1) -z Xeu(y)
i=0 i=0

Oczywiscie wlasnosciom symbolu i wzoru dwumianowego poswiecona jest olbrzymia literatura. W ksiaz-
ce Arytmetyka i algebra prof. Guzicki poswieca kilkanascie ostatnich stron rozdziatu széstego szerokiemu
oméwieniu podstawowych wlasnosci algebraicznych i kombinatorycznych symbolu dwumianowego (czyli
takze zwiazanego z nim tréjkata Pascala), a takze rozmaitym dowodom wzoru dwumianowego. Jeszcze
obszerniejszym opracowaniem jest spisana wersja referatu Profesora podczas finalu OMG w roku 2015
o tytule: Tozsamosci kombinatoryczne. Dowody algebraiczne i kombinatoryczne, dostepny w pliku umiesz-
czonym pod adresem https://sem.edu.pl/materialy/FinalOMG.pdf} str.30-50.

We wzorze dwumianowym rézne wymiary matematyki: algebraiczny, kombinatoryczny, analityczny, a na-
wet geometryczny. Dla samego Newtona, myslenie algebraiczne zwiazane byto gtéwne z algebra szeregéw
potegowych, czyli méwiac nieprecyzyjnie: wielomianéw o nieskonczenie wielu sktadnikach. Wychodzac od
wzoru dwumianowego (1 + x)™, wprowadzil jego uogélnienia na wykladniki wymierne.


https://sem.edu.pl/materialy/FinalOMG.pdf

Tréjkat Pascala znany byl juz z pewnoscia matematyce Chinskiej (przynajmniej do poziomu ésmego,
Wzér na symbol dwumianowy znany byl réwniez od co najmniej XIV wieku. Dlaczego wiec podkreslamy
XVII-wiecznego uczonego Pascala? Z pewnoscia duza role odegralta, obok ponownego jego okrycia, uni-
fikacja warstwy algebraicznej, sformutowanie wzoru dwumianowego i udowodnienie go, by¢ moze po raz
pierwszy w historii, przy pomocy jawnego i $wiadomie uzytego argumentu indukcyjnego, oraz rozwiazanie
przy jego pomocy podstawowych zagadnien probabilistycznych tamtego okresu.

Ponowne odkrycie symbolu i wzoru dwumianowego w pierwszej czesci X VII wieku, otworzylo Fermatowi
droge do rozwoju teorii liczb, w tym do sformutowania faktu znanego jako Male Twierdzenie Fermata.
Co ciekawy, pierwszy (nieopublikowany) dowdd tego faktu pochodzi od Leibniza i opiera sie o wzér wie-
lomianowy, czyli o stwierdzenie méwiace, ze wspélczynnikiem przy jednomianie ai'ad® - - - ad» wielomianu
(a1 +az+ ...+ a,)P jest
p!

alg! ---gnl
Zobaczmy kilka bardzo prostych zastosowan wzoru dwumianowego. Typowym zastosowaniem teoriolicz-
bowym, zwlaszcza gdy nie znamy teorii kongruencji, jest wyznaczanie reszt z duzych poteg.

gdzie q14...qn =Dp.

Zadanie 42. Niech n bedzie dodatnig liczbg catkowitg. Udowodnij, Ze liczba
32" +1
nie jest podzielna przez 4.

ROZWIAZANIE. Mamy
n—1 n—1 n—1
3= (30" =9 =(8+1)* .

Zauwazmy, ze po rozwinigciu wyrazenia po prawej zgodnie ze wzorem dwumianowym wspolezynnik sto-
jacy przy kazdym skladniku, poza ostatnim — réwnym 1 — jest wielokrotnoscig liczby 8. Stad liczba 32" +1
daje przy dzieleniu przez 4 reszte 2. [ |

Zadanie 43. Wykaz, Ze dla dowolnej dodatniej liczby calkowitej n liczba

(n+1)" -1

jest podzielna przez n?.

ROZWIAZANIE. Sposob 1. Skorzystajmy ze wzoru na réznice n-tych poteg:
m+D)"—l=mn+1D)"-1"=n((n+ )" +m+1)"2+... +(n+1)+1).

Wystarczy zatem udowodnié, ze (n+ 1)1+ (n+1)""2+... 4+ (n+1) + 1 jest liczba podzielna przez n.
Dla dowolnej nieujemnej liczby catkowitej k liczba (n + 1)F daje reszte 1 przy dzieleniu przez n. Zatem

suma n kolejnych naturalnych poteg liczby n + 1 jest podzielna przez n. Stad liczba (n + 1)™ — 1 jest

podzielna przez n2.

Sposéb II. Dla n = 1 teza jest oczywista. Dla n > 2 skorzystamy ze wzoru dwumianowego Newtona:

(n+1)"—1= (g>n"+ <T)n"‘1+-"+ <nn1>n+ (Z) ~1.

Suma ostatnich dwéch sktadnikéw sumy po prawej stronie powyzszej réwnosci jest rowna 0. Kazdy z
pierwszych n — 1 skladnikéw jest natomiast podzielny przez n?. Pozostaje wiec stwierdzié, ze dla kazdej
dodatniej liczby calkowitej n mamy

n n! 9
n=- ———-—--n=n".
n—1 (n—1)!-1!

W rezultacie liczba (n + 1)™ — 1 jest podzielna przez n?. |

Wazna technika jest dodawanie ,w dwie strony”. Znamy ja gléwnie z przypisywanego Gaussowi (co jest
nieco obrazliwe) wzoru na sume n pierwszych dodatnich liczb catkowitych.

Zadanie 44. Wykaz, Ze

S (1) = (1) 2(5) #3(5) +en () =



n

ROZWIAZANIE. Oznaczmy rozwazana sume przez S. Korzystajac ze wzoru (2) = (n#€

s=afg)+o-0(})++(,"))

Dodajac do siebie wyjsciowe przedstawienie S z uzyskanym wyzej, otrzymujemy:
25 =mn|(" + " +...+ "V =n-on
0 1 n

Zadanie 45. Jezeli p i q sq liczbami catkowityms, to liczba

an = (p+va)" + (- V)"

) dostajemy:

jest catkowita, dlan =0,1,2,...

RozwWIAZANIE. Korzystajac z wzoru dwumianowego otrzymujemy

n

o= (M)t + Z () =3 () + v

i=0 =0

Jesli liczba i jest parzysta, i = 2m, to (VO)' + (=ya)" = 2¢™. Jesli za$ liczba i jest nieparzysta, to
(V)" + (=/9)" = 0. Zatem kazdy skladnik sumy znajdujacej si¢ po prawej stronie powyzszej réwnosci
jest liczba caltkowita. |
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Zadania — wyrazenia algebraiczne

Zadanie 1. Jakg rownosc¢ ilustruje ponizszy rysunek?

Zadanie 2. Jakq nieréwno$¢ ilustruje ponizszy rysunek?

Zadanie 3. Jakq nierdwnos¢ ilustruje ponizszy rysunek?

H-———=-2
H

Zadanie 4. Jakqg nieréwnodé ilustruje ponizszy rysunek?




Zadanie 5. Co jest wieksze:
V2+VE V243
. czy ;
4 2

° 3100 _ 2150 czy 350 + 275 2

Zadanie 6. Oblicz:

« V2 (VI VT-VI=Vi- ),
o V8—2V15+ /5 —2v6 + /8 + 2v2 — 2V/5 — 2V/10,

Zadanie 7. Oblicz:

o (V2+1)- /5,

e {1-27- V36 +9-(V26)" + V2.

Zadanie 8. Wyznacz liczby calkowite a,b, ¢ spelniajgce réwnosé:

VB - va= (Va+ Vo )

oraz liczby calkowite d, e, f, takie Ze:
1= i - /e + Y7

Zadanie 9. Liczby a,b,c spelniajg zaleznosci 3a + 4b = 4c oraz 4a — 3b = 3c. Wykaz, Ze a® + b* = 2.

Zadanie 10. Wykaz, Ze dla dowolnej liczby calkowitej n liczba
nn+1)(n+2)(n+3)+1

jest kwadratem.

Zadanie 11. Dane sqg dodatnie liczby rzeczywiste a, b, ¢ spelniajgce warunki a > b > ¢ oraz

a+b_b+c c+a

be ca ab

Wykaz, Ze a = b = c.

Zadanie 12. Liczby rzeczywiste a, b i ¢ spelniajg réwnosé abc = 1. Oblicz

1 1 1
1+a+ab+l+b+bc+1+c+ca'

Zadanie 13. Dane sq dodatnie liczby a, b, c,d spelniajgce warunki b+d = a+ c oraz ab = cd. Wykaz, Ze
a=dib=c.

Zadanie 14. (%) Liczby rzeczywiste a, b, ¢ spelniajq warunki a+b # 0,b+c¢ # 0,c+a # 0 oraz spelniajg
, .a b c .a? b? c?
rownoscé + + = 1. Udowodnij, zZe + + =0.

b+c c+a a+d b+c c+a a+?d




Zadanie 15. (x) Dane sqg niezerowe liczby rzeczywiste a,b, ze a + b # 0 oraz spelniona jest przez nie
o L N A
réwnosé - — - = PR ykaz, Ze 5 — 3=

[

Zadanie 16. (%) Liczby calkowite a, b, ¢, d spelniajq warunek a +b+ c+d = 0. Wykaz, Ze liczba

= (ab — ed)(be — ad)(ac — bd)

jest kwadratem liczby catkowitej.

Zadanie 17. (x) Udowodnij, Ze dla dowolnych liczb calkowitych a, b liczba
2(a* +b* + (a + b))

jest kwadratem liczby catkowitej.

Zadanie 18. (x) Oblicz sumy

275:1(—1)’“- <Z) i() kZ::lk2+k+1

k=0 k=0

Zadanie 19. (%) Dodatnie liczby rzeczywiste a, b, ¢ spelniajg warunek a + b+ ¢ = 1. Udowodnij, Ze
zachodzi nierownos$é:
ab+c bec+a ac+b S
(a+c)(b+c¢) (a+b)(atc) (a+b)(b+¢)

Zadanie 20. (%) Niecha, b, ¢, d beda dodatnimi liczbami calkowitymi spelniajacymi nastepujacy warunek:
ad = b? + be + c2. Udowodnij, ze a® + b> + % 4 d? jest liczbg zloZong.

Zadanie 21. (%) Udowodnij, ze jesli a +b+c =0, to a® + b3 + ¢3 = 3abc.

Zadanie 22. (xx) Rdzne niezerowe liczby rzeczywiste a, b, ¢ spelniajq zaleznodé
1 1 1
a+-=b+-=c+—.
b c a
Wykaz, Ze |abe| = 1.

1 11 1
Zadanie 23. (xx) Wykaz, Ze jezeli —+ —+ oraz n jest dowolng liczbg naturalng nieparzystq,
a

b E:a+b+c
1 1 1 1

to

an ' bn ' en g b 4en’

Zadanie 24. (xx) Dodatnie liczby calkowite n, m spelniajg warunek
n(4n + 1) = m(5m + 1).

Wykaz, ze n —m jest kwadratem liczby calkowitej

Zadanie 25. (xx) Udowodnij, Ze dla kazdej liczby calkowitej n > 1, liczba
n—n?4+n—1

dzieli si¢ przez (n — 1)2.



Rozdzial 3
Rownania 1 nierownosci

(w przygotowaniu...)



Rozdziat 4

Liczby naturalne, zasada indukcji,
zasada dobrego porzadku

Liczby naturalne obecne sg w programie szkolnym od samego poczatku. Przez pierwsze lata szkoty,
a nawet w przedszkolu, ich nauczanie skoncentrowane jest na przyblizaniu ich tzw. ASPEKTOW, do ktérych
zaliczamy: aspekt kardynalny (liczba elementéw zbioru), aspekt porzadkowy (o ktéry z kolei element
zbioru chodzi) i aspekt miarowy (ile razy w danej wielkoSci miedci sie wielko$é jednostkowa). Rozwijane
sg rownolegle umiejetnosci operowania zapisem dziesietnym oraz algorytmy wykonywania czterech dziatan
arytmetycznych. Poswiecimy im odrobine miejsca w uwagach metodycznych.

4.1 Zasada indukcji — aksjomat liczb naturalnych

W dalszych klasach mowa jest o podzielnosci, resztach z dzielenia i rozkladzie na czynniki pierwsze.
W liceum méwimy o ciagach o wyrazach w zbiorze Y (najczesciej ciagach liczbowych), czyli o funkcjach
ze zbioru liczb naturalnych do zbioru Y i dowodzimy rézne ich wlasnosci — do niedawna jeszcze korzysta-
jac (zanim zostala wykreslona z programu) z zasady indukcji matematycznej. Cheac uzasadnié szkolne
rezultaty dotyczace liczb naturalnych zaczniemy od okreslajacych je aksjomatow.

Definicja 4.1: Aksjomatyka Peano liczb naturalnych
Za terminy pierwotne uznajemy zbiér N, element ngy oraz relacje bycia nastepnikiem w zbiorze N,
to znaczy: m jest nastepnikiem n, co oznaczamy jako m = S(n).

e Aksjomat 1. Element ng jest liczba naturalna, czyli ny € N.

e Aksjomat 2. Dla dowolnej liczby n € N mamy S(n) # no.

e Aksjomat 3. Dla dowolnej liczby n € N istnieje liczba m € N taka, ze m = S(n).

Aksjomat 4. Dla dowolnych liczb n,m € N réwnosé S(n) = S(m) implikuje n = m.

Aksjomat 5. Zasada indukcji zupelnej. Jesli zbiér A C N spelnia jednoczesnie warunki:
(1) ng € A,
(ii) dla kazdej liczby naturalnej n € N: jezeli n € A, to S(n) € A,

to A=N.

Element ng oznacza sie najczesciej jako 0 lub 1. Przynaleznoé¢ tzw. zera do zbioru liczb naturalnych to
kwestia umowna. Istotne staje sie¢ to dopiero z punktu widzenia arytmetyki, czyli gdy chcemy wprowadzié¢
dziatania w tym zbiorze. My uznajemy ,zero” jako liczbe naturalng i w dalszym ciagu element ng
oznaczamy jako 0. Warto odnotowaé, ze jest to réwniez konwencja stosowana (obecnie) w polskiej szkole.

Przypomnijmy, ze postulowanie istnienia pewnego obiektu przez uklad aksjomatéw, wcale nie gwarantuje
jego istnienia czy tez jednoznacznosci (jest jeszcze kwestia niesprzecznosci aksjomatéow).



Obserwacja 4.1
Kazda liczba naturalna n # 0 jest postaci S(m), dla pewnej liczby m € N.

Dowdéd. Rozwazmy zbiéor A = {n € N:n =0 lub n = S(m), dla pewnego m € N}. Zauwazmy, ze zbiér
ten spelnia warunki (i) oraz (ii) wymienione w zasadzie indukcji, a wiec: 0 € A oraz jesli n € A, to
S(n) € A (kazdy element typu S(n) jest w A). A zatem zgodnie z zasada indukcji mamy A = N. O

Obserwacja 4.2
Mamy N = {0, 5(0), S(5(0)), S(S(5(0))), ...} i wszystkie elementy na tej licie sa parami rézne.

Dowdd. Rozwazmy podzbiér Z = {0, .5(0),5(5(0)), S(S(S(0))),...} € N. Z zasady indukeji tatwo wnio-
skujemy, ze Z = N. Zauwazmy tez, ze jesli dla pewnych m > n mamy S™(0) = S™(0), to na mocy
Aksjomatu 4 mamy tez 0 = S™"(0), co jest niemozliwe, na mocy Aksjomatu 2. O

Dziatania dodawania i mnozenia w zbiorze N postulowaé¢ mozna przy pomocy nastepujacych aksjomatéw.
Definicja 4.2: Dodawanie w zbiorze liczb naturalnych

DODAWANIEM W ZBIORZE LICZB NATURALNYCH nazwiemy taka funkcje +: N x N — N, ze
(d1) dla kazdego n € N mamy n+ 0 = n,
(d2) dla kazdych n,m € N mamy n + S(m) = S(n + m).

Definicja 4.3: Mnozenie w zbiorze liczb naturalnych

MNOZENIEM W ZBIORZE LICZB NATURALNYCH nazwiemy taka funkcje - : N x N — N, zZe
(m1) dla kazdego n € N mamy n-0 =0,

(m2) dla kazdych n,m € N mamy n-S(m) =n-m+n.

Trzeba pokazaé, ze funkcje okreSlone powyzszymi postulatami sg rzeczywiScie DOBRZE OKRESLONE dla
dowolnej pary m,n liczb naturalnych. Przekonajmy si¢ o tym dla dzialania dodawania.

Niech n bedzie dowolng liczba naturalng i niech A,, bedzie zbiorem tych liczb naturalnych m, dla ktérych
zdefiniowana jest suma n 4+ m. Na mocy (d1) zdefiniowana jest suma n + 0 = n, a wiec 0 € A,,. Zalézmy
teraz, ze m € A,, czyli ze zdefiniowana jest juz suma n + m. Na mocy (d2) zdefiniowana jest suma
n+ S(m), a wiec S(m) € A,.

WykazaliSmy, ze dla zbioru A, spelnione sa zalozenia =zasady indukcji zupelnej.
Na mocy tej zasady kazda liczba naturalna nalezy do zbioru A, , a wiec dla kazdej liczby naturalnej
m zdefiniowana jest suma n + m. Poniewaz n bylo w dowodzie dowolna liczba, zatem suma n + m zdefi-
niowana jest dla dowolnej pary (n,m) liczb naturalnych.

Czytelnik tatwo sprawdzi, ze znane mu dzialania dodawania i mnozenia w zbiorze liczb naturalnych
spelniaja powyzsze aksjomaty. Na ich podstawie mozna otrzymaé wlasnosci arytmetyczne przynalezne

liczbom naturalnym. Zachecam do pokazaniaEl7 ze 2+ 2 =4, przy czym 2 = S(5(0)) oraz 4 = S(S(2)).

Na mocy zasady indukcji mozna wykazaé choé¢by tacznosé czy przemienno$é okreslonych wyzej dziatan.

1Odsytam tez do znakomitej serii dr. Tomasza Millera ,,Zacznijmy od zera”, https://youtu.be/OMjpPB3yDRg.


https://youtu.be/0MjpPB3yDRg

Obserwacja 4.3

Dla kazdej liczby naturalnej k zachodzi réwnoé¢ k+ 0 =0+ k.

Dowdd. Rozwazmy zbiér A ={k € N: k+0=0+k}. Oczywiscie 0 € A, gdyz 0+ 0 = 0+ 0. Wiemy tez,
zejeSlik e A, to 0+ S(k) = S0+ k) =S(k+0)=S(k)=S(k)+0. A zatem A =N. O

Dzieki wprowadzeniu operacji dodawania mozemy zdefiniowaé relacje nieréwnosci w N.

Definicja 4.4: Porzadek liniowy w zbiorze liczb naturalnych

W zbiorze N wprowadzamy RELACJE MNIEJSZOSCI < w nastepujacy sposéb: dla liczb naturalnych
m,n warunek m < n zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba naturalna k taka, ze m+k = n.

4.2 Zasada indukcji w jezyku szkolnym
Obserwacja 4.4: Szkolna zasada indukcji zupelnej
Niech {T'(k)|n € N} = {T(0),T(1),T(2),...} bedzie ciagiem zdaff¥} Jesli zachodza jednoczesnie
dwa nastepujace warunki
(i) T(0) jest zdaniem prawdziwym,
(ii) dla kazdego n € N prawdziwosé¢ zdania T'(n) implikuje prawdziwos$é zdania T'(n + 1),

to wszystkie zdania T'(0),T(1),T(2),... w ciagu {T'(k) | k € N} sq prawdziwe.

%Bardziej formalnie: niech T'(k) oznacza forme zdaniowa zmiennej n okreslona w dziedzinie N.

Warunek (i) nazywa sie zwykle baza lub podstawa indukcji. Przy sprawdzaniu warunku (ii) prawdziwos¢
zdania T'(n) nazywaé bedziemy zalozeniem indukcyjnym, a prawdziwos$é zdania T'(n + 1) nazywamy
tezg indukcyjng. Samo rozumowanie sprawdzajace implikacje postulowana w (ii) nazywamy krokiem
indukcyjnym. Nalezy zawsze sprawdzacé, ze obydwa warunki sa spelnioneﬂ

Zasada indukcji nauczania byta w liceach polskich przez caly XX wiek, miedzy innymi w wyniku czerpania
z zachet wielkich matematykéw: Poincarego czy Hilberta. Jeden z pierwszych systematycznych wyktadow
arytmetyki opartych o zasade indukcji pochodzi od wybitnego polskiego matematyka przelomu wiekow:
Stanistawa Zaremby: Zarys pierwszych zasad teoryi liczb catkowitych. Mozna egzemplarz tej ksiazki zna-
lez¢ online.

Przez lata dyskutowano i zglaszano wiele probleméw oraz wyzwan dydaktycznych zwiazanych z jej sto-
sowaniem. Przykladem takiego tekstu jest artykul Anny Zeromskiej z roku 1996 (patrz bibliografia).
Zasada indukcji nie jest obecna w programie szkolnym od roku 2009. W dokumencie wprowadzajacyrrﬂ
nowe zapisy napisano:

Zasada indukcji matematycznej zostala usunieta calkowicie, réwniez z zakresu rozszerzo-
nego. Jest specyficznie trudna. Stosowanie jej stalo sie pewnym rytuatem, ktoérego sens poj-
mowali nieliczni uczniowie.

Czy rzeczywiscie zasada ta jest trudna? Na pewno przydatne jest méwienie o zasadzie indukcji z wyko-
rzystaniem zasady pogladowosci, starajac sie najpierw zbudowaé wlasciwe intuicje i zacheci¢ uczniow do
wymyslania wlasnych wzoréw i formul. Swietna pomoca jest tu seria ksiazek Proofs without words Roge-
ra B. Nielsena, prezentujacych za pomoca przekonujacych obrazéw zaleznosci liczbowe lub geometryczne
i pozwalajacych na zabawe w samodzielne wymyslanie wzoréw. Oto przyklady.

2Twierdzenie: ,Kazda liczba naturalna n réwna jest swojemu nastepnikowi” nie jest prawdziwe dla n = 0.
Shttp://www.bc.ore.edu.pl/Content/229/Tom+6+Edukacja+matematyczna+i+techniczna.pdf,


http://www.bc.ore.edu.pl/Content/229/Tom+6+Edukacja+matematyczna+i+techniczna.pdf

Zagadka 1. Uléz wzoér opisujacy zalezno$¢ widoczna na rysunku.
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Widzimy, ze chodzi tu o zaleznos¢ pomiedzy suma pierwszych n nieujemnych liczb nieparzystych oraz
n-tym (dodatnim) kwadratem liczby naturalnej. Pozostawiam do rozwiazania dwie inne zagadki.

Zagadka 2. Ul6z wzér opisujacy zaleznos¢ widoczna na rysunku.

Zagadka 3. Ul6z trzy wzory opisujace zaleznosci widoczne na rysunku.




Zdarzaja sie zadania wymagajace drobnego zmodyfikowania zasady indukcji. Oto przyktad i odpowiednie
sformutowanie wariantu zasady indukcji.

Zadanie 46. (igg a,, dany jest za pomocqg rekurencji ay = 1, ag = 2 oraz a, = ap—1 + Gn—2, dlan > 3.

Pokazaé, ze
Ay < z '

Obserwacja 4.5

Jesli A jest podzbiorem zbioru N takim, ze
(i) 1,2 € 4,
(ii) dla kazdej liczby naturalnej n > 2: jezelin € A,n+1€ A, ton+2¢€ A,

to kazda liczba naturalna n > 1 nalezy do A.

O ile uczniowie czy studenci modyfikuja nierzadko zasade indukcji zupelnie intuicyjnie, nauczyciel lub
prowadzacy zajecia powinien by¢é w stanie zawsze sformulowaé poprawny wariant zasady stosowanej w
okre$lonym zadaniu. W niektérych sytuacjach zasadne moze by¢ przedyskutowanie tej kwestii z uczest-
nikami zaje¢. Rozwazmy jeszcze jeden przyklad, ktéry moéglby zapewne sprawié¢ uczniom trudnodci.

Zadanie 47. Pokazac, ze dla kazdego naturalnego n > 1 zachodzi nieréwnosé

11 1
S St

179 n2<1.

W powyzszym zadaniu trzeba samodzielnie sformutowaé teze indukcji. Nie jest ona bowiem sugerowana
przez tres¢ zadania. Jak sie okazuje, nalezy pokazaé¢ mocniejsza nieréwnosé i pokazaé, ze dla n > 1 lewa
strona nieréwnosci jest mniejsza od 1 — % Wéwczas postepowanie jest juz standardowe.

Indukcja pozwala przeprowadzi¢ wiele niebanalnych szacowan, czasami bardzo zaskakujacych. Kazdy

o0

student matematyki zna uzasadnienie tego, ze szereg harmoniczny > % jest rozbiezny. Polega ono na
n=1

szacowaniu sum cze$ciowych zlozonych z 2" — 1 sktadnikow przez potegi liczby 2, dla przykladu:

1+1+ 1+1 + 1+1+1+1 >1+1+2 1+4 1

2 3 4 5 6 7 8 2 4 8
Za prof. Szurkiem zachecam do nieco innego spojrzenia na ten problem, poprzez nastepujace zadanie..
22N73

Zadanie 48. Wykaz, ze dla dowolnej dodatniej liczby naturalnej N suma % jest wieksza od N.
n=1
X X *

Nalezy pamieta¢ o delikatnosci pierwszego kroku indukcyjnego zwtaszcza, gdy krok indukcyjny wymaga
skokéw o duze liczby naturalne. Oto dwa zadania, w ktérym znajduje sie kilka pulapek zwiazanych ze
stosowaniem indukcji. Zostawiam je Czytelnikowi do samodzielnego rozwazenia.

Zadanie 49. ZnajdZ blgd w nastepujgcym ,dowodzie” zdania: ,Wszystkie koty sq tego samego koloru”.

Podstawa indukcji to sprawdzenie dla n = 1. Oczywiscie w zbiorze zawierajgcym jednego kota
wszystkie koty sq tego samego koloru.

Zatozmy, ze udowodnilismy twierdzenie dla wszystkich liczb naturalnych od 1 don—1. WezZmy
dowolny 2bior A zawierajgcy n kotow. Pokazemy, Ze koty ze zbioru A sq tego samego koloru.

Wyrzucajgc z A pewnego kota X otrzymamy zbior zawierajgcy n—1 kotéw. Korzystajgc zatem
z zaloZenia indukcyjnego stwierdzamy, Ze wszystkie koty w A oprocz X majg ten sam kolor.
Wyrzucajge z A kota Y (innego niz X ), wnioskujemy z zalozenia indukcyjnego, ze kot X ma
ten sam kolor, co pozostale koty w A. Zatem wszystkie koty w A majg ten sam kolor.



Zadanie 50. Wykaz, Ze dysponujgc dowolng liczbg znaczkow 4-ztotowych oraz 5-zlotowych mozna wystaé
dowolng przesytke kosztujgcq n > 12 zlotych, gdzie n jest liczbg naturalng.

Ponizej zaprezentowane sa dwa rozumowania, obydwa bledne. Na czym te bledy polegaja?

Bledne rozumowanie 1. Sprébujmy zastosowaé zasade indukcji, formulujac zdanie: P(n) — mozna
zaplaci¢ n > 12 zlotych za pomoca znakéw 4— oraz 5—zlotowych.

(i) Baza indukeji P(12) jest jasna — 12 zlotych mozna oplacié za pomoca trzech znaczkéw 4-ztotowych.

(ii) Zalézmy, ze zdanie P(k) jest prawdziwe dla kazdego k > 12. Chcemy zaplacié k + 1 zlotych za
pomoca znaczkéw. Zgodnie z hipoteza indukcyjna mozemy zaptaci¢ k — 3 zlotych za pomoca pewnej
liczby znaczkéw. Dodajac znaczek za 4 zlote optacamy k + 1, co konczy krok indukeyjny.

Bledne rozumowanie 2. Chcemy zaplaci¢ k+1 zlotych za pomoca znaczkow. Z zalozenia indukcyjnego
mozemy oplacié¢ k zlotych za pomoca znaczkéw. Wymienmy jeden ze znaczkéow 4-zlotowych uzytych do
oplacenia k ztotych znaczkiem 5-zlotowym i bedziemy mieli tacznie znaczki warte k + 1 zlotych.

4.3 Niestandardowe warianty indukcji

Zobaczmy teraz przyklad rozumowania, w ktérym stosuje si¢ tzw. indukcje podwdjna, gdzie wykonanie
kroku indukcyjnego wymaga przeprowadzenia rozumowania indukcyjnego.

Zadanie 51. Wykaz, Ze dla dowolnych liczb calkowitych m > 1 oraz n > 1 zachodzi nieréwnosé:
(m+1)" > mn.

Dowéd korzysta z nastepujacej wersji indukeji (zachecam do przeprowadzenia samodzielnego dowodu).

Obserwacja 4.6: Indukcja podwdjna

Rodzina zdan P(m,n) indeksowana liczbami naturalnymi m > a oraz n > b spelnia trzy warunki.
(a) Zdanie P(a,b) jest prawdziwe.
(b) Dla kazdego m > a, jesli P(m,b) jest prawdziwe, to P(m + 1,b) jest prawdziwe.

(c) Dla kazdego n > b, jesli P(m,n) jest prawdziwe, dla wszystkich m > a, to P(m,n + 1) jest
prawdziwe dla wszystkich m > a.

Wéwezas zdanie P(m,n) jest prawdziwe dla wszystkich par (m,n) spelniajacych m > a oraz n > b.

Niech P(m,n) bedzie zdaniem méwiacym, ze nieréwnosé (m + 1)™ > mn jest prawdziwa, dla m,n > 1.

Dla m = 1 oraz n = 1, zdanie P(1,1) oznacza po prostu nieréwno$é (1+1)! > 1.1, ktéra jest oczywiscie
prawdziwa.

Zalézmy teraz, ze dla m # 1 zdanie P(m, 1) jest prawdziwe. Wéwczas:
(m+1)+1) " =m+2>m+1=(m+1)-1,
wiec P(m + 1,1) jest réwniez prawda. Uzywajac intuicji przedstawionej wyzej widzimy, ze wykonali$my

w istocie baze zwyklej indukeji po m. Wykonanie tego kroku wymagalo przeprowadzenia krokéw (a), (b).

Przechodzimy do kroku indukcyjnego, czyli kroku (c). Niech n > 1 oraz zalézmy, ze zdanie P(m,n) jest
prawdziwe dla kazdego m > 1. Wéwczas:

(m4+ D" = (m+1)(m+1)" > (m+ 1)mn.
Skoro jednak m > 1 oraz n > 1, to:
(m + 1)mn = m*n + mn > mn + m.

Zatem P(m,n + 1) jest prawda dla wszystkich m > 1.



Twierdzenie 4.1: O indukcji ,,wstecznej”
Niech T'(n) oznacza zdanie méwiace, ze pewne twierdzenie jest prawdziwe dla liczby naturalnej n.
Jezeli:
e istnieje SciSle rosngcy ciag liczb naturalnych (ng) taki, ze T'(ng) zachodzi dla kazdego k € N,
e dla kazdego naturalnego m > mg prawdziwa jest implikacja T'(m + 1) = T'(m),

to dla dowolnej liczby naturalnej n > mg zachodzi T'(n).

Zadanie 52 (Nier6wnosé miedzy Srednig arytmetyczna i geometryczna). Jezeli ay, ..., a, s¢ dodatnimi
liczbami rzeczywistyms, to zachodzi nieréwnosc:

ar+as+...+ay
n

> Yaiaz...0ay.

RozwiazANIE. Niech T'(n) bedzie, dla n > 1, zdaniem: dla dowolnych liczb ay,...,a, € Ry zachodzi
nieréwnosc¢
ay +ag+...+a,
n

= Yajas...an,.

Za ciag rosnacy (ny) w twierdzeniu wyzej bierzemy ciag nj = 2F.

Dla k = 1 mamy klasyczna nieréwnosé¢ szkolna:

a+b
: > Vab <= (vVa—Vb)? > 0.
Zatézmy, ze dla pewnego k > 1 zachodzi T(2F). Wéwezas dla 28+ liczb dodatnich aq, ..., a1 mamy:
a; + ...+ ask Qok41 + ...+ Qgrt+1
ap+ ...+ Aok + Aok + ...+ Aokt ok + ok
27€+1 - 2
T(>2k) 26/(11 ... Qok + 2{"/0/2,6_’_1 co . Qok+1
g 2
T(2) k k41
> 2\/a1 <. QokAok 4] ... Qok+1 = 2 '+\/CL1 <. Aok Aok 4] - .. Ak+1.

Whioskujemy, ze T(2%) zachodzi dla dowolnej liczby naturalnej k. Przechodzimy do uzasadnienia impli-
kacji T(m + 1) = T'(m), dla m > 1. Mamy (ladne wykorzystanie tego czym jest Srednia arytmetyczna):

a+...+am
ar+...+am a1+ =

) ay+ ...+
1 N a
= m > mt ey . ay " ———

m m—+1 m

Ostatnia nierownos$é redukuje sie do postaci:

(Wﬂ>m+ > (ay...am)MF1.

m

mT“ uzyskujemy T'(m), co oznacza, ze dowdd jest

zakonczony na mocy przytoczonej wyzej wersji zasady indukcji. |

Podnoszac uzyskana nieréwnos$¢ stronami do potegi

W ostatniej czesci tego rozdzialu pokazemy bardziej elementarny dowdd nieréwnosci miedzy Srednimi,
opierajacy si¢ o zasade maksimum.

Zachecam Czytelnika do wykorzystania indukcji wstecznej w dowodzie nastepujacej nieréwnosci, zwigza-
nej ze stynna formula Ramanujana (por. M. Sheard, Backward Induction and a Formula of Ramanujan,

Mathematics Magazine, Vol. 85, No. 5):

1+n\/1+(n+1)\/1+(n+2)\/l+(n+3)\/1+...<n+1.



Twierdzenie 4.2: Mocna zasada indukcji

Jesli A jest podzbiorem zbioru N takim, ze
(i) 0e A,

(ii) dla kazdej liczby naturalnej n: jezeli k € A, dla wszystkich liczb naturalnych k takich, ze
0<k<n,ton+1leA

to kazda liczba naturalna nalezy do A.

Dowdd. Zalézmy, ze A jest podzbiorem zbioru N oraz, ze spelnione sa warunki (i), (ii). Przypusémy, ze
istnieje liczba n, taka ze n ¢ A. Stad zbiér N\ A jest niepustym podzbiorem zbioru N. Na mocy zasady
minimum w zbiorze N\ A jest liczba najmniejsza ng. Oczywiscie ng # 0, gdyz 0 € A. Kazda liczba
naturalna k spelniajaca warunek 1 < k < ng — 1 nie nalezy do N\ A, a wiec nalezy od A. Z warunki (ii)
wynika, ze ng € A, co jest sprzeczne z zalozeniem, ze ng € N\ A. A zatem kazda liczba naturalna nalezy
do A, co konczy dowdd. O

Klasycznym przykladem zastosowania silnej indukcji jest dowod faktu méwiacego, ze kazda liczba natu-
ralna wieksza od 1 jest iloczynem liczb pierwszych. Innym przykladem jest nastepujace zadanie.

Zadanie 53. Wykaz, ze jesli p, jest n-tq liczbg pierwszq, to p, < 2%".

Niech P(n) bedzie zdaniem p,, < 22". Oczywiscie P(1) jest prawda: p1 = 2 < 22'. Zalézmy teraz, ze dla
1 < s < k zdanie P(k) jest prawdziwe. Mamy zatem:

p1<221, p2<222, pk<22k.

Mnozac te wszystkie nieréwnoéci stronami i korzystajac z wlasnosci dzialan na potegach mamy:
P2 pe+1<22 .02 02" 92 A2t 92" g2h

Zauwazmy zatem, ze kazdy dzielnik pierwszy liczby p1ps ... pr+1 spelnia p < 22", Zauwazmy jednak, ze

zadna z liczb pq, ..., pg nie jest dzielnikiem pierwszym liczby p1ps ... pr+1. A zatem jednym z dzielnikéw

pierwszych tej liczby jest p,, dla pewnego m > k + 1, co w obliczu p,, > pgy1 konczy dowdd

Szacowanie to jest niezwykle stabe. Nieco trudniejsze (ale wciaz stosunkowo elementarne w dowodzie)
jest zadanie méwigce, ze dla n > 2 iloczyn liczb pierwszych nie wigkszych niz n nie przekracza 4" 1.

4.4 Zasada dobrego porzadku (minimum i maksimum)

W pierwszym wykladzie méwilismy o podstawowych zastosowaniach zasady minimum i maksimum. Prze-
konajmy sie, ze wynika ona w istocie z aksjomatu indukcji.

Twierdzenie 4.3: Zasada minimum (N jest zbiorem dobrze uporzadkowanym)

W kazdym niepustym zbiorze liczb naturalnych istnieje liczba najmniejsza, czyli mniejsza lub réwna
od kazdej liczby nalezacej do tego zbioru. Innymi stowy relacja porzadku < zdefiniowana wczesniej
w N jest dobrym porzadkiem.

Dowdd. Zalézmy, ze A jest niepustym zbiorem liczb naturalnych i ze w A nie ma liczby najmniejsze;j.
Niech B bedzie zbiorem liczb naturalnych zdefiniowanym w nastepujacy sposob: liczba naturalna n nalezy
do B wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby naturalnej m, jesli m < n, to m ¢ A. Mozna powiedzieé,
ze jest to zbidr ograniczen dolnych zbioru A.

Latwo zauwazyé¢, ze 0 € B. W przeciwnym razie 0 bylaby najmniejsza liczba w A, wbrew zaloZeniu.
Zalézmy, ze n € B. Z definicji zbioru B wynika, ze dla kazdej liczby naturalnej m, jesli m < n, to
m ¢ A. Stad réwniez n + 1 ¢ A. W przeciwnym razie n + 1 byloby najmniejsza liczba w zbiorze A,
wbrew zalozeniu. W konsekwencji n+1 € B. WykazaliSmy, ze dla zbioru B spelnione sa zalozenia zasady
indukcji zupelnej. Stad B = N. Biorgc pod uwage definicje zbioru B wnioskujemy, ze A jest zbiorem
pustym, co przeczy zalozeniu. O



W powyzszym twierdzeniu rozpoznajemy oczywiscie szerszy kontekst teorii porzadkéw, ktéra sie nie
zajmujemy. Z zasady minimum wyprowadzi¢ mozna takze zasade maksimum.

Definicja 4.5: Zbidér ograniczony

Moéwimy, ze podzbiér A C N jest OGRANICZONY Z GORY liczba naturalng M wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdej liczby a € A zachodzi a < M.

Twierdzenie 4.4: Zasada maksimum

W kazdym niepustym podzbiorze A liczb naturalnych ograniczonym z géry istnieje element naj-
wiekszy, to znaczy istnieje a € A takie, ze dla kazdego b € A mamy b < a.

Dowdd. Niech B C N bedzie podzbiorem zlozonym z gérnych ograniczen zbioru M. Jest to podzbiér
niepusty (nalezy do niego M) zbioru N, wigc ma element najmniejszy, nazwijmy go M’. Liczba M’ — 1
nie jest ograniczeniem gérnym zbioru A, wiec dla pewnej liczby n € A zachodzi M > n > M — 1. Wynika
stad, ze n +1 > M, a poniewaz miedzy n i n + 1 nie ma liczb ze zbioru A, wiec M = n. O

* * *

Oto tadny przyktad zadania wiazacego indukcje z zasada maksimum.
Zadanie 54. Wykaz, Ze jezeli iloczyn dodatnich aq,...,a, wynosi 1, to a1 +as+ ...+ a, = n.

R0OzZwWIAZANIE. Dla n = 1 teza jest oczywiscie spelniona. Dla n = 2 otrzymujemy znana nieréwnos$é
T+ % > 2, dla z > 0. PrzejdZzmy do kroku indukcyjnego i zalézmy, ze teza zachodzi dla pewnego n
naturalnego. Rozwazmy liczby dodatnie aq,...,ant1, gdzie a1az2as . ..an+1 = 1. Przyjmijmy przy tym,
ze ap jest najmniejszym, a a,+1 — najwigkszym elementem tego ciggu. Stosujemy zalozenie indukcyjne
dla n-tki liczb ajay,+41,a2,as, ..., a,. Mamy zatem:

a10p+1 +a2+as+...+ay, = n.

Skoro a,y1 jest najwieksza, a a; najmniejsza z liczb, ktérych iloczyn wynosi 1, to mamy iloczyn dwoch
liczb nieujemnych:
(an+1 — 1)(1 - al) > 0.

Zatem:
Gpt1 — @1apt1 + a1 2 1.

Dodajac strony otrzymanej nieréwnosci ze stronami nieréwnosci otrzymanej z zalozenia indukcyjnego
otrzymujemy, ze a1 + a2 + ...+ an+1 = n+ 1, co jest teza dla n + 1. Zatem teze¢ otrzymujemy na mocy
zasady indukcji. |

Dowdd ten jest dosé sprytny, ale pokazuje kreatywne wykorzystanie wyrdznienia najmniejszego i naj-
wiekszego elementu. Wywnioskujemy z niego teraz obiecany kolejny dowod nieréwnoéci pomiedzy $rednia
arytmetyczna i geometryczna. Skorzystamy z poprzedniego zadania bierzemy

g = {/aiaz...an

oraz podstawiamy:
ai az an
r1 = —, o = —, Lp = —,
) ) )
Liczby x; sa nieujemne, a ich iloczyn réwny jest 1. W zwiazku z tym na mocy poprzedniego zadania
mamy:
a a a
I L
g ) g

co pociaga za soba teze.
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Zadania — zasada indukcji

Zadanie 1. Dla kazdej liczby naturalnej n > 1 zachodzi rownosé
” 1
> k(k+1) = gn(n+1)(n+2).
k=1

Zadanie 2. Dla kazdej liczby naturalnej n > 1 zachodzi réownosé:

~k(k+1) 1.2 2:3 77 nn+l) n+l

Zadanie 3. Dla kazdej liczby naturalnej n liczba 11772 4+ 1227+ jest podzielna przez 133.

Zadanie 4. Wykaz, Ze dla dowolnej liczby naturalnej n > 2 zachodzi wzor:

(D09 (a)-5

Zadanie 5. Udowodnij, Ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi nierownosé:

1 1
FHAETT
Zadanie 6 (Nier6wnosé Bernoullego). Udowodnij, Ze dla kazdej liczby rzeczywistej a > —1 i kazdej liczby
naturalnej n > 1 zachodzi nieréwnosé

Vn < .+ < 2v/n.

(1+a)" 21+ na.
Wykaz tez, ze dlan > 2 ia #0, a> —1 mamy nierédwnosé ostrq.
Zadanie 7. Cigg (F,), tzw. cigg Fibonacciego, zdefiniowany jest w sposéb rekurencyjny warunkams:
F():l,Fl =1 oraz F»,H_g :Fn+1+Fn~

Udowodnij, ze majg miejsce zaleinosci:
n
Fp1Fpy = F24(-1)",  oraz ZF} = F,Fp.q.

Zadanie 8. Udowodnij, zZe jesli n jest liczbg calkowitq wiekszq od 4, to

2" > n?.

Zadanie 9. (x) Wykaz, ze dla dowolnej liczby naturalnej n > 2 liczba 22" — 6 jest podzielna przez 10.

Zadanie 10. (x) Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 0 ma miejsce réwnodé:

1+v5 . 1-V5
2 B = 2

1
F, = —(a" =g, gdzie o=

V5

Zadanie 11. (x) Wykaz, Ze dla dowolnego naturalnego n zachodzi:

1 1 1 5
1 + 53 T 33 +...F 73 1
Zadanie 12. (x) Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n oraz k < n ilo$é wszystkich k-elementowych
kombinacji z elementéw zbioru n-elementowego jest rowna ( ) Uzasadnij prawdziwosé wzoru dwumiano-
wego Newtona.

Zadanie 13. (x) Wykaz, ze kazda liczba calkowita dodatnia moze byé przedstawiona jako suma parami
roznych naturalnych poteg liczby 2.



Zadanie 14. (x) Niech ag = a1 = a3 = 1 oraz a,, = ap—1 + ap—2 + an—3, dla kazdej liczby naturalnej
n > 3. Udowodnij, ze dla dowolnej liczby naturalnej k zachodzi nieréwnosé aj, < 2F.

Zadanie 15. (x) Wykaz, ze
20-41-6!- .- (2n)! > ((n+ 1)H™.

Zadanie 16. (x) Wykaz, ze dla liczby naturalnej n > 2 zachodzi nierdwnosé:

2\/3\/4~-~\/(n—1)\/ﬁ<3.

Zadanie 17. (%) Niech (ay,), (bs) bedg ciggami dodatnich liczb calkowitych spelniajgcymi warunek

an +b,V2 = (1+V2)",

dla wszystkich catkowitych dodatnich n. Wykaz, zZe dla dowolnej dodatniej liczby caltkowitej n liczby a,, i by,
sq wzglednie pierwsze.

Zadanie 18. (xx) Przy drodze w ksztalcie okregu rozmieszczone sq stacje benzynowe. W stacjach znajdugje
sie benzyna w ilosci wystarczajgcej (lacznie) do przejechania calej drogi. Udowodnij, e kierowca moZe tak
wybraé stacje, z ktorej rozpocznie podroz, by przejechaé calq droge jadgc w kierunku zgodnym z ruchem
wskazowek zegara, jesli bak jego pojazdu moze zawsze pomiescic¢ cate paliwo, ktore znajduje sie na stacyi,
do ktorej podjechal.

Zadanie 19. (xx) Dwdch graczy na plazy gra w nastepujgeq gre. Na plazy ustawiono w rzedzie skoticzenie
wiele wiader, z ktérych kazde zawiera pewng liczbe ryb. Dane jest tez bardzo duze dodatkowe skupisko ryb,
z ktorego mozna je w sposob nieograniczony pobieraé. Gra odbywa sie w turach, naprzemiennie wykony-
wanych przez graczy. Kazdy z nich w swojej turze zabiera rybe z jednego wiadra i doklada (ze skupiska)
ryby do wiader znajdujgcych sie na lewo od wiadra, z ktérego wyjel rybe — doktada tyle ryb ile chce do
kazdego wiadra (moze nic nie dodad). Wygrywa ten, kto wyjmie ostatnig rybe z wiadra tak, ze wszystkie
pozostang puste. Wykaz, Ze niezaleznie od przebiegu kazda taka gra koczy sie w skoriczenie wielu ruchach.



Rozdziat 5

Relacja podzielnosci
Rozklad na czynniki pierwsze

5.1 Relacja podzielnosci, rozmieszczenie dzielnikéw

Zgodnie z zasada minimum, przedstawiona na ostatnim wykladzie, w kazdym niepustym podzbiorze
zbioru liczb naturalnych istnieje liczba najmniejsza, czyli mniejsza lub réwna od kazdej liczby nalezacej
do tego zbioru. W oparciu o ta zasade wyprowadzimy dzi$ szereg rezultatéw dotyczacych podstawowych
wlasnosci podzielnoéci. Przyklad — twierdzenie o dzieleniu z reszta — pojawil sie juz na ostatnim wykladzie.
Podstawa jest jednak zagadnienie rozkladu na czynniki pierwsze.

Definicja 5.1: Podzielno$é w zbiorze liczb naturalnych

Méwimy, ze liczba naturalna m > 0 jest DZIELNIKIEM liczby naturalnej n, jesli istnieje liczba
catkowita d taka, ze n = d - m. Oznaczenie: m | n.

Sformulujmy bez dowodu proste wnioski z definicji.

Whiosek 5.1

Niech m,n,r € N beda liczbami dodatnimi.
e Jesli m|n oraz n|r, to m|r.
e Jesli m|n, to m ma nie wiecej dzielnikéw (naturalnych), niz n.

n

e Jesli m|n, to réwniez = |n.

Ponizej znajduje sie ilustracja powyzszego faktu obrazujaca istotna symetrie dzielnikow dodatniej liczby
catkowitej 2022. Ta symetria siega bardzo gleboko w algebraiczng nature liczb. Rozumienie owej swoistej
samodualno$ci pozwala zupelnie inaczej spojrzeé na strukture dzielnikéw liczby catkowite;j.

1 2 3 674 1011 2022



Whiosek 5.2

Liczba naturalna ma nieparzysta liczbe dodatnich dzielnikéw wtedy i tylko wtedy, gdy jest kwadra-
tem liczby naturalnej.

Dowdd. Niech
A={d|n:d<+/n} oraz B={e|n:d>/n}

Na mocy poprzedniego wniosku, zbiory A oraz B sa réwnoliczne. Jedli bowiem d < v/n, to & > /n,
i odwrotnie. A zatem liczba dodatnich dzielnikéw liczby n réwna jest:

e dwukrotnosci liczby elementéw zbioru A, jesli \/n nie jest dzielnikiem n,
o 2|A| + 1, jesli v/n jest dzielnikiem n.
Liczba /n jest dzielnikiem n wtedy i tylko wtedy, gdy n jest kwadratem. O

Opisane wyzej wlasnosci nadaja zbiorowi dzielnikéw ustalonej liczby n pewna wewnetrzng symetrie.
Kazdemu ,malemu dzielnikowi” mozna przypisa¢ odpowiadajacy mu ,duzy dzielnik” — poza sytuacja,
gdy mowa jest o dzielniku /n (to wyrdznia kwadraty liczb calkowitych). Wszystkie dzielniki liczby
naturalnej mozna ustawi¢ w ciag rosnacy zaczynajacy sie liczba 1 i konczacy sie liczba n:

n
l=di<dy<...< — < — =n. (@)
Liczbe dzielnikéw opiszemy podzniej jawnym wzorem, dysponujac jej rozktadem na czynniki pierwsze.
Rozwiazmy zadanie pokazujace w jaki sposéb powyzsze wlasnosci moga by¢ wykorzystane.

Zadanie. Liczby calkowite dodatnie a oraz b maja odpowiednio po 99 oraz 101 dodatnich dzielnikéw.
Czy iloczyn ab moze mieé¢ doktadnie 150 dodatnich dzielnikdéw?

Liczby a oraz b maja nieparzysta liczbe dzielnikéw, a zatem sa kwadratami liczb naturalnych, czyli
a = m? oraz b = n?, dla pewnych m,n € N. Zatem ab = m?n? = (mn)? réwniez jest kwadratem.

Na mocy Wniosku 4.2 liczba ab musi rowniez mieé nieparzysta liczbe dzielnikéw.

5.2 Liczby pierwsze i zlozone. Rozklad na czynniki pierwsze
Rozklad na czynniki i podzielno$é jest fundamentanym zagadnieniem teorii podzielno$ci. Stad abstrak-

cyjne stosunkowo pojecie liczby pierwszej obecne jest juz od stosunkowo wczesnych etapéw nauczania
w szkole podstawowe;j.

Definicja 5.2: Liczby pierwsze i zlozone

Liczbe naturalng n > 1 nazywamy LICZBA PIERWSZA, jesli ma doktadnie dwa dzielniki naturalne.
Liczbe naturalna n > 1 nazywamy LICZBA ZLOZONA, jesli ma wiecej niz dwa dzielnikﬂ

®Liczba 1 nie jest ani pierwsza, ani zlozona. W programie szkolnym pojawia si¢ czasem stwierdzenie, ze O jest
wielokrotnoscia liczby naturalnej. Liczby 0 réwniez nie zaliczamy do liczb ztozonych.

Obserwacja 5.1

Kazda liczba naturalna n > 1 ma dzielnik pierwszy.

Dowdéd. Ponownie skorzystamy z zasady minimum. Zbiér D,, = {d € N : d > 1 oraz d|n} jest niepusty,
bon € D,,, wiec istnieje w D,, element najmniejszy p > 1. To musi by¢ liczba pierwsza, bo w przeciwnym
przypadku dostaniemy p = dyds, gdzie 1 < dyi,ds < p. Przy tym d; | n, co przeczy minimalnosci p. O



Whiosek 5.3

Kazda liczba zlozona n ma (najmniejszy) dzielnik pierwszy nie wiekszy od /n.

Podstawowe rozwazania teorioliczbowe prowadzone byly juz w starozytnosci. Szczegdlnie fascynowaly
uczonych tzw. liczby doskonate. Tu jednak przywolujemy jedynie podstawowy fakt.

Twierdzenie 5.1: Euklides

Liczb pierwszych jest nieskonczenie wiele.

Dowdd. Zaltdézmy nie wprost, ze pi,...,pr sa wszystkimi liczbami pierwszymi. Rozwazmy liczbe
n=py-...-pxr+1.

Wowecezas zadna z liczb p; nie jest dzielnikiem liczby n, poniewaz n daje przy dzieleniu przez p; reszte 1.
Zatem liczba n musi mie¢ inny dzielnik pierwszy niz p1, ..., pr, co daje sprzecznosc. O

Whniosek 5.4
Dla kazdej liczby naturalnej n > 1 pomiedzy n oraz n! + 1 znajduje sie liczba pierwsza.

Stynne twierdzenie Czebyszewa z potowy XIX wieku méwi, ze dla n > 1 pomiedzy n, a 2n znajduje sie
liczba pierwsza. Na koncu wyktadu przedstawimy szkic pomystu na dowdéd. Warto odnotowaé, ze zgodnie
z problemem otwartym Legendre’a nie wiadomo czy pomiedzy kazdymi dwoma kolejnymi kwadratami
liczb > 1 znajduje si¢ liczba pierwsza.

Istnieja dowolnie dtugie ciagi liczb naturalnych, nie zawierajace liczby pierwszej, np.:
n!+2, nl+3 nl+4 ..., nl+n

Fakt ten jest o tyle ciekawy, ze zapewnia dow6d nastepujacego (nieoczywistego) twierdzenia.

Twierdzenie 5.2

Liczba f(z) liczb pierwszych mniejszych lub réwnych = € R nie jest funkcja wielomianowa.

Dowdd. Gdyby f(z) bylta funkcja wielomianowa stopnia n, to dla z = (n+2)! 4+, gdzier = 2,...,n+2
funkcja ta przyjmowaé by musiala ta sama wartosé. Jedli ta warto$é réwna jest k, to f(x) — k = 0 jest
réwnaniem wielomianowym stopnia n z n + 1 pierwiastkami, co jest niemozliwe. O

Obserwacja 5.2

Liczba n > 1, n € N, jest albo pierwsza, albo iloczynem (skorniczonej liczby) liczb pierwszych.

Dowdd. Dowdd jest indukcja ze wzgledu na n. Liczba 2 jest pierwsza. Wezmy dowolna liczbe n > 2.
Mozliwe sa dwa przypadki. Jedli n jest liczba pierwsza, to nie ma czego dowodzi¢. Jesli n nie jest liczba
pierwsza, to istnieja k, [ spelniajace 1 < k,l < n takie, ze n = k - l. Przypu$émy nie wprost, ze istnieje n
takie, ze n nie jest iloczynem liczb pierwszych. Wowczas zbiér B zlozony z takich liczb jest niepusty, wiec
istnieje w nim najmniejszy element (zasada minimum) m. Skoro m nie jest liczba pierwsza, to mozna ja
przedstawi¢ jako iloczyn k - [, gdzie 1 < k,I < m. Skoro m bylo najmniejszym elementem zbioru B, to
k,l sa iloczynami liczb pierwszych. Zatem m = kl tez jest iloczynem liczb pierwszych. Zatem zalozenie,
ze B jest niepusty prowadzi do sprzecznosci. O



Twierdzenie 5.3

Rozktad liczby naturalnej n > 1 na czynniki pierwsze jest jednoznaczny z dokladnoscia do kolejnosci
czynnikéw, tzn. jeSlin =pipa ... pr = q1q2 - - . . - ¢s, gdzie p;, ¢; sa liczbami pierwszymi, to k = s
oraz kazdy p; jest réwny pewnemu g;.

Dowdd. Przypusémy, ze istnieja liczby naturalne wigksze niz 1, ktorych rozktad na czynniki pierwsze nie
jest jednoznaczny. Niech n bedzie najmniejsza taka liczba. Wowczas

n=pipz2:...Prx=4q1q92 * ... (qs,
gdzie p;, q; to liczby pierwsze. Gdyby np. p; = ¢;, to
n n

—=—<n
bi  4gj

i rozklad kazdego z tych iloczynéw na czynniki pierwsze nie jest jednoznaczny, co przeczyloby minimal-
nosci n. A zatem {p;} N {g;} = 0, Bez straty ogélnosci mozemy zatem zalozy¢, ze p; < ¢1. Rozwazmy w
takim przypadku liczbe:

M=n—p1g2...qs = q1q2 - qs —P1G2 - - - Gs = (q1 — P1)G2 - .. qs < M.

Liczba ta, jako mniejsza od n, ma jednoznaczny rozklad na czynniki pierwsze, to znaczy: p; musi by¢
jedna z liczb

q1 —P1,42;---,4s-
7Z tego wynika jednak, ze liczba p; jest dzielnikiem ¢, co przeczy pierwszosci ¢ . O

Odnotujmy pewne istotne wnioski z twierdzenia o rozkladzie i jednoznacznosci tego rozkladu na czynniki
pierwsze. Oto fakt nagminnie stosowany w rozmaitych konkursach.

Whiosek 5.5

Niech p bedzie liczba pierwsza, oraz niech a,r,s,n beda dodatnimi liczbami catkowitymi
e jesli p jest dzielnikiem liczby a™, to rowniez p™ jest dzielnikiem liczby a”,

e jesli rs = p™, wéwcezas tak r, jak i s sa potegami liczby pierwszej p.

Mozemy tez wroéci¢ do poruszonego juz problemu liczby dzielnikéw dodatnich.

Twierdzenie 5.4

Roztézmy liczbe n > 1 na czynniki pierwsze:

M=D1 ... DL P2 - D2 ee.Dsen. Ds =D P32 ... P2,

ay razy ag razy as razy

gdzie p1 < pa < ... < ps sa liczbami pierwszymi oraz ai,ase,...,as > 0 sg liczbami naturalnymi.
Liczba dzielnikéw n réwna jest:

(a1 4+1)-(az+1)-...-(as+1).

Dowdd. Zgodnie z jednoznacznoscia rozktadu n na czynniki pierwsze, dowolny dzielnik m liczby n ma
nastepujacy rozktad na czynniki pierwsze:

pipE - opl, (%)
gdzie t; < ay,...,ts < as. Kazda liczbe t; mozna wybraé tak, aby byla dowolna liczba calkowita od 0
do a;. Innymi stowy — rézne wybory ciagéw (¢1,ts, . . ., ts) nieujemnych wykladnikéw w rozkladzie (&) daja

rézne dzielniki (i wszystkie mozliwe) naturalne dzielniki n. Wnioskujemy ten fakt ponownie z twierdzenia
o jednoznaczno$ci rozktadu. A zatem z zasady mnozenia wynika, ze dzielnikow liczby n jest tacznie
(a1 + D(ag+1) ... (as+1). O



5.3 Pojecia NWD i NWW

Intuicje dotyczace znaczenia pojecia najwiekszego wspélnego dzielnika wywodzi¢ mozna z bardzo réznych
prostych zagadnien praktycznych. Najbardziej podstawowe to: zadania dotyczace grupowania obiektow
réznego rodzaju w zestawy (czy tez druzyny, grupy, paczki) zawierajace tyle samo obiektéw tego samego
rodzaju. Zobaczmy proste przyktady.

e Majac 15 czekoladek i 5 batonéw zrobimy maksymalnie 5 zestawdw, z ktorych kazdy zawiera tyle
samo czekoladek (trzy) i batonéw (jeden).

e W grupie 15 chtopcow i 6 dziewczynek wskaza¢ mozna maksymalnie 3 druzyny, z ktérych kazda
zawiera ustalona liczbe dziewczynek (piec) i ustalona liczbe chlopcéw (dwdch).

e Zestawu 15 kredek i 7 oléwkéw nie mozna rozdzieli¢ ,sprawiedliwie” w zadnej grupie dzieci (innej
niz jednoosobowa) tak, by kazdy otrzymal ustalona liczbe kredek i ustalong liczbe oléwkoéw.

Owa ,maksymalna liczba zestawéw /druzyn/paczek” zawierajacych tyle samo obiektéw jednego i drugie-
go rodzaju, przy czym obiektéw jednego rodzaju jest n, a drugiego jest m wynosi wlasnie NWD(n, m).
Definicja ta moze by¢ w sposéb bardzo prosty rozszerzona do wigkszej liczby obiektow. Jesli chcemy przy-
gotowaé paczki zawierajace jednakowa liczbe czekoladek, batonéw i pomaranczy, przy czym liczba tych
obiektéw wynosi odpowiednio p, ¢, 7, to paczek takich mozna przygotowaé¢ maksymalnie NWD(p, ¢, ).

Definicja 5.3: Najwiekszy wspoélny dzielnik i najmniejsza wspolna wielokrotnosé

Niech a,b dodatnimi liczbami naturalnymi. Okre§lamy NAJWIEKSZY WSPOLNY DZIELNIK liczb a, b
NWD(a, b) = max{d : d|a oraz d | b}
oraz NAJMNIEJSZA WSPOLNA WIELOKROTNOSC liczb a, b:
NWW(a,b) = min(m > 0: a|m oraz bl m}.
Na tym wyktadzie skupimy sie jedynie na tych aspektach wprowadzonych wyzej pojeé, ktére dotycza

liczb naturalnych. Z twierdzenia o jednoznacznosci rozkladu na czynniki pierwsze wynika natychmiast
nastepujacy wniosek.

Whiosek 5.6

Niech a, b bedg liczbami naturalnymi, przy czym dla pewnych liczb pierwszych p1,...,p, mamy:

n — b b bn,
a:p¢111.pg2.._..p;ll7 b—Pll'P22'-~-'pn7
gdzie a; oraz b; sa nieujemnymi liczbami catkowitymi. Wéwczas:
NWD(a,b) = prlnin(a17b1) . p;nin((m,bz) . -pfin(“’“b"),

max(ai,b max(az,b max(any,bn
NWW (a,b) = prxentn) pmax(azba) - pmax(an.bn)

Korzystajac z definicji mozna zauwazy¢, ze pojecia NWD oraz NWW rozszerzy¢ mozna na dowolne
uktady liczb calkowitych. Dzieje si¢ to w szczegdlnosci w zwiazku z nastepujaca wazna definicja.

Definicja 5.4

Liczby naturalne ay, ..., a, > 0 nazywamy WZGLEDNIE PIERWSZYMI, gdy NWD(aq,...,a,) = 1.

W szczegblnosci, aby liczby aq,...,a, byly wzglednie pierwsze potrzeba i wystarcza, aby nie mialy
one zadnego wspdlnego dzielnika pierwszego. Pojecie wzglednej pierwszosci jest fundamentalne dla wielu
zagadnien teoretycznych. Podstawowa jest, dla przykladu, nastepujaca obserwacja.



Obserwacja 5.3

Jezeli liczby naturalne a,b sa wzglednie pierwsze oraz ich iloczyn ab jest k-ta potega niezerowej
liczby catkowitej, dla pewnej liczby naturalnej k& > 1, to kazda z liczb a,b jest k-ta potega liczby
naturalnej, tj. istnieja n, m € N takie, ze

Zadanie 55 (VI OMG). Udowodnij, ze nie istniejg dodatnie liczby nieparzyste a i b takie, ze
a? - v =4.
RozwIiAZANIE. Przypusémy, ze takie liczby a oraz b istnieja. Wéwcezas nietrudno widzieé, ze a > 3 oraz :
b’ =a®>—4=(a—2)(a+2).

Liczby a — 2 oraz a + 2 sa wzglednie pierwsze, co Czytelnik zechce uzasadni¢. Wynika stad, na mocy
Obserwacji wyzej, ze liczby a — 2 oraz a + 2 sg szesScianami liczb naturalnych, czyli istnieja m,n € N, ze:

a—2=m? oraz a+2=n’
Mamy tez m < n oraz liczby m,n sa nieparzyste. Mamy zatem:
nd—m?=(m-—m)(n®+mn+n?)=a+2—(a—2)=4.
Jednak liczby m,n sa nieparzyste i dodatnie, wiec n —m > 2 oraz
n*4+mn+n®>9+3+1>13.

A zatem iloczyn tych liczb nie moze wynosié 4. |

5.4 Wyktadnik p-adyczny

Wygodna metoda patrzenia na teorie podzielnosci jest wprowadzenie (pozaszkolnego) pojecia wykladnika
p-adycznego. Pozwala ono na przeformulowanie faktéw dotyczacych podzielnosci na jezyk algebraiczny
(podobne ,algebraizacje” zobaczymy wielokrotnie, np. w teorii kongruencji czy trygonometrii).

Definicja 5.5: Wyktadnik p-adyczny

Dana jest liczba pierwsza p oraz liczba catkowita dodatnia n. WYKLADNIKIEM p-ADYCZNYM liczby n
nazywamy taka liczbe calkowita nieujemng k, ze p* jest dzielnikiem n oraz p**! nie jest dzielnikiem
n. Piszemy wowczas

vp(n) = k.

A wiec dla przyktadu v3(24) =1, v7(30) =0, wv5(500) = 3.
Obserwacja 5.4

Niech z,y beda dodatnimi liczbami naturalnymi. Nastepujace warunki sa réwnowazne.
e zly,
e dla kazdej liczby pierwszej p zachodzi nieréwnosé vy,(x) < vp(y)

W szczegblnosci « = y wtedy 1 tylko wtedy, gdy vp(z) = v,(y), dla kazdej liczby pierwszej p.

Odnotujmy najpierw kilka bardzo prostych wlasnosci, wynikajacych bezposrednio z twierdzenia o rozkta-
dzie liczby naturalnej na czynniki pierwsze.



Obserwacja 5.5

Niech p bedzie liczba pierwsza, za$ a, b niech beda liczbami calkowitymi. Wowczas:
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Przyktadowe proste zastosowanie powyzszych faktéw.

Zadanie 56. Niech p bedzie liczbg pierwszq. Wykaz, ze réwnanie x2—py? = 0 nie ma rozwigzan w liczbach
catkowitych.

ROZWIAZANIE. Aby zachodzila réwno$¢ 2% = py? konieczne jest, aby v, (%) = v,(py?). Jedna strona tej
réwnodci jest liczbg parzysta 2v,(z), druga za$ — liczba nieparzysta 2v,(y) + 1, co jest niemozliwe. [ ]

Whniosek 5.7
Dla kazdej liczby pierwszej p liczba /p jest niewymierna.

Rozwazny tez drugie zagadnienie.
Zadanie 57. Dla dowolnych liczb calkowitych dodatnich zachodzi réwno$é NWD(a,b) - NWW (a,b) = a-b.
ROZWIAZANIE. Policzmy warto$¢ wyrazenia v,(NWD(a, b)- NWW (a, b)) —v,(ab). Zgodnie z wlasnoéciami

podanymi wyzej wyrazenie to jest réwne min{v,(a), v,(b)} +max{v,(a), vp(b)} —vp(a) — v, (D). Jest jasne,
ze uzyskane wyrazenie jest zawsze réwne 0. ]

Obserwacja 5.6: Formuta Legendre’a

Niech n > 1 bedzie liczbg naturalna oraz p — liczba pierwsza. Wowczas:

wo=[5]+ 3] 5]

gdzie [z] jest najmniejsza liczba calkowita nie wieksza niz x.

Zobaczmy krotki szkic dowodu. Mamy
vp(n!) = vp(1) +vp(2) + ...+ vp(n — 1) + vy(n).

Jedynie dzielniki liczby p sa niezerowymi skltadnikami tej sumy. Niech r bedzie najwicksza liczba catkowita
dodatnig taka, ze rp < n. Wéwczas:

vp(n!) = vp(p) +vp(2p) + ... + vp(rp)
= ’Up(l) + Up(2) +...+ UP(T) tr- Up(p)
= 0p(1) + 0p(2) + ..+ 0p(r) + 7 = (1) + 7.

Oczywiscie r = {%} . Postepujac analogicznie jak dla n widzimy, ze v,(r) = vp(1) + ...+ vp(s) + s, gdzie



Wzér powyzej trzeba by oczywiscie uzasadnié, podobnie jak wzor
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dla k > 1, co zostawiam jako ¢wiczenie. Postepujac w ten sposéb dalej uzyskujemy kolejne sktadniki
sumy wystepujacej we wzorze Legendre’a. Po pewnej liczbie krokéw zostanie nam do obliczenia v, (g!),
gdzie g < p, co jest réwne 0.

Jedli komus powyzszy dowdd sie nie podoba, moze sie uciec do innego, klasycznego argumentu. Jesli
k < noraz v,(k) = s, to owe s kopii liczby p wchodzacych do rozktadu na czynniki pierwsze liczby k < n
wliczamy do sumy v,(1) + ... + v,(n) poprzez s krokéw: raz, gdy liczymy k jako liczbe ktéra spelnia
vp(k) > 1, raz, gdy liczymy k jako liczbe ktéra spelnia v, (k) > 2, raz, gdy liczymy k jako liczbe ktéra
spelnia v, (k) > 3, ..., wreszcie: raz, gdy liczymy k jako liczbe ktéra spelnia v, (k) > s.

Typowym (i zapewne jednym z prostszych) zastosowaniem wzoru Legendre’a jest wyznaczanie liczby zer,
ktora konczy sie rozwiniecie dziesietne liczb typu n!, i podobnych.

Na przyktad dla 2022! chodzi o przedstawienie jej w postaci 10% -y, gdzie y jest liczba niepodzielna przez
10. Zauwazmy, ze x = v5(2022). Istotnie, nietrudno sprawdzié, ze

2(20221) > v5(2022!),

poréwnujac ze soba kolejne sktadniki [2022/2%] oraz [2022/5%] sum opisujacych te wielkoéci. A zatem
liczba 2022! ma na koncu 503 zera, zgodnie z ponizszym rachunkiem.

2022]  [2022] [2022] [2022
v5(20221) = { - } + [ o } + { 125} + [625] — 404 4 80 + 16 + 3 = 503.

Warto powiedzieé kilka sléw o ilorazach silni oraz o tym, ze sa one niekiedy liczbami calkowitymi.

Obserwacja 5.7: Symbol dwumianowy jest liczba catkowita

Dla dowolnych liczb naturalnych n, m nastepujacy iloraz jest liczba catkowita:

(1) e

m n!-m!

Symbol uzyty wyzej ma interpretacje kombinatoryczna, nad ktora sie w tym miejscu nie zatrzymujemy.
Zobaczymy natomiast, ze szereg wlasnosci tego symbolu wywie$¢ mozna z naszych dotychczasowych
obserwacji teorioliczbowych. Zacznijmy od dowodu.

Dowdéd. Dla dowolnej liczby pierwszej p zachodzi nieréwnosé
vp(n!-ml) = v,(nl) + vp(m!) < vp((m+n)l).

Niech s bedzie liczba naturalna taka, ze p* < m +n < p*+t1. Wtedy

vp(m!) < [%} + [1%} + ...+ [pﬂ}
o) < 2] o+ (3] o+ + [2]
wlm+n)) = [m2] 4 [ma] 44 [mia]

Pokazemy, ze dla dowolnej liczby 1 < r < s mamy:

NN

Dla dowolnych liczb rzeczywistych z,y € R mamy jednak [z] < z, oraz [y] < y, zatem [z] + [y] < = + .
Skoro jednak liczba [z] + [y] jest catkowita, to [z] + [y] < [z + y]. O




Mozna podaé wiele innych przykladéw podobnych podzielnoéci. Do wyjasnien odsylam do tekstu prof.
Guzickiego (bibliografia). Catkowite sa, dla dowolnych m,n naturalnych, na przyktad liczby:
(2n)! (6n)! - (2n)! (2m)! - (2n)!
nl-(n+1)! (4n)!-Bn)t-n!” m!-n! (m+n)

Poszukiwanie dzielnikéw pierwszych symboléw dwumianowych miewa bardzo glebokie zastosowania.
Pieknym przykladem jest dowodd postulatu Bertranda pochodzacy od dowdd 19-letniego Paula Erdésa
7 1932 roku. Pierwszy dowod podal natomiast Czebyszew w roku 1850. Oto ten postulat.

Twierdzenie 5.5: Postulat Bertranda

Dla kazdej liczby naturalnej n > 2 istnieje taka liczba pierwsza p, ze n < p < 2n.

Dowdéd Erdésa oparty jest na nastepujacej prostej obserwacji.
Obserwacja 5.8: Liczby pierwsze od n do 2n sga dzielnikami pewnej liczby

Kazda liczba pierwsza p spelniajaca nierownosé n < p < 2n jest dzielnikiem liczby

<2n) @n)! _ (1) (n+2)-... 2

n nl-nl 1-2-...-n

Obserwacja ta jest oczywista. Jedli liczba pierwsza p spelnia nieréwnos¢ n < p < 2n to jest jednym
z czynnikow licznika powyzszego ilorazu. Mianownik jest natomiast iloczynem liczb nie wigkszych niz n,
a wiec z pewnoscia p nie jest jego dzielnikiem. A zatem dowdd postulatu Bertranda sprowadziliémy do
poszukiwania dzielnikéw pewnego symbolu dwumianowego. Ich wyznaczenie jest pewnym wyzwaniem.
Oto kilka prostych uwag.

Wyznaczymy x, = v, (27?) 7 wzoru Legendre’a jest to suma postaci:

23
o<[3]-ofg] 3 () -

Zatem kazdy powyzszy skladnik réwny jest 0 lub 1, za$ x, szacuje sie przez maksymalne k. Zatem
otrzymujemy szacowanie

Dla kazdego k£ mamy:

xT

prr < 2n.

Whiosek 5.8

: _ 2n 2 .
Niech z;, = v, (). Wowczas:

o 7, <1,dlap>v2n,

e z, = 0, dla p nieparzystych wigkszych od %n i nie wiekszych od n.

Dowdd. Jesli p > v/2n, to p*> > 2n. A zatem w tym przypadku maksymalne k takie, ze p¥ < 2n réwne
jest 1. Stad z, < 1, dla p > v2n.

Jesli p > 3 oraz zachodzi warunek 2n < 3p < 3n, to w iloczynie (2n)! sa tylko dwie wielokrotnosci p, wiec
v,((2n)!) = 2, za$ skoro liczba n! ma dokladnie jeden czynnik p (bowiem 2n < p < n), wiec v,(n!-n!) = 2.
A zatem x, = 2 — 2 = 0, dla p nieparzystych wiekszych od %n i nie wiekszych od n. O



Jak zatem oszacowaé¢ mozna rozktad (2:) na czynniki pierwsze? Mamy:
2n ki
e I - I » I »
2<p; <V2n V2n<p<in  n<ps2n
przy czym po prawej stronie mamy:

e iloczyn poteg k; dzielnikéw pierwszych p; od 2 do nie dalej niz v/2n, przy czym zawsze:
i 2n
pf < 2n, bo k; zvp,i< ),
n

e iloczyn tych liczb pierwszych, ktére sa wieksze niz v2n a nie wigksze niz %n, wchodzacych do

rozktadu (27?) z wyktadnikiem réwnym co najwyzej 1,

e iloczyn tych liczb pierwszych, ktore sa wieksze od n, a mniejsze od 2n — takie, o ktére pyta postulat
Bertranda. Jesli takie p istnieje, to x, = 1.

Do dowodu postulatu Bertranda jest jeszcze wymagane kilka waznych (i tadnych) krokéw. Czytelnika
zainteresowanego caloscia tego rozumowania odsytam do wyktadu prof. Guzickiego (ostatni) lub do mojej
prezentacji, pod adresem https://mimuw.edu.pl/ amecel/popularne/mecel_pierwsze.pdf.

Mozliwa dalsza lektura

1. Bzdega B.: Wykladniki p-adyczne, Kacik Poczatkujacego Olimpijczyka,
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2. Guzicki W.: Algorytmiczna teoria liczb, Wyktad monograficzny na MIM UW,
https://www.mimuw.edu.pl/ guzicki/atl.htmll

3. Guzicki W.: Silnie i podzielnosé, seminarium podczas finalu OMG,
http://www.sem.edu.pl/materialy/FinalOMG.pdf.

4. Jaszunska J.: Kwadraty i dzielniki, Gazetka OMJ Kwadrat (11),
https://omj.edu.pl/uploads/attachments/kwadrat-11-kolor.pdf.

5. Mecel A. Dzielniki male ¢ duze, seminarium OMJ,
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Zadania — dzielniki i rozklad na czynniki pierwsze

Zadanie 1. ZnajdZ wszystkie liczby naturalne podzielne przez 5 i majgce pieé¢ dzielnikow dodatnich.

Zadanie 2. Wypisano wszystkie dzielniki dodatnie liczby catkowitej n > 1, za wyjgtkiem liczb 1 oraz n.
Wsrod wypisanych liczb najwieksza jest 45 razy wieksza niz najmniejsza. Wyznacz mozliwe wartosci n.

Zadanie 3. Dodatnia liczba calkowita n jest sumq swoich trzech najwiekszych dzielnikow wlasciwych.
Wykaz, Ze n jest liczbg podzielng przez 6.

Zadanie 4. Czy suma odwrotnosci n paramsi réznych liczb pierwszych moze byé liczbg catkowitq?

Zadanie 5. Niech d bedzie dodatnim dzielnikiem liczby catkowitej n > 1. Wykaz, Ze
2Vn<d+ o <n+l.

Wykaz, ze jesli s, jest Srednig arytmetyczng wszystkich dodatnich dzielnikéw liczby n, to zachodzq nie-
rownosci:
n+1

Vn < s, < 5

Zadanie 6. ZnajdZ najwyzszq potege liczby 2 bedacq dzielnikiem liczby

Ly=(n+1)(n+2)-... 2n,

gdzie n jest liczbg naturalng.

Zadanie 7. (%) Niech n > 2 bedzie liczbg calkowitq o dzielnikach 1 = dy < do < ... < d}, = n. Wykaz
nierownosé
dido + dods + ... + dp_1ds, < n®.
Kiedy liczba dido + dods + ... + di_1dy, jest dzielnikiem liczby n®?
Zadanie 8. (x) Znajd? wszystkie liczby calkowite n > 2, dla ktérych n jest dzielnikiem (n — 1)!.

Zadanie 9. (x) Najwickszy wspdlny dzielnik liczb naturalnych a,b, ¢ jest réwny 1. Udowodnij, ze jezeli
zachodzi réwnosé
ab = c(b— a),

to liczba b — a jest kwadratem liczby catkowitey.

Zadanie 10. (x) Wykaz, ze jezeli liczby naturalne a i b spelniajq réwnanie a® + a = 3b?, to liczba a + 1
jest kwadratem liczby catkowitej.

Zadanie 11. (x) Wyznacz wszystkie dodatnie liczby calkowite m, n, dla ktérych 1 +5 - 2™ = n?.
Zadanie 12. (%) Rozwigi w dodatnich liczbach calkowitych réwnanie 4% + 37 = 22

Zadanie 13. (x) Znajd? liczby calkowite x oraz y, spelniajgce réwnanie:

1+z+a2+2%=2v

2P~l 1
P

Zadanie 14. (xx) ZnajdZ wszystkie liczby pierwsze p o tej wlasnosci, ze liczba jest kwadratem.

Zadanie 15. (xx) Wyznacz wszystkie liczby pierwsze p oraz q, takie Ze 20p® — ¢* = 1.

Zadanie 16. (xx) Dodatnie liczby calkowite spelniajg warunek n(4dn+ 1) = m(5m+ 1). Wykaz, Ze liczba
n —m jest kwadratem liczby catkowitey.

Zadanie 17. (xx) ZnajdZ wszystkie dodatnie liczby calkowite n, takie Ze liczba 2™ — 1 nie ma Zadnego
dzielnika pierwszego wiekszego od 7.



Rozdziat 6

Kombinacje liczb calkowitych
Wokél algorytmu Euklidesa

6.1 Liczby calkowite jako pary

Przejdziemy do rozwazan dotyczacych liczb catkowitych. W programie szkolnym wprowadzane sa one
okolo klasy piatej, w sposéb nieformalny, ilustrowany réznymi przykiadami. Formalnie rzecz biorac liczby
calkowite definiuje sie najczesciej jako klase réwnowaznosci relacji ~ na zbiorze N x N.

Definicja 6.1: Liczby calkowite

Okreslamy w zbiorze N x N relacje ~:
(a,b) ~ (¢,d) <= a+d=0b+ec.

Jest to relacja réwnowaznodci i klasy [(a, b)] tej relacji nazywamy LICZBAMI CALKOWITYMI, ozn. Z.
Okreslamy tez, dla kazdego z = [(a,b)] € Z element przeciwny —z = —[(a, b)], réwny [(b, a)].

Liczby [(a,b)], dla ktérych a > b nazywamy LICZBAMI CALKOWITYMI NIEUJEMNYMI i utozsamiamy z licz-
bami naturalnymi, tzn. piszemy [(a,b)] = a — b, a liczby [(a,b)], dla ktérych a < b nazywamy LICZBAMI
CALKOWITYMI UJEMNYMI i réwniez utozsamiamy je z liczbami naturalnymi dodatnimi, a zgodnie z kon-
wencjag wyzej odrézniamy je od liczb nieujemnych przez dodatnie znaku —.

O relacji wyzej mozna mysle¢ na wiele sposobéw, np. tak, ze liczba reprezentujaca dana klase [(a,b)]
jest rozwiazaniem réwnania x + b = a. Intuicyjnie wigc dana klasa reprezentuje liczbe a — b. Zatem
[(2,0)] = [(4,2)] utozsamiamy z liczba 2, a [(0,2)] = [(1,3)] z liczba —2. W zbiorze tym wprowadzié
mozemy dziatania dodawania i mnozenia, a takze relacje liniowego porzadku:

Definicja 6.2: Dodawanie i mnozenie liczb calkowitych
W zbiorze Z wprowadzamy dzialania dwuargumentowe dodawania i mnozenia:

[(a,b)] + [(c,d)] = [(a+ ¢, b+ d)], [(a,b)]-[(¢,d)] = [(ac + bd, ad + bc)].

W zbiorze liczb catkowitych wprowadzamy, w oparciu o porzadek w liczbach naturalnych, naturalny
liniowy porzadek, zgodny z porzadkiem N traktowanego jako podzbiér Z.

Definicja 6.3: Porzadek w zbiorze liczb caltkowitych

Okreslamy relacje < w zbiorze Z, Méwimy, ze [(n, k)] < [(p,q)], gdy n +q¢ <p+ k.



Dzialania te maja wlasnosci znane ze szkoly. Ich przeglad, w sformutowaniu abstrakcyjnym, mozna zna-
lez¢ na przyktad pod adresem http://smurf.mimuw.edu.pl/node/616. Znajdziemy tu miedzy innymi
uzasadnienie dobrego okreslenia tych dziatan. Sa to czynnosci rutynowe, ale nalezy dobrze rozumieé ich
uzasadnienie. Chodzi o pokazanie np., ze je$li mamy pary (n, k), (p,q), (m,1),(r,s) liczb naturalnych,
spelniajace (n, k) ~ (p,q) oraz (m,l) ~ (r,s), to

[(n, B)] + [(m, D] = [(p, )] + [(1, 5)]-

Nie lezy to oczywiscie w naturze rozwazan szkolnych.

Wszystkie te informacje wygladaja bardzo abstrakcyjnie, ale w istocie zawierajg jedynie Sciste ujecie tre-
Sci, o ktorych méowimy w szkole, najczesciej interpretujac liczby ujemne w jezyku ,dlugu”. Np. méwiac
o liczbie —2 mozemy moéwié tak: gdybym mial oddaé¢ Kasi 10 zlotych majac jedynie 8 ztotych w reku,
wtedy brakuje mi 2 zlotych i ten brak nazywam liczba —2, co opisa¢ mozna réwnaniem x + 10 = 8,
z ktérego bierze sie para (8,10). Zamiast tych liczb mozna wstawié¢ 9 i 11 zlotych, dostajac réwnanie
x4+ 11 =9 i réwnowazna do (10, 8) pare opisujaca liczbe —2, czyli (11,9).

6.2 Znak liczby calkowitej, a podzielnosc¢

Naszym celem jest naszkicowanie teorii podzielnosci zwiazanej z liczbami catkowitymi. Teoria ta obejmuje
szereg narzedzi i obserwacji, poczawszy od elementarnych rozszerzen pojecia liczby pierwszej i ztozonej.
W tym celu wprowadzamy pojecie wartosci bezwzglednej (liczby caltkowitej).

Definicja 6.4: Wartosé bezwzgledna i funkcja signum liczby caltkowitej

Niech x € Z. Wéwczas okreslamy WARTOSC BEZWZGLEDNA |z| liczby a:

2] z , jeslix >0,
€Tl =
—x , jesliz < 0.

W szczegolnoded, dla © # 0 istnieje liczba sgn(z) € {—1,1}, taka ze
x =sgn(x) - x,

nazywana FUNKCJA SIGNUM (lac. znak) liczby z. Dla « = 0 definiujemy sgn(x) = 0.

Latwo sprawdzi¢, ze znane wlasnosci multiplikatywne znaku wyrazi¢ mozna elegancko w jezyku funkcji
signum, tzn.
sgn(z - y) = sgn(z) - sgn(y),

dla dowolnych liczb catkowitych z,y. Mozemy teraz przenie$¢ pojecia dotyczace podzielnosci na jezyk
liczb catkowitych.

Definicja 6.5

Niech m, n, d beda liczbami catkowitymi.

e Liczbe n nazywamy DZIELNIKIEM liczby m, jesli liczba naturalna |n| jest dzielnikiem liczby
naturalnej |m)|.

e Liczbe m nazywamy PIERWSZA (odp. ZLOZONA4), jedli liczba |m/| jest pierwsza (odp. zlozona).

o Jesli zalozymy, ze m,n # 0, to d okreslamy jako NWD(a, b), jedli |d| = NWD(|m/, |n|). Ana-
logicznie definiujemy NWW (m,n) oraz pojecie WZGLEDNEJ PIERWSZOSCI liczb catkowitych.


http://smurf.mimuw.edu.pl/node/616

6.3 Iloczyny liczb catkowitych, a r6wnania

Powyzsze definicje maja charakter formalny, ale wiaze sie z nimi kilka zagadnien o charakterze konkurso-
wym. Opieramy sie tu o dwie obserwacje, ktérych tu nie dowodzimy (jedna wynika z definicji mnozenia
liczb calkowitych, a druga — z twierdzenia o jednoznacznosci rozkladu na czynniki pierwsze).

Obserwacja 6.1

Niech a, b beda liczbami calkowitymi oraz niech p bedzie liczba pierwsza. Wowczas

ab=0=a=0lubb=0, ab=p=a,be{£l, £tp}.

Zobaczmy kilka przykladéwﬂ
Zadanie 58. Wyznacz wszystkie pary (z,y) liczb calkowitych spelniajacych réwnanie xy + 1=z +y.
ROZWIAZANIE. Przenoszac x oraz y na drugg strone, uzyskujemy

ry—x—y+1=0 << (z—-1)(y—1)=0.

Widzimy zatem, ze x = 1 lub y = 1. Rozwiazaniami wyj$ciowego réwnania sa wiec wszystkie pary liczb
calkowitych (x,y) postaci (1,s), (¢, 1), gdzie s,t sa dowolnymi liczbami catkowitymi. |

Zadanie 59. Wyznacz wszystkie pary (x,y) liczb calkowitych spelniajgce réwnanie 2xy + 3x +y = —1.

R0OzwIAZANIE. Problem wymaga nieco wiecej pomystowosci. Zauwazmy jednak, ze po przemnozeniu tego
réwnania przez 2 i po przy odpowiednim rozbiciu liczby —2 na 1 — 3 i mamy:

doy+6x+2y=-2 < (2z+1)2y+3)=1.

A zatem otrzymujemy uklad réwnan:

2z +1=1 2x4+1=-1
2y+3=1 " |2y+3=-1
A zatem rozwiazania wyjsciowego réwnania to (x,y) = (0, —1) oraz (z,y) = (=1, —2). |

Zadanie 60. Rozwigz rownanie
2?2 —zy—6y> =6

w liczbach catkowitych.

ROZWIAZANIE. Lewa strone rownania przedstawiamy w postaci iloczynu, wéwczas otrzymujemy réwnanie:
(x — 3y)(x + 2y) = 6.

Poniewaz 6 =1-6 =2-3 = (—1) - (—6) = (—2) - (—3). Mamy zatem do rozwazenia 8 przypadkéw (czyli
osiem ukladéw réwnan):

r—3y=1 r—3y==6 x—3y =2 x—3y=3
lub lub lub

r+2y==6 r+2y=1 r+2y=3 x+2y=2

T — 3y lub T — 3y 6 lub T — 3y lub T — 3y 3

r+2y=—6 r+2y=-1 T+2y=-3 T+2y=-2

Rozwiazanie w przypadku pierwszym i drugim to (4,1) oraz (3,—1). W przypadku trzecim i czwartym
rozwigzania nie sa liczbami catkowitymi. Podobnie dla pozostalych uktadéw, z ktérych otrzymujemy
dodatkowe pary (—4,—1),(—3,1).

|

INa podstawie artykutu Sztuczka z iloczynem Michata Kiezy oraz ksiazki Kolo Matematyczne w gimnazjum.



6.4 Kombinacje liniowe liczb catkowitych

Zadania powyzszego typu moga byé¢ oczywiscie bardziej skomplikowane, nie tylko rachunkowo. Aby to
zobaczy¢ przejdziemy teraz do zagadnien zwigzanych z kombinacjami liniowymi liczb catkowitych. Mo-
tywacja jest nastepujace zadanie, jeden z motywdéw filmow hollywoodzkich.

Zadanie 61. Dany jest pelen zbiornik mleka o duzej objetosci. Jas jest w posiadaniu dwéch pojemnikéw:
jeden ma objetosé 5 litréow, a drugi 9 litréw. Jas moze wykonywac nastepujgce operacje:

e nabierac mleka ze zbiornika do kazdego z pojemnikow,
e odlewac mleko z pojemnikéw z powrotem do zbiornika,
e przelewaé mleko pomiedzy pojemnikami.
Czy przy pomocy tych operacji Jas jest w stanie odmierzyé 2 litry mleka (pojemniki nie majg podzialki)?
Nietrudno przekonaé sie, ze Jas jest w stanie odliczy¢ 2 litry mleka. Oto przyktadowa procedura:
(0,0) = (5,0) = (0,5) — (5,5) — (1,9) — (1,0) — (0,1) — (5,1) — (0,6) — (5,6) — (2,9),

gdzie (z,y) oznacza liczbe litréw w zbiornikach w kolejnych krokach: z to liczba litréw mleka w pojemniku
5-litrowym, zas y to liczba litréw mleka w zbiorniku 9-litrowym.

W rozwigzaniu tym czterokrotnie napelniliSmy zbiornik 5-litrowy oraz dwukrotnie oprézniliémy pojemnik
9-litrowy. Ponizsze réwnanie wyjasnia zatem cala sytuacje:

2=4-5-2-9.

W jaki sposéb rozwiazywaé takie zadania? W istocie rozwiazujemy tu problem, ktéry przekracza program
szkolny. Rozwiazujemy bowiem réwnanie z dwoma niewiadomymi catkowitymi x,y postaci:

2 =bx + 9y.

Liczby z,y spelniajace powyzsze réwnanie to oczywiscie liczby réznych znakéw. To réwnanie nazywane
jest liniowym réwnaniem diofantycznym. Oczywiscie znajdowanie réznych par (z,y) spelniajacych to
réwnanie mozna interpretowaé¢ w jezyku zadania postawionego wyzej. Réwnania tego typu maja (dwa
dwdch i wigcej niewiadomych) ciekawg ceche — albo nie maja rozwiazania, albo maja nieskonczenie wiele
rozwiazan. Pierwsza sytuacje tatwo zobaczy¢ prébujac uzyskaé 2 litry mleka majac do dyspozycji zbiorniki
4-litrowe i 8-litrowe. Problem ten sprowadza si¢ do znalezienia takich liczb caltkowitych x,y, ze

4o + 8y = 2.

Widzimy jednak, ze rownania napisanego wyzej nie da si¢ rozwiazac. Istotnie, prawa strona tego réwnania
jest, niezaleznie od x oraz y liczbg podzielng przez 4. Natomiast 2 nie jest podzielna przez 4.

Definicja 6.6: Kombinacja liniowa liczb caltkowitych

Niech aq,as, ..., a, beda liczbami catkowitymi. Dowolng liczbe postaci
a1x1 +agxo + ...+ apTy

gdzie x1, x3, ..., x, sa liczbami catkowitymi nazywamy KOMBINACJA LINIOWA liczb ai,aq, ..., ay,.

A zatem, patrzac na przyklady wczesniej:
e 2 jest kombinacja liniowa liczb 5 oraz 9
e 2 nie jest kombinacja liniowa liczb 4 oraz 8

Czytelnik zaznajomiony z algebra akademicka rozpozna w zbiorze kombinacji liniowych ideal w pierscieniu
Z generowany przez liczby ai, ..., a,. Moze sie komus nie podobaé¢ nazewnictwo z algebry liniowej, ale
jesli ktos potraktuje liczby catkowite jako Z-modutl, to juz nie jest to tak duzym problemem.



Obserwacja 6.2

Niech a, b beda liczbami catkowitymi.

e Jedli liczba d jest dzielnikiem zaréwno liczby a, jak i liczby b, to jest réwniez dzielnikiem
dowolnej kombinacji liniowej liczb a oraz b.

e Liczba NWD(a, b) jest dzielnikiem kazdej liniowej kombinacji liczb a oraz b.

Dowody obydwu tych obserwacji sa niemal oczywiste, jesli umiemy postugiwaé sie algebraiczna notacja
zwiazana z podzielnoscia. Jedli, zgodnie z teza pierwszej obserwacji, liczba d jest dzielnikiem zaréwno
a, jak 1 b, to istnieja liczby calkowite a’ oraz b’ takie, ze a = d - a’ oraz b = d - b'. W szczegdlnosci biorge
dowolna kombinacje liniowa ax + by liczb a, b mamy:

ax + by = (da")z + (db'y) = d(d'x) + d(V'y) = d(a’z + V'y).

A zatem d jest dzielnikiem az + by. Skoro kazdy wspdlny dzielnik liczb a, b jest dzielnikiem kazdej kom-
binacji liniowej tych liczb, to takze NWD(a, b) ma te wlasnosé.

Powyzsze obserwacje sa niemal oczywiste, a majg bardzo eleganckie skutki. Oto przyklady zadan z kon-

kurséw, ktére mozna stosunkowo tatwo rozwiazaé za pomoca tej obserwacji.

Zadanie 62. Suma liczba catkowitych a,b jest podzielna przez 3, za$ roznica a — b jest podzielna przez 4.
Pokazaé, Ze liczba 13a + b jest podzielna przez 6.

Zauwazmy najpierw, ze liczba a + b = (a — b) 4+ 2b jest parzysta, a zatem liczba a + b jest podzielna przez
2 i przez 3, czyli jest podzielna przez 6. A zatem liczba 13a 4+ b = 12a + (a + b) jest podzielna przez 6.

Zadanie 63. Udowodnij, ze ponizsze utamki sq nieskracalne dla kazdego n naturalnego.

2In+4
14n +3°

Oto rozwiagzanie. Dla kazdego n naturalnego rozwazmy nastepujaca kombinacje liniowsa:
3(14n+3) —2(2In+4) = 1.

7 pierwszej rownoéci wynika, ze pewna kombinacja liniowa liczb 14n + 3 oraz 21n + 4, niezaleznie od n,
réwna jest 1. Zgodnie jednak z obserwacja druga, liczba NWD(14n + 3,21n + 4) jest dzielnikiem kazdej
kombinacji liniowej tych liczb. W szczegdlnosci NWD(14n + 3,21n + 4) jest dzielnikiem liczby 1, czyli
samo wynosi 1. To oznacza, ze utamek (21n + 4)/(14n + 3) jest zawsze nieskracalny.

Podstawowym twierdzeniem jest nastepujacy rezultat.
Twierdzenie 6.1: Lemat Bezout

Dla kazdych liczb catkowitych niezerowych a, b istnieja liczby catkowite x,y takie, ze

az + by = NWD(a, b).

Dowdd. Ograniczymy sie do przypadku, gdy liczby a,b sa dodatnie, dla wiekszej czytelnosci argumen-
tow. Rozwazmy zbior L wszystkich kombinacji liniowych ax + by, gdzie z, y sa liczbami catkowitymi oraz
ax + by > 0. Oczywiscie a,b sa dodatnie, wiec ten zbidr jest niepusty, zawiera chocby a + b. Zgodnie
z zasada minimum istnieje zatem najmniejsza dodatnia kombinacja liniowa liczb a,b. Nazwijmy
ten element jako d. Twierdzimy, ze d = NWD(a, b).

Skoro liczba d jest kombinacja liniowa liczb a, b, to istnieja liczby calkowite z,y, ze: d = ax + by. Wiemy,
ze NWD(a,b) jest dzielnikiem kazdej kombinacji liniowej liczb a,b. A zatem NW D(a,b) jest réwniez



dzielnikiem d. Dzielnik jest nie wigkszy niz liczba dodatnia, ktéra dzielimy, a zatem NWD(a,b) < d.
Jezeli pokazemy, ze d jest zaréwno dzielnikiem a, jak i b, to dowdd bedzie zakonczony. Wykorzystamy
zalozenie, ze d jest najmniejszym elementem zbioru L.

Zalbézmy, wbrew temu co oczekujemy, ze d nie jest dzielnikiem a. Zatem na mocy twierdzenia o dzieleniu
z reszty istnieje liczba 0 < r < d oraz k > 1 taka, ze: a = kd + r. To oznacza, ze r = a — kd, co jest
niemozliwe, bo przeciez 0 < r = a — kd = a — k(az + by) = a(l — lkx) — bky, jest réwniez elementem
zbioru L, i to mniejszym niz d, sprzecznos¢. A zatem d jest dzielnikiem a. Analogicznie pokazujemy, ze
d jest dzielnikiem b. A zatem d rzeczywiscie jest wspolnym dzielnikiem liczb a oraz b, co oznacza, ze
d < NWD(a,b). O

Odnotujmy dwa wazne wnioski. Pierwszemu, zwanego przez W. Sierpinskiego w Teorii Liczb ,zasadniczym
twierdzeniem arytmetyki”, rrzypisuje sie czasem nazwisko Gaussa, cho¢ pochodzi z Elementéw Euklidesa.

Whniosek 6.1: Zasadnicze twierdzenie arytmetyki, Euklides

Zalézmy, ze dane sa niezerowe liczby calkowite p,q,r, przy czym p # 0 oraz NWD(p,r) = 1.
Wéwezas zachodzi implikacja: p | gr = p]| q.

Dowdd. Istnieja liczby catkowite x,y takie, ze xp + yr = 1. Mnozac przez q dostajemy xpq + yrq = q.
Obydwa sktadniki po lewej sa podzielne przez p, co oznacza, ze q rowniez jest podzielne przez p. O

Whiosek 6.2: Charakteryzacja liczb pierwszych wsréd liczb catkowitych

Liczba calkowita p jest pierwsza wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdych niezerowych liczb catkowitych
a, b z podzielnoéci p | ab wynika, ze p|a lub p|b.

Dowdéd. Zalbézmy, ze p nie jest dzielnikiem a. Wéwczas NWD(a,p) = 1. A zatem korzystajac z poprzed-
niego wniosku dostajemy p | b. O

7 punktu widzenia algebry abstrakcyjnej pokazaliémy, ze dowolny ideal w Z zawierajacy elementy nieze-
rowe a,b, zawiera réwniez element NW D(a, b). Analog lematu Bezout sformulowaé mozna dla dowolnej
podgrupy addytywnej Z generowanej przez skonczony lub nieskonczony zbior elementéw pokazujac, ze Z
jest dziedzing idealéw gléwnych (dowdd jest dokladnie taki sam: weZ najmniejszy dodatni element...).

A zatem liczby caltkowite a, b sa wzglednie pierwsze, jesli istnieja x,y € Z takie, ze ax + by = 1.

6.5 Algorytm Euklidesa

Jednym z kluczowych narzedzi algebraicznych, nie tylko w teorii liczb calkowitych, jest tak zwany al-
gorytm Euklidesa. Odkrycie tego algorytmu zawdzigczamy prawdopodobnie Teajtetosowi (-410; -368).
Podstawa jest twierdzenie o dzieleniu z reszta i nastepujaca obserwacja.

Obserwacja 6.3

Niech a, b beda niezerowymi liczbami catkowitymi i niech r > 0 bedzie reszta z dzielenia a przez b.
Wéwezas:
NWD(a,b) = NWD(b,r).

Dowdd. Liczba r jest kombinacja liniowa liczb a,b, wigc NWD(a,b) jest dzielnikiem b oraz r, czyli
tez NWD(b,r). Z drugiej strony a jest kombinacja liniowa liczb b,r, wiec NWD(b,r) jest dzielnikiem
NWD(a, b). Teza wynika stad, ze przyjmujemy NWD niezerowych liczb calkowitych za dodatnie. O



Uczestnikom wykladéw z algebry warto przypomnieé¢ o tym, ze NWD dwdch elementéw dziedziny cal-
kowitosci definiowane jest z doktadno$cia do relacji stowarzyszenia, to znaczy — NWD jest zdefiniowane
z dokladnoscia do elementu odwracalnego pierscienia. Dla przykladu, w pierécieniu liczb calkowitych
Gaussa NWD liczb 8+ oraz 4 — 2¢ réwny jest, z dokladnosécia do mnozenia przez jedna z liczb, 1,4, —1, —¢
liczbie 2 — i (czyli jest tez réwny —1 — 2 oraz —1 — 2i).

Obserwacja 6.4

Niech a, b beda niezerowymi liczbami catkowitymi. Rozwazmy ciagi liczb catkowitych qo, q1, g2, g3, - - -
oraz 1,79,T3, ... spelniajacy warunki:

a=b-q+r, 0<r;<b
b=ri-q1+7r3, 0<ro<nr
ri=ro-q2+r3, 0<ry3<ry
re=r3-q3+rs, 0<rg<rs,

Niech n bedzie taka liczba, ze r, # 0 oraz 7,41 = 0. Wéwczas NWD(a, b) = ry,.

Dowdéd. Teza wynika natychmiast z poprzedniej obserwacji. Mamy:
NWD(a,b) = NWD(b,r;) = NWD(ry,72) = ... = NWD(r,_1,75).
Liczba r,, # 0 jest dzielnikiem 7,_; (bo r,411 = 0), czyli oczywiscie NWD(r,_1,7,) = rp. O
Przyklad zastosowania:
NWD(391, 323) = NWD(323,68) = NWD(68,51) = NWD(51,17) = 17.

Mamy bowiem 391 =1-323 + 68, 323 =4-68 + 51, 68 =1-51 + 17 i wreszcie 51 =4 - 17.

Warto zauwazyé, ze prawdziwosé algorytmu Euklidesa daje nam mozliwosé przedstawiania NW D(a,b)
jako kombinacji liniowej dodatnich liczb a, b, a wiec stanowi realizacje lematu Bezout. Rzeczywiscie, jesli
x = qy + r, dla pewnych liczb catkowitych x,y, q,r, to r jest kombinacja liniowa liczb z,y. A zatem ry
jest kombinacja liniowa a, b, dalej r2 jest kombinacja liniowa a, 1, czyli w istocie jest kombinacja liniowa
liczb a oraz kombinacji liniowej a oraz b. A zatem ry réwniez jest kombinacja liniowa a, b, itd.

Przyklad. Przedstawimy w postaci kombinacji liniowej liczb 391 oraz 323 liczbe 17.
17=68—-1-51=68—(323—-4-68) =—-323+5-68=—-323+5-(391 —323) =5-391 + (—6) - 323.
Zobaczmy dwa przyklady mniej trywialnego stosowania algorytmu Euklidesa. Wiecej zastosowan okoto-

konkursowych znalezé mozna w tekstach W. Pompe oraz J. Stevensa, wymienionych pod koniec.

Zadanie 64. Rozwazmy liczby a,, = 100+n?, dlan = 1,2,3,.... Dla kazdego n, niech d,, = NWD(ay, @y11),
Znajdz najwiekszqg mozliwg wartosé d,.

ROZWIAZANIE. Zauwazmy, ze d, musi by¢ dzielnikiem réznicy liczb a1 oraz a,, czyli:
100 + (n +1)% — (100 + n?) = 2n + 1.

A zatem d,, = (n? + 100,2n + 1). Skoro 2n + 1 jest zawsze nieparzysta, to przemnozenie n? + 100 przez
4 nie zmienia d,, i mamy:

d,, = NWD(4n? 4 400, 2n + 1) = NWD(4n? + 400 — (2n + 1)(2n — 1), 2n + 1) = NWD(401,2n + 1).

A zatem zmaksymalizowanie d,, jest mozliwe dla n = 200. Najwieksza mozliwa wartosé d,, to 401. |



Zadanie 65. Niech fi = 1, fo = 1 oraz foyo = foy1 + fn bedzie ciggiem Fibonacciego. Wowczas
NWD(fnt2, fnt1) =1 @ algorytm Euklidesa wymaga dokladnie n dzialani. Co wiecej, jesli a > b > 0 sq
calkowite i algorytm Euklidesa wymaga n dzieler do obliczenia NWD(a,b), to a > fni1 oraz b > fp.

ROZWIAZANIE. Pierwszy krok jest jasny

NWD(fn+27 fn+1) = NWD(fn+1 + fm fn+1) = NWD(fnJrlv fn)

Powyzsze dzialanie wymagalo jednego dzielenia. Wiedzac dodatkowo, ze NWD(f3, fo) = f1 wymaga
jednego dzielenia dostajemy teze pierwszej czesci choéby przez indukcje. Wezmy teraz a = rg oraz b = rq,
Mamy wtedy rg = r1 - q1 + 72, dla pewnego 0 < ro < r1 i tak dalej az do rp,—0 = T—1 - Gn_1 + 70, dla
pewnego 0 < r, < r,_1, 1 wreszcie w n-tym kroku: r,_1 =1, - . Stad:

'rn>]-:f1a rn71>1:f2» rn72>7‘n71+rn>fl+f2:f37 b>rl+r2>fn72+fn71:fn~

Warto poswieci¢ kilka chwil obserwacjom dotyczacym liczby krokéw potrzebnych do wykonania algoryt-
mu Euklidesa. Zagadnienie to interesowalo wielu matematykéw. Twierdzenie francuskiego matematyka
Gabriela Lame (znanego zapewne bardziej z nieudanej préoby dowodu Wielkiego Twierdzenia Fermata).
Moéwi ono, ze aby znalezé NWD(m, n) nalezy wykonaé¢ nie wiecej niz 5k dzialan, gdzie k jest liczba
cyfr (w zapisie dziesigtnym) mniejszej z liczb m,n. Dowdd znalezé mozna w skrypcie do wykladu prof.
Guzickiego, wymienionym w bibliografii. Przykladem osiggania maksimum tego ograniczenia jest wyko-
nywanie algorytmu Euklidesa w rachunku NWD(89, 144), ktére wymaga dokladnie 10 krokéw. Zachecam
do sprawdzenia, ze liczenie NWD(89, 144 4+ 89k) wymaga dokladnie tej samej liczby krokéw. Mozna poka-
zaé ogdblniejsza obserwacje. Dla ustalonego m > 1 liczba dzielen potrzebnych do policzenia NWD(m, n),
dla n > m, tworzy ciag dlugosci m.

6.6 Kroétki przeglad znanych réwnan diofantycznych

Podsumowaniem naszych rozwazan, zawierajacym jednoczes$nie ciekawe zastosowania poznanych dotad
metod, bedzie krotki przeglad najbardziej znanych réownan diofantycznych, to znaczy takich, dla kto-
rych szukamy rozwiazan w liczbach catkowitych. Czytelnika zainteresowanego przegladem metod kon-
kursowych dotyczacych takich réwnan odsylam do ksiazki An Introduction to Diophantine Equations.
W polskiej literaturze ukazala sie natomiast niedawno monografia prof. Ryszarda Andruszkiewicza.

Whiosek 6.3

Niech a, b, ¢ beda niezerowymi liczbami calkowitymi. Nastepujace warunki sa réwnowazne.
(1) Réwnanie diofantyczne ax + by = ¢ ma rozwiazanie w liczbach catkowitych.

(2) Zachodzi podzielnosé NWD(a,b) | c.

Dowdd. Oczywiscie (1) implikuje (2), bowiem NWD(a, b) jest dzielnikiem dowolnej kombinacji liniowej
liczby a,b. Z drugiej strony, jesli dNWD(a,b) = ¢, dla pewnego d € Z, to wiedzac, ze dla pewnych
2,y € Z mamy az’ 4+ by’ = NWD(a, b), uzyskujemy ostatecznie axz’d + by'd = c. O

Whiosek 6.4

Zal6zmy, ze para liczb calkowitych (xg,y0) jest rozwiazaniem réwnania ax + by = ¢, przy czym
a,b,c € Z\ {0}. Przyjmijmy tez NWD(a,b) = d. Wowczas réwnanie to ma nieskonczenie wiele
rozwiazan danych wzorami
b a
r =2 +*'7’L, - - 5 n,
03 Y=Y d

gdzie n jest dowolng liczba calkowita.



Dowdd. Niech a = a1d i b= bid. Mamy ab; = a1b1d = bay, skad otrzymujemy:
ax + by = axg + abin + byg — a1bn = axg + byy = c.

Zatem para liczb (z,y) jest rozwiazaniem réwnania. Na odwrdt, przypusémy, ze para liczb (z,y) jest
rozwigzaniem réwnania ax + by = c. Wiemy, ze takze axg + byg = ¢, a wiec odejmujac stronami mamy:

a(x — x0) + by — yo) = 0.

Po podzieleniu przez d otrzymujemy a1 (z—z¢) = b1(yo—y). Poniewaz by | a1 (x—x¢) oraz NWD(aq,b1) = 1,
wiec by | & — xo, skad otrzymujemy

r=x9+bn oraz y=1yo— an.
O

Przytoczmy dwa przyktady kwadratowych réwnan diofantycznych, bez szczegblowego ich omawiania.

Obserwacja 6.5: R6wnanie Pitagorasa

TROJKA PITAGOREJSKA nazywamy dowolne rozwiazanie (zg, Yo, 20) ROWNANIA PITAGORASA

2 2 2
Tt 4yt =2z,

gdzie xg, Yo, 20 sa liczbami catkowitymi. Ogélne rozwigzanie tego réwnania ma postac:
z=k(m?—n?), y=2kmn, z=k(m?+n?),

gdzie k,m,n € Z, m > n oraz NWD(m,n) = 1.

Odnotujmy jedno zastosowanie tego wyniku, pochodzace od Fermata, bedace rozwiazaniem Sredniowiecz-
nego problemu congruum dla kwadratéw. Problem ten pyta (w pewnym uproszczeniu), jakie wartosci
moze przyjmowaé liczba calkowita h (congruum) taka, ze h = b? — a? = ¢? — b2, gdzie a, b, ¢ sa liczba-
mi calkowitymi. Pytanie to postawione zostalo podczas turnieju matematycznego w Pizie w 1125 roku.
Fibonacci pokazal, ze wszystkie congrua sa podzielne przez 24. Fermat pokazal natomiast kilka wiekdéw
pdzniej, ze congruum nie moze by¢ kwadratem. Fakt ten mozna wyslowi¢ w nastepujacy sposéb. Jesli
zachodza réwnoéci d? = b% — a? = ¢ — b?, to jedna z liczb a, b, ¢, d jest niewymierna.

Obserwacja 6.6: Roéwnanie Pella

Niech d > 0 bedzie liczbg catkowita niebedaca kwadratem liczby calkowitej. Wowczas réwnanie
2 —dy? =1

posiada, poza rozwiazaniem (xg,yo) = (1,0), rozwiazanie w liczbach calkowitych nieujemnych
(x1,11) = (a,b), gdzie b > 0 jest minimalne mozliwe. Pozostale rozwiazania réwnania Pella w licz-
bach catkowitych nieujemnych maja postaé ciagu (x,,y,), dla kazdego naturalnego n > 1, gdzie

Tn + ynVd = (a4 bVd)™.
Rozwiazanie mozna tez zapisa¢ w postaci ukladu rekurencji

Tpt1 = Ty + bdyn,  Ynt1 = bxy, + ayy.

Réwnanie Pella to kolejny stynny i zarazem niezwykle wazny przyklad réwnania diofantycznego, rozwa-
zany w zasadzie od starozytnosci. Réwnanie to sformulowal wprost Diofantos (choé pytal o rozwiazania
wymierne). Jednym z najprostszych jego zastosowan jest mozliwosé przyblizania pierwiastkéw z liczb
nieujemnych. Archimedes wiedzial z pewno$cia, ze pewne zaobserwowane przez niego przyblizenia liczb
niewymiernych sa rozwiazaniami rownan w liczbach catkowitych. Przede wszystkim chodzi o rozwiazanie
(24, y4) réwnania 22 — 2y% = 1, wynoszace (577,408). Rzeczywiécie, mamy:

577

200 & 1,4142156, V2~ 1,4142135.
408 ) 9 \/> )



O rozmaitych zastosowaniach réwnania Pella (zwanego indyjskim), takze w kontekscie rekurencji, pier-
Scienia Z[\/&] oraz geometrii algebraicznej, mozna przeczytaé¢ na przyklad w ksiazce Adama Neugebauera
Algebra i teoria liczb, wymienionej w podstawowej literaturze calego wykladu. Ré6wnanie Pella ma takze
mnostwo elementarnych zastosowan, zwiazanych chociazby z dowodzeniem, ze rozmaite uktady liczb sa
kwadratami. Mozna o tych zadaniach poczytaé¢ w tekscie prof. Nowickiego. Zobaczmy przyktad.

Zadanie 66. Wykaz, Ze istnieje nieskonczenie wiele trojek parami rézinych liczb naturalnych takich, Ze
wszystkie liczby
zy—1, yz—1, zx—1

sq kwadratami liczb catkowitych.

ROZWIAZANIE. Réwnanie u? — 2v? = 1 ma, jako réwnanie Pella, nieskoficzenie wiele rozwiazan natural-
nych. Jesli (u,v) jest dowolnym takim rozwigzaniem, to tréjka (x,y,2) = (1,2,v% + 1) posiada rozpa-

trywana w tym zadaniu wlasnoéé. Mamy bowiem: zy — 1 = 1, yz — 1 = 202 + 1 = u?, 22 — 1 = %
|

6.7 Rownanie Pella a ulamki tancuchowe

W jaki spos6b wyznaczy¢ mozna owo nietrywialne, tzw. fundamentalne rozwiazanie (a, b) réwnania Pella?
7 pomoca przychodza, jak sie okazuje, rozwazania dotyczace utamkéw tancuchowych, pochodzace jeszcze
od Eulera. Jest to temat zwiazany réwniez z algorytmem Euklidesa. Po§wigcimy mu teraz troche miejsca.

Niech 2 € R bedzie dowolng liczba niecatkowita. Mamy = = [z] 4+ {z}, gdzie [z] to najwieksza liczba
calkowita nie wieksza od x (tzw. cze$é catkowita — poSwiecimy jej wiecej miejsca na innym wykladzie).
Woéwezas odwrotnoéé liczby {z} jest wigksza od 1. Oznaczajac z1 = {x}~! mozemy zapisa¢ réwnosé
1 = [x1] + {x1}, a calo$é przepisa¢ w postaci:
o]+ o} =] +
=[x x} =z .
[z1] +{z1}
Jezeli {z1} = 0, to rozwijanie w utamek lancuchowy jest zakoniczone. W przeciwnym przypadku ktadac
29 = {r1}71 > 1 mamy:
1
1

[w2] + {z2}
W przypadku liczb wymiernych procedura ta sie konczy. Biorac liczby catkowite a > b > 0 mamy:

x=lz]+
[131] +

a n 1
b_qO 1 )
q +

1

+
(I2. 1

1
dn—1 + —

n

przy czym liczby catkowite ¢; oraz r; dostajemy w kolejnych krokach algorytmu Euklidesa.
Kazdej liczbie wymiernej mozemy zatem przypisaé¢ jednoznacznie nastepujacy ciag liczb:

a

g = [QO§Q17QQ7 e 7Qn]

Gdy opisana na starcie procedura nie konczy sie, woéwczas potrzebne sg analityczne argumenty pokazu-
jace, ze ciag liczb wymiernych [[z]; [1], [x2], ..., [zs]], Zwanych n-tymi REDUKTAMI liczby x, ma granice,
ktérg oznaczamy jako z = [[x];[z1], [z2],...] 1 taki ciag liczbowy nazywamy ULAMKIEM CIAGEYM lub
ULAMKIEM EANCUCHOWYM (stosuje sie tez utamki lancuchowe o licznikach réznych od 1). Zobaczmy
przyktad rachunku, za pomoca ktérego wyznaczamy utamek tancuchowy odpowiadajacy v/2:

1 1 1 1
V2= 1 +V2-1=14— =1+ -1+ - -
~ = 2+1 2 21 24— 24 —L -
—V3  ={V3} H/—H ~~ +w—/f V2+1 24 7T

={v2}-! =[V2+1] = {v2+1}



Mamy wiec v2 = [1;2,2,2,...]. Uzyskaliémy przyklad okresowego (od pewnego miejsca) rozwiniecia
w utamek lancuchowy, co zapisujemy jako v/2 = [1;(2)]. Podobnie rozwiniecie v/3 w nieskoniczony uta-
mek lancuchowy zapisuje si¢ jako v/3 = [1; (1,2)], za$ rozwiniecie v/5 — jako [2; (4)].

Jak sie okazuje, rozwiagzania réwnania Pella maja bliski zwiazek z reduktami. Liczac przyktadowo kolejne
redukty rozwiniecia v/2 w ulamek tancuchowy mamy:

1 44
[1;2] = §, [1;2,2] = Z, [1;2,2,2] = —7, [1;2,2,2,2,2] = —, [1;2,2,2,2,2] = %
2 ) 12 29 70

Mozna sprawdzié, ze kolejnymi rozwiazaniami réwnania Pella z2 — 2y? = 1 sg pary:
(3,2), (17,12), (99,70),

a nie sg nimi pary (7,5), (44,29). Widzimy wiec, ze w tym przypadku co drugi redukt tworzy kolejne
rozwiazanie rownania Pella. Tak jest dla kazdej niewymiernoéci kwadratowej o okresie dlugosci 1.

Ogolna regula jest bardziej skomplikowana. Zainteresowanych dokladnym rezultatem wiazacym kolejne
rozwiazania réwnania Pella i kolejne redukty z liczby v/D odsytam do artykulu prof. Stawomira Cynka.
Dla przyktadu, rozwiniecie 61 w utamek lancuchowy to:

V61 = [7;(1,4,3,1,2,2,1,3,4,1,14)],

a fundamentalne rozwiazanie réwnania Pella 22 — 61y% = 1, postaci (1766319049, 226153980) pochodzi
dopiero od 21. reduktu. Za pomoca innej metody, zostato ono odkryte przez Bhaskare (!) w XII Wieklﬂ

Systematyczna teorie utamkéw tancuchowych rozwinal w potowie XVIII wieku Euler i ja zastosowal do
m.in. do przyblizenia liczb niewymiernych liczbami wymiernymi. Lagrange pokazal 20 lat podzniej, ze
redukt ulamka tancuchowego liczby niewymiernej x jest jej najlepszym wymiernym przyblizeniem, to
znaczy — jest to takie przyblizenie wymierne, ze lepsze od niego musi mieé¢ wigkszy mianownik. Innymi
stowy, jesli % jest n-tym reduktem liczby x, to jesli liczba wymierna % lezy pomiedzy f;—: oraz 5 :LE, to
q > gn+1.- Lagrange pokazal tez, ze jesli liczba ma nieskoniczone i okresowe (od pewnego miejsca) roz-
winiecie w ulamek lancuchowy, to jest to niewymierno$é kwadratowa, tzn. liczba postaci a + by/c, gdzie

a, b, ¢ sg liczbami wymiernymi (Euler pokazal wynik odwrotny). Szczegdly — w tekscie dr. Krycha.

2Rozwigzanie za pomocy tzw. metody cyklicznej, https://pl.wikipedia.org/wiki/Metoda_%C4%87akrawala.
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Zadania — Podzielno$¢ w zbiorze liczb catkowitych

Zadanie 1. Pewien wiezowiec ma 100 pieter. W windzie tego wieZowca sq¢ jedynie dwa przelgczniki:
pierwszy pozwalajgcy pojechac do gory o 7 pieter i drugi, pozwalajgcy zjechac o 9 pieter w dotl. Przelgcz-
nikéw mozna uzyé tylko wtedy, gdy mozliwe jest wykonanie danej operacji (tzn. nie mozna zjechaé ponizej
poziomu parteru i nie mozna wjechaé powyzej poziomu setnego pietra). Czy mozliwy jest dojazd tg windg
z parteru na kazde pietro?

Zadanie 2. Wykaz, Ze wsrod dowolnych dziesieciu kolejnych dodatnich liczb catkowitych istnieje taka,
ktora jest wzglednie pierwsza z pozostalymi czterema.

Zadanie 3. Wykaz, Ze kazda liczba calkowita wieksza od 6 moze byc¢ zapisana jako suma dwoch wzglednie
pierwszych liczb catkowitych wiekszych niz 1.

Zadanie 4. Wykaz, zZe kazda liczba caltkowita wieksza od 16 moze byé zapisana jako suma trzech wzglednie
pierwszych liczb calkowitych.

Zadanie 5. Wykaz, Ze kazda liczba calkowita moze byé zapisana jako réznica dwich wzglednie pierwszych
liczb ztozZonych.

Zadanie 6. Liczby calkowite x oraz y sq wzglednie pierwsze. Wykaz, Ze réwniez liczby y? oraz x + 1y sq
wzglednie pierwsze.

Zadanie 7. Rozwigz w liczbach naturalnych réwnanie
5 7
—+-=1
Ty
Zadanie 8. Ile jest dodatnich liczb naturalnych wiekszych od 3 i mniejszych od 1000, dla ktorych ulamek
n? -9
n2—4

jest nieskracalny?

Zadanie 9. Czy istniejg liczby naturalne, ktore sq rozwigzaniem réwnania
(x+y)(y+2)(z+z) = 3407

Zadanie 10. Wyznacz wszystkie trojkqty prostokgine o bokach majgcych dlugosci w liczbach naturalnych
1 ktorych pole jest réwne obwodows.

Zadanie 11. Udowodnij, Ze nie istnieje taka liczba nieparzysta, ktorej szescian jest liczbg o jeden mniejszq
od kwadratu liczby catkowitey.

Zadanie 12. (x) Niech n bedzie dodatnig liczbg naturalng. WykaZz, Ze réwnanie

posiada doktadnie jedno rozwigzanie w liczbach naturalnych wtedy i tylko wtedy, gdy n jest liczbg pierwszq.
Zadanie 13. (x) Wyznacz wszystkie pary a,b dodatnich liczb calkowitych, dla ktérych liczba

a b
b a

jest catkowita.
Zadanie 14. (%) Rozwig? réwnanie

1 1 1 1 1 1 1
+-+-F+—+—+—+—=1,
Yy oz xTYy Yz T TYZ

dla liczb naturalnych x,y, z.



Zadanie 15. (%) Udowodnij, ze iloczyn trzech kolejnych liczb calkowitych dodatnich nie moze byé kwa-
dratem.

Zadanie 16. (%) Rozwigz w liczbach naturalnych réwnanie
2% 41 =3Y.

Zadanie 17. (x) Wyznacz wszystkie pary liczb calkowitych (a,b) takich, ze
a® —2b° = 4.

Zadanie 18. (x) Wykaz, Ze iloczyn czterech kolejnych liczb calkowitych nie jest szescianem liczby natu-
ralnej.

Zadanie 19. (x) Dana jest dodatnia liczba calkowita n. Wyznacz wszystkie pary (a,b) dodatnich liczb

catkowitych, dla ktorych
a+b

a—>b

Zadanie 20. (x) Wyznacz wszystkie liczby naturalne n, dla ktérych ulamek

2",

n?+6
n—+1

jest nieskracalny.

Zadanie 21. (x) Liczby p oraz q sq réinymi liczbami pierwszymi. Wykaz, Ze liczba p* + ¢* nie jest
podzielna przez liczbe p + q.

Zadanie 22. (x) Liczby a oraz b sq catkowite dodatnie. Wykaz, Ze jesli utamek § jest nieskracalny, to

takze utamek
a+b

a® + ab+ b2
jest nieskracalny.

Zadanie 23. Wyznacz wszystkie dodatnie liczby catkowite m, n, dla ktérych 1 +5-2™ = n2.

Zadanie 24. (x) Wykaz, ze dla kazdego naturalnego n > 0 mamy
NWD(n!+1,(n+1)!+1) = 1.

Zadanie 25. Niech n > 6 bedzie liczbg calkowitq i miech aq,aso,...,ax bedg wszystkimi dodatnimi
liczbami calkowitymi mniejszymi od mn, ktore sq wzglednie pierwsze z n — od najmniejszej do naj-
wiekszej. Przypusémy tez, ze rézinice miedzy kolejnymi tymi liczbami sq takie same (i dodatnie), czyli
as—a; =asz—ag =aq4—ag = ... Wykaz, ze n jest albo liczbg pierwszq, albo potegq liczby 2 o wykladniku
catkowitym.

Zadanie 26. (x) Dla liczb naturalnych a,m,n > 1 mamy
NWD(a™ — 1,a" — 1) = aNWPmm) _q,

Zadanie 27. () Liczba 361 jest kwadratem (réwnym 192) i po skresleniu ostatniej cyfry znowu jest
kwadratem. Wykaz, ze takich liczb jak 361 jest nieskonczenie wiele.

Zadanie 28. (xx) Liczby 2n+1 oraz 3n+1 sq¢ kwadratami, dla pewnego calkowitego dodatniego n. Wykaz,
ze liczba bn + 3 nie jest pierwsza.

Zadanie 29. (xx) Niech m,n € Z bedg wzglednie pierwsze. Wyznacz
NWD(5™ + 7,5 4+ 7").

Zadanie 30. (xx) ZnajdZ wszystkie calkowitoliczbowe rozwigzania réwnania x> + y* = 222 w liczbach
caltkowitych (mozna oprzed sie o rozwigzania réwnania Pitagorasa).

Zadanie 31. (xx) Wykaz, Ze istnieje nieskoriczenie wiele takich liczb naturalnych n, Ze liczby 2n+1 oraz
3n+ 1 sqg kwadratams liczb naturalnych. Wykaz, Ze kazde takie n jest podzielne przez 40.



Rozdziat 7

Zapis dziesietny a cechy podzielnosci
Podstawy teorii kongruencji

7.1 Systemy pozycyjne

W szkole poznajemy szereg prostych cech podzielnosci i niezbednym elementem warsztatu nauczyciela
matematyki jest umiejetnosé ich elementarnego uzasadnienia. Wypada przy tym takze poznaé choéby
w zarysie ogélny kontekst teorii kongruencji, stanowiacej podstawowy jezyk elementarnej teorii liczb.
Zacznijmy od obserwacji, wynikajacej bezposrednio z twierdzenia o dzieleniu z reszta.

Obserwacja 7.1

Niech b > 1 bedzie liczba calkowitg zas n > 1 — liczba naturalna. Kazda liczbe N € N spelniajaca
warunek b"~! < N < b" mozna zapisa¢ jednoznacznie w postaci:

N =ag+arb+ash®> + ... 4+ ap_1b" 1,
gdzie:
® a,_1 #0,
® ag,...,an—1 €{0,1,2,....b—1}.

Piszemy wéwczas N = (ap—1 ... a1a0)p 1 méwimy, ze jest to ZAPIS LICZBY N W SYSTEMIE LICZBO-
WYM (POZYCYINYM) O BAZIE b. Liczby ay, . . ., a,—1 nazywamy CYFRAMI N w tym zapisie. Méwimy
tez, ze liczba N jest w tym zapisie n-cyfrowa.

Najbardziej znany jest ZAPIS DZIESIETNY liczby N, dla b = 10, przy czym stosuje si¢ czesto notacje:

(an,1 ce a1a0)10 = 0p—-1...-0100.

Stosuje si¢ takze systemy o innych bazach, miedzy innymi:
e SYSTEM DWOJKOWY (BINARNY) o cyfrach 0, 1.
® SYSTEM SZESNASTKOWY (HEKSAGONALNY) o cyfrach 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,A,B,C,D,E, F.

e SYSTEM SZESCDZIESIATKOWY, znany juz w starozytnej Mezopotamii, a obecnie stosowany zwlaszcza
w zapisie czasu, np. 10 : 25 : 56 oznacza 10 godzin, 25 minut, 56 sekund) oraz miary katowej, np.
10°25'59"” oznacza 10 stopni, 25 minut i 59 sekund katowych (w obydwu przypadkach mniejsze
jednostki sa juz w systemie dziesietnym. np. milisekunda to 1/1000 sekundy).

Dowdd. Dowdd obserwacji jest oczywiScie wielokrotna iteracja twierdzenia o dzieleniu z reszta. Jesli
N > bF, to liczba ag + a1b+ asb® + ... + ap_1b*~1 jest reszta z dzielenia N przez b". Reszta wyznaczona
jest jednoznacznie, wiec i cyfry w zapisie N w systemie o podstawie b sg wyznaczone jednoznacznie. [

Przyktady.
101019 = 3F216 =2+ 15-16 +3-16%, 11110115 = 12319 = 173g = 7Bjs.



7.2 Cechy podzielnosci

W rozwazaniu cech podzielnosci warto odnotowaé nastepujacy wniosek dotyczacy zapisu dziesietnego.
Whiosek 7.1

Kazda liczbe naturalng N mozna zapisa¢ w postaci
N =Fk-10" +m,

gdzie m jest liczba utworzong z ostatnich n cyfr liczby N, za$ k jest liczba naturalna.

Przejdziemy teraz do zastosowania tego faktu, w oparciu o nastepujacy oczywisty (z punktu widzenia
wezesniejszych wykladéw) wynik.

Obserwacja 7.2

Niech N, k,d, m beda liczbami catkowitymi, przy czym d # 0 oraz
N=k-d+m.

Wéwezas d | N wtedy i tylko wtedy, gdy d|m.

1. Cechy podzielnosci przez 2" oraz 5". Liczba 10™ jest podzielna zaréwno przez 2" jak i 5™.
Na mocy faktéw wyzej dostajemy wniosek (bierzemy d = 10™).

Liczba N dzieli sig przez 2™ (odp. przez 5") wtedy i tylko wtedy, gdy
liczba utworzonaﬂ z jej ostatniej n-tki cyfr dzieli sie przez 2™ (odp. 5™).

Szczegdlne przypadki tego rezultatu to szkolne cechy podzielnosci przez 2,4, 8,5, 25,125, itd.
2. Cechy podzielnosci przez 3 oraz 9. Jak wiemy, cecha ta ma nastepujace sformutowanie.

Liczba catkowita jest podzielna przez 9 (odp. 3) wtedy i tylko wtedy, gdy
suma jej cyfr (w zapisie dziesietnym) dzieli si¢ przez 9 (odp. 3).

Zwykle w szkole (zwlaszcza podstawowej) nie przeprowadzamy dowodu tego faktu chcac uniknaé
algebraicznej prezentacji liczby n-cyfrowej N. Rozumowanie przeprowadzone dla liczb o 2, 3 czy 4
cyfrach powinno by¢ dostatecznie przekonujace. Alternatywa jest przeprowadzenie tego dowodu za
pomoca zasady minimum. Sprawdzamy najpierw teze dla liczb jednocyfrowych. Bierzemy najmniej-
sza liczbe N podzielng przez 3, ktorej suma cyfr nie jest podzielna przez 3. Liczba N —3 jest rowniez
podzielna przez 3 i jej suma cyfr musi juz byé¢ (z minimalnosci N) podzielna przez 3. Nietrudno
widzie¢, analizujac choéby algorytm odejmowania pisemnego, ze réwniez suma cyfr liczby N jest
podzielna przez 3. Rozumowanie odwrotne jest analogiczne.

Mozna sformulowaé réwniez tzw. blokowe cechy podzielnosci dla liczb d podzielnych przez liczbe

10" —=1=999...9
——

n

(liczby naturalne > 3 wzglednie pierwsze z 10 — widaé to modyfikujac rozwiazanie Zadania 2).
Odsytam do artykulu Blokowe cechy podzielnosci w czasopi$mie Delta autorstwa P. Bielinskiego.

INie nalezy méwié/pisaé: gdy jej ostatnie n cyfr jest podzielne przez 2™. Wiecej tego typu uwag dotyczacych poprawnosci
wyprowadzania cech podzielnosci jest w tekscie dr. Jarostawa Wréblewskiego z UWr, do ktérego odsylam pod koniec.



Zadanie 67. Udowodnij, ze liczba 55...511...1 nie jest kwadratem liczby naturalne;j.
S——
40 40

ROZWIAZANIE. Suma cyfr podanej liczby to 5-404 1 - 40, czyli 240. Liczba ta jest zatem podzielna
przez 3, ale nie jest podzielna przez 9. Nie moze by¢ zatem kwadratem liczby catkowitej. |

3. Cecha podzielnoSci przez 11.

Nietrudno widzieé, ze liczba
N=10a+c=1la— (a—¢)

jest podzielna przez 11 tylko wtedy, gdy liczba a — ¢ dzieli sie przez 11, co pozwala w skoniczonej
liczbie krokéw stwierdzi¢ podzielnosé przez 11 i prowadzi do znanej cechy podzielnosci przez 11.

7.3 Kongruencje

Poslugujac sie technikami zwiazanymi z resztami z dzielenia mozna sformulowaé inng niz blokowa ,ce-
che podzielnosci” przez dowolng liczbe naturalng (wieksza od 2) wzglednie pierwsza z 10. Wymaga to
powiedzenia o tzw. kongruencjach, ktore same w sobie sa waznym zagadnieniem teorioliczbowym — prze-
kraczajacym wprawdzie program szkolny, ale obecnym (bez stosowania odpowiedniego jezyka) zaréwno
w zadaniach szkolnych, jak i konkursowych (na Olimpiadzie w szkole sredniej jest to narzedzie podsta-
wowe). Kongruencje pozwalaja przelozyé problem podzielnosci na jezyk algebry.

Reszte z dzielenia liczby catkowitej b przez dodatnia liczbe naturalna k, oznaczamy jako [b]y

Definicja 7.1: Relacja przystawania (kongruencji) liczb catkowitych

Moéwimy, ze liczby catkowite a,b PRZYSTAJA MODULO k, co oznaczamy jako a = b(mod k), jedli a
oraz b daja ta sama reszte z dzielenia przez k. Réwnowaznie — zachodzi warunek [a]x = [b].

Relacje przystawania modulo m sformulowaé¢ mozna w jezyku podzielnosci.

Twierdzenie 7.1

Niech k bedzie dodatnig liczbg catkowita oraz niech a, b beda liczbami catkowitymi. Niech r, s beda
odpowiednio resztami z dzielenia liczby a oraz b przez k, tzn. r = [alx, s = [b]. Wowczas:

(i) liczba a — b jest podzielna przez k wtedy i tylko wtedy, gdy reszty r oraz s sa réwne, tzn.

kla—b <= la]r = [b]k,

(ii) reszta z dzielenia liczby a + b przez k jest réwna reszcie z dzielenia liczby r + s przez k, tzn.
[a + bk = [lalk + [be]]k

(iii) reszta z dzielenia liczby a - b przez k jest réwna reszcie z dzielenia liczby r - s przez k, tzn.

[a - bl = [[a]k - [br]]k-
Zanim przeprowadzimy dowod, pokazemy dwa elementarne zastosowania faktu powyzej.

Zadanie 68. Udowodnij, ze dla dowolnej liczby naturalnej istnieje taka jej wielokrotnosé, ktorg mozna
zapisaé w systemie dziesietnym uiywajgc wylgcznie cyfr 0 4 1.

ROZWIAZANIE. Przyjmijmy, ze liczba, ktorej wielokrotnoéci szukamy jest réwna n. Rozwazmy reszty
z dzielenia przez n liczb:
1, 11, 111, 1111, ..., 11...1.
—

n+1 cyfr



Zauwazmy, ze wérdod n + 1 tych liczb pewne dwie musza dawaé ta sama reszte z dzielenia przez n.
Ktére dwie? Nie ma to w istocie znaczenia. Interesuje nas jednak po prostu skorzystanie z punktu (i)
twierdzenia wyzej. Mianowicie skoro dwie liczby daja taks sama reszte z dzielenia przez n, to ich réznica
jest podzielna przez n. Patrzac na liczby wymienione wyzej widzimy tymczasem, ze réznica tych liczb
(,wieksza — mniejsza”), jest liczba, w ktérej rozwinieciu dziesigtnym sg jedynie jedynki i zera. |
Zadanie 69. Wykaz, Ze liczba 7333 — 3373 jest podzielna przez 10.

ROZWIAZANIE. Zauwazmy, ze 73 = 33 = 3 (mod 10), a zatem korzystajac z (ii) mamy:

7333 — 33" = 3% — 37 (mod 10).

Zgodnie z (iii) wiemy, ze jesli 3" = a (mod 10), to 3"*! = 3a (mod 10). Mamy zatem:

4 5 6 ... 4m 4m+1 4m+2 4m+3
1 3 9 ... 1 3 9 7

n [0 1 2
3"(mod 10) [1 3 9

3
7
Innymi stowy, potegi naturalne liczby 3 o wykladnikach naturalnych majacych te same reszty z dzielenia
przez 4 daja takie same reszty z dzielenia przez 10. Obserwacje tg mozna uzasadni¢ rachunkiem:

3imtk = (34ym . 3k = 81™ . 3% = 3* (mod 10).

Stad:
73%3 — 337 = 3% — 37 = 3! — 3! = 0 (mod 10).

Przechodzimy do dowodu twierdzenia. Uzasadnienie (i) wymaga skorzystania z twierdzenia o dzieleniu
z reszta. Zacznijmy od zalozenia, ze r = s. Wowczas:

n—m=zxk+r— (yk+r)=(z—y)k,

a zatem n — m jest wielokrotnoscig liczby k.

Odwrotnie, zalézmy, ze a — b jest liczba podzielng przez k. Zalézmy najpierw, ze r > s. Woéwczas
a—b=(x—yk+r—s,
gdzie k > r —s > 0. Liczba r — s jest zatem reszta z dzielenia a — b przez k. Skoro jednak a — b jest liczba

podzielna przez k, mamy r — s = 0, czyli r = s.

Zal6ézmy teraz, ze r < s. Skoro a — b jest liczba podzielna przez k, to liczba b — a jest réwniez podzielna
przez k. Dalej rozumujemy analogicznie jak w poprzednim punkcie.

Dowodzimy punkty (ii), (iii). Mamy:
a+b=(zx+yk+r+s,
a-b=(zk+r)(yk+s)=(zy+x+y)k+rs.

Widzimy, ze a + b — r — s oraz ab — rs sa podzielne przez k. Korzystajac z (1) dostajemy teze.

Whiosek 7.2

Warunki ¢ = b(mod k) oraz b = c¢(mod k) implikuja warunek a = c¢(mod k). Warunki a =
b (mod k) oraz ¢ = d (mod k) implikuja

a+c=b+d(mod k), ac=bd(mod k).

Uzasadnione wyzej wlasnosci dzialania dodawania i mnozenia modulo k£ maja wiele innych elementarnych
zastosowan. Zainteresowany nimi Czytelnik moze zajrze¢ chocby do tekstu Kongruencje i ich wlasnosci
w broszurze dostepnej na stronie OMJ: http://www.sem.edu.pl/materialy/seminariuml.pdf. My tez
wymienimy ponizej niektére z nich, zwlaszcza w kontekscie teorii podzielnosci. Zaczniemy od tzw. uogdl-
nionej cechy dzielenia z przez 31 9.



Obserwacja 7.3
Kazda liczba naturalna daje t¢ sama reszte z dzielenia przez 3 (odp. przez 9), co jej suma cyfr.

Dowdd. Korzystamy z faktu, ze dowolna potega naturalna liczby 10 daje reszte 1 z dzielenia przez 3 oraz
przez 9, a takze z tego, ze kazda liczba naturalna N ma zapis w postaci

N=a,1-10" +a,_5-10"2+... +a;-10 + ao.
Na mocy powyzszych trzech faktéw mamy:
an_1-10" Y+ a, 2-10" 24+ ... 4+a;-10+as=ap_1+ano+...+a; + ap(mod 3)

Ap—1 * 10“71 + Ap—2 - 107172 +...+ay- 10 + ag =Aap-1+ap—2+...+a; + CLo(mOd 9)

Zadanie 70. Niech S(n) oznacza sume cyfr liczby n. Wykaz, zZe jesli S(n) = S(2n), to 9|n.

ROZWIAZANIE. Skoro n = S(n) (mod 9), to réwnos¢ S(n) = S(2n) pociaga za soba 2n = n (mod 9).
A zatem 2n — n jest liczba podzielng przez 9. |

Zadanie 71. Dla kazdej liczby naturalnej mozemy przeprowadzié nastepujgcq operacje: bierzemy sume
wszystkich jej cyfr, nastepnie sume wszystkich cyfr tak powstalej liczby itd., dopdki nie otrzymamy liczby
jednocyfrowej. Przeprowadimy te operacje na wszystkich liczbach naturalnych od 1 do 1000. Jakich cyfr
otrzymamy wiecej — jedynek czy dwdjek?

RozwiazANIE. Dla kazdej liczby od 1 do 1000 cyfra otrzymana w wyniku wielokrotnego dodawania
cyfr ma taka sama reszte z dzielenia przez 9, co wyjsSciowa liczba (stosujemy wielokrotnie powyzsza
obserwacje). Kazda kolejna liczba catkowita daje kolejna reszte z dzielenia przez 9, a zatem wsréd liczb
od 1 do 999 jest tyle samo liczb dajacych reszte 1, co i reszte 2 z dzielenia przez 9. A zatem uwzgledniajac
liczbe 1000 = 1(mod 9) widzimy, ze wigcej otrzymamy jedynek. |

7.4 Odwrotno$s¢ modulo liczba pierwsza
Odnotujmy teraz istnienie zaleznoéci pomiedzy liczbami wzglednie pierwszymi, a kongruencjami.

Obserwacja 7.4

Niezerowe liczby calkowite a, b sa wzglednie pierwsze wtedy i tylko wtedy, gdy istniejg takie liczby
calkowite p, ¢, ze:
ap =1 (mod b), bg=1(mod a).

Liczby p, ¢ wystepujace w twierdzeniu wyzej nazywamy czasem ODWROTNOSCIAMI (odpowiednio) liczb
a, b modulo (odpowiednio) b, a. Ten fundamentalny fakt mozna dowodzi¢ w duchu teorii réwnan, w duchu
teorii funkcji oraz w duchu teorii strukturalnej — teorii grup. Odnosze sie tu do wspomnianych we wstepie
faz rozwoju algebry. Ponizej pokazemy dowdd w jezyku teorii rownan, a dalej — w jezyku teorii funkcji.

Dowdd. 7 perspektywy teorii rownan, rezultat ten wynika natychmiast z twierdzenia z poprzedniego
wykladu moéwiacego, ze dla dowolnych niezerowych liczb calkowitych a,b istnieja liczby naturalne p, q
takie, ze ap + bg = NWD(a, b) oraz z tego, ze NWD(a, b) dzieli dowolna kombinacje liniowa a,b. A zatem
jesli a, b sa wzglednie pierwsze, to istnieja liczby p, ¢ takie, ze ap+bgq = 1 i liczby te spelniaja kongruencje
wystepujace w tredci twierdzenia. Odwrotnie za$, jesli mamy ap + bg = 1, dla pewnych liczb catkowitych
a,b, to NWD(a,b) = 1. O

Zobaczmy przyklad wyznaczania odwrotnosci modulo k, dla k = 14 oraz wzglednie pierwszej z nig
liczby 9. Z algorytmu Euklidesa wiemy, ze

14=1-9+5 9=5+4, 5=4+1,



czyli
1=5-4=5-(9-5)=2-5-9=2-(14-9)—-9=2-14-3-09.

A zatem dla z = —3 mamy 9z = —27 = 1 (mod 14). Dla y = 2 mamy tez 14y = 1 (mod 9).

Gdy mowa o istnieniu odwrotno$ci, przychodzi na my$l dzielenie stronami, co wyrazi¢ mozna nastepuja-
cym waznym faktem.

Obserwacja 7.5

Dane sa takie liczby catkowite k > 2 oraz n > 0, z2e NW D(n, k) = 1 oraz an = bn (mod k). Wéwczas
zachodzi kongruencja a = b (mod k).

Dowdd. Skoro NWD(n, k) = 1, to istnieje & # 0 takie, ze nz = 1 (mod k). Stad

an =bn (mod k) <= anz = bnz (mod k) <= a = b(mod k).

7.5 Twierdzenie Eulera i mate twierdzenie Fermata

Powazniejsze wyniki teorioliczbowe uzyskujemy w oparciu o teorie uktadow reszt.

Definicja 7.2: Zredukowany uklad reszt

Niech dana bedzie liczba naturalna k > 2. Przez ®(k) oznaczamy zbidr:
®(k) = {m e N[1<m < k,NWD(k,m) = 1}

liczb naturalnych wzglednie pierwszych z k i nie wigkszych od k. Moc zbioru ®(k) oznaczamy jako
¢(k), Funkcje ¢ : N — N nazywamy FUNKCJA EULERA (lub TOCJENTEM).

Zbiér liczb catkowitych {r1,...,rg)}, z ktérych kazda daje inng reszte z dzielenia przez k i kazda
jest wzglednie pierwsza z k nazywamy ZREDUKOWANYM UKLADEM RESZT modulo k.

Kluczowa uwaga jest nastepujaca.

Obserwacja 7.6

Jesli {r1,...,7s}, gdzie s = ¢(k), jest zredukowanym ukladem reszt modulo k i a € Z spelnia
NWD(a, k) = 1, to zbiér {ary,ars,...,ars} jest zredukowanym zbiorem reszt modulo k.

Dowdd. Gdyby$my mieli ar; = ar; (mod k), to wobec zalozenia NWD(a, k) = 1 istnieje p takie, ze
ap = 1(mod k), a wiec ar; = arj (mod k) <= apr; = apr; (mod k) <= r; = r; (mod k), co stoi
w sprzecznosci z zalozeniem, ze r;,7; daja rézne reszty modulo k. O

Fakt ten méwi, ze dla dla kazdego = € {r1, ..., 7o) } funkcja fr o {r1, ..., 7o)} — {r1,..., 7o)} okreslo-
na wzorem f(x) = rz (mod k) jest bijekcja. Daje to ,funkcyjny” dowdd istnienia odwrotnosci » modulo k.
Istotnie, skoro f, jest bijekcja, to istnieje x, ze ro = 1 (mod k), bo oczywiscie 1 € {r1,...,74u)}. Stad =
jest odwrotnoscia liczby r modulo k. Tu jednak nie mamy narzedzia do wyznaczania odwrotnosci.

Mozna zapyta¢ — a co z dowodem ,strukturalnym”? Opiera sie on o pojecie grupy i pojecie rzedu elementu.

Dokladniej, okazuje sie, ze zbior {ry,...,74r)} ma strukture grupy cyklicznej. Oznacza to, nie wchodzac
w technikalia, ze istnieje taki element r tego zbioru, ze kazdy inny element x tego zbioru jest jego potega
modulo k, tzn. istnieje s takie, ze r® = 1(mod k). O tym jednak szerszej tu nie wspominamy (choé

podejscie to ma zastosowanie olimpijskie — patrz ostatnie zadanie w zestawie).



Twierdzenie 7.2: Twierdzenie Eulera

Jesli NWD(a, k) = 1, to a®®) =1 (mod k).

Dowdd. Niech {rq,...,rs}, gdzie s = ¢(k), bedzie zredukowanym ukladem reszt modulo k. Wiemy, ze
{ar1,...,ars} tez jest zredukowanym ukladem reszt modulo k, a wiec iloczyny reszt nalezacych do tego
zbioru daja ta sama reszta modulo k, tzn.

rira...1Ts = (arq)(are) ... (ars) (mod k).

Oznaczajac © = r179 .. .75 dostajemy
x =z -a® (mod k).

Wystarczy teraz uprosci¢ przez x, czyli przemnozyé¢ obydwie strony kongruencji przez odwrotnosé x
modulo k. Nietrudno jednak sprawdzié¢, ze iloczyn liczb wzglednie pierwszych z k sam jest wzglednie
pierwszy z k, co koniczy dowdd — oznacza bowiem, ze  ma odwrotnos¢ modulo k. O

Jesli k jest liczba pierwsza, to ¢(k) = k — 1, co daje natychmiastowy wniosek — niezwykle popularne
narzedzie konkursowe, mozliwe do przejrzystego udowodnienia takze bez korzystania z teorii kongruencji
(dowod6w ma wiele).

Twierdzenie 7.3: Male Twierdzenie Fermata

Jedli p jest liczba pierwsza i p nie jest dzielnikiem liczby catkowitej a, to a?~! = 1 (mod p).
Pokazemy teraz kilka zastosowan powyzszych rezultatow.

Zadanie 72. Wyznacz dwie ostatnie cyfry w zapisie dziesietnym liczby 31000,

ROZWIAZANIE. Mamy ¢(100) = ¢(25)¢(4) = 40. Z twierdzenia Eulera dostajemy zatem 3%° = 1 (mod 100).
Stad:
31000 — (3%0)25 = 125 = 1 = 1 (mod 100).

A zatem ostatnie dwie cyfry liczby 3'°°° to 0, 1. [ |

Zadanie 73. Wyznacz reszte z dzielenia liczby 380 + 780 przez 11.
ROzZWIAZANIE. Oczywiscie NWD(3,11) =1 = NWD(7,11), a zatem z MFT mamy:
319 =1(mod 11), 7' =1 (mod 11).

A zatem
380 4 780 — (310)8 4 (710)8 = 18 4 18 (mod 11)

Zadanie 74. Zaloimy, zZe liczba pierwsza p jest dzielnikiem liczby 111...1. Udowodnij, e n = 3.
P

RozwiazZANIE. OczywiScie p nie jest zadna z liczb 2,5. Co wiecej,

999...9=10" -1
——

P

Liczba pierwsza p dzieli 10?7 — 1 wtedy i tylko wtedy, gdy
107 = 1 (mod p).
Dodatkowo, skoro NWD(p, 10) = 1, to z MFT mamy:
107! = 1 (mod p).

A zatem mamy:
107 — 107" =10P"1 -9 =19 (mod p).

Skoro liczba ta ma by¢ podzielna przez p, to p jest dzielnikiem liczby 9, czyli p = 3. |



Zadanie 75 (OM). Udowodnij, zZe nie istnieje taka liczba naturalna n > 2, Ze n|2™ — 1.

ROZWIAZANIE. Przypusémy przeciwnie, ze taka liczba n istnieje. Wéwcezas niech p bedzie najmniejszym
dzielnikiem pierwszym liczby n. Mamy wéwczas

pl2" — 1.
Liczba 2™ — 1 jest nieparzysta, wiec p # 2. W takim razie mamy NWD(p,2) = 1 i z MTF dostajemy:
pl2r~t —1.

Wezmy teraz najmniejsza taka liczbe d > 1, ze p| 2% — 1. Wowczas d jest dzielnikiem zaréwno liczby n jak
i liczby p — 1 (jak to uzasadnié¢?), czyli w szczegdlnosci d < p — 1. Z drugiej strony p jest najmniejszym
dzielnikiem pierwszym liczby n. Skoro jednak d jest mniejsze i rowniez dzieli n, to d = 1. To by jednak
oznaczalo, ze 2 = 1 (mod p), co jest niemozliwe. [ |

I na koniec zdecydowanie trudniejszy przyklad z obozu OMJ.

Zadanie 76. Niech p bedzie dowolng liczbg pierwszqg. Wykaz, Ze istnieje taka dodatnia liczba calkowita
n, ze liczba catkowita a, postaci

an=n'+Mn—-12%+n—-2>+.. . +3" 22" 41"
daje przy dzieleniu przez p reszte 2023.

ROZWIAZANIE. Aby wyznaczy¢ przykladowa liczbe n spelniajaca warunki zadania rozwazymy najpierw
liczbe

A(p—1)p-

Ustalmy niezerowa reszte a z dzielenia przez p i rozwazmy wszystkie potegi stanowiace skladniki liczby
a(p—1)p, ktérych podstawy daja reszte a z dzielenia przez p. Suma tych sktadnikéw, ktérag oznaczymy

przez s,, to
Sq = aPP DI (g 4 pypP=DHl=pa 4 4 (g 4 p(p — 2))PHIe,

Wszystkie podstawy tych poteg daja reszte a z dzielenia przez p, natomiast kolejne wyktadniki daja
wszystkie mozliwe reszty przy dzieleniu przez p — 1, przy czym kazda reszte daja dokladnie raz. Zatem z
malego twierdzenia Fermata

sa=l+a+a*+...+a”"! (mod p).

Skoro (1+a+a?+...+aP 1) (a—1) = a?~! — 1, to ponownie korzystajac z malego twierdzenia Fermata,
stwierdzamy, ze

e 5,=0 (mod p),dlal<a<p-—1,
e 51 =p—1.

Zatem
app—1) =S1+ ...+ 5,1 =—1 (mod p).

Wreszcie zauwazmy, ze jesli dla pewnych dodatnich liczb catkowitych x,y, w, 2 mamy
=y modplp—1) oraz w=2z modp(p—1),

to
¥ =93 (mod p).

Stad tatwo dostac
App(p—1) = k- p(p—1) = —k  (mod p),

czyli szukang liczba jest na przyktad

n=2023(p—1)-(p—1)p.



7.6 Uniwersalna cecha podzielnosci

Na koniec wrocimy do cech podzielnosci, wskazujac na istnienie procedury, majacej charakter testu po-
dzielnoécﬂ przez dowolna dodatnia liczbe catkowita k niepodzielna przez 2 i 5. Zacznijmy od zadania.

Zadanie 77. Po wymazaniu cyfry jednosci b pewnej liczby n, a nastepnie dodaniu do uzyskanej w ten
sposob liczby 33-krotnosci cyfry b uzyskano liczbe 9400. Wykaz, Ze liczba n jest podzielna przez A7.

ROZWIAZANIE. Zapiszmy réwnanie, ktére wynika bezposrednio z warunkéw zadania:

n—=>at
10
A zatem po wymnozeniu przez 10 mamy n + 3290 = 9400. W szczegdlnosci n = 47(20 — 7b). ]

+ 33b = 9400.

Kluczowe w powyzszym zadaniu byto znalezienie odwrotnodci liczby 10 modulo 47, ktéra jest rowna 33.
Jak sie okazuje, jest to demonstracja ogdlnej prawidtowosci.

Obserwacja 7.7

Rozwazmy dodatnia liczbe catkowity k, niepodzielna przez 2 i przez 5. Niech x bedzie taka liczba
catkowita, ze
10z = 1 (mod k)

Niech n > 9 bedzie liczbg calkowita oraz niech n’ powstaje z n przez usuniecie ostatniej cyfry ag.
Woéwezas
n=0(mod k) < n'+ zay =0 (mod k).
Dowdd. Skoro n = 10n’ + ag, to
n=0(mod k) <= 10n’ + ag = 0 (mod k).
Skoro 10 jest odwracalne modulo k, z odwrotnoscia x, to mamy:
10n’ 4+ ag = 0 (mod k) <= x(10n’ + ag) = 0(mod k) <= n’ + zag = 0 (mod k).
O

Oto przykladowe zastosowania tej obserwacji do znanych nam cech, przyjmujac x = 1 dla k = 3 oraz
k=9 oraz x = —1, dlam = 11.

n=0(mod 3) < n’ +ag =0 (mod 3),
n=0(mod 9) <= n'+ag=0(mod 9),
n=0(mod 11) <= n' —ag =0 (mod 11).

Nietrudno wyprowadzi¢ stad znane cechy podzielnosci. Zobaczmy inne przyktady.

WeZmy k = 13. Mamy 10 -4 = 1 (mod 13), wiec
n=0(mod 13) <= n’ 4 4ap =0 (mod 13).
Biorac na przyktad n = 11382 i oznaczajac przez ~ przejscie n ~» n' + 4ag mamy cigg:
11382 ~» 1138 4+4-2=1146 ~» 114 4+4-6 =138~ 13+4-8 =45~ 4+ 4 -5 = 24.

Sprawdzenie czy 11382 dzieli sie przez 13 sprowadza sie zatem do sprawdzenia czy 24 dzieli sie przez 13.
Stad oczywiscie widaé, ze ta podzielnos¢ nie ma miejsca.

Mozna dyskutowaé czy pokazana metoda jest znacznie skuteczniejsza niz zwykle dzielenie pisemne.
Odwrotno$¢ 10 modulo k wyznaczamy za pomoca algorytmu Euklidesa szukajac liczb z,y takich, ze
10z + kq = 1. Przyklady tego typu przerabialiSmy na poprzednim wykladzie. Ciekawostka jest taka,
ze w pewnych sytuacjach nasz ,test podzielnosci” moze zwieksza¢ liczbe lub prowadzi¢ do petli, jak w
ponizszym przykladzie. Jak to wyjasnié¢?

351 ~35+4-1=39~34+4-9=39~>39 39~ ...
2Na podstawie https://kconrad.math.uconn.edu/blurbs/ugradnumthy /universaldivtest.pdf.




Mozliwa dalsza lektura — zapis dziesietny i kongruencje
e P. Bielinski, Blokowe cechy podzielnosci, Delta 11/2021,
https://www.deltami.edu.pl/2021a/11/2021-11-delta-art-02-bielinski.pdf

e T. Kobos, Cyfrowe zadania, Gazetka OMJ Kwadrat 17,
https://omj.edu.pl/uploads/attachments/kwadratl7_pantone2727.pdf

e A. Osgkowski, U. Pastwa i J. Jelisiejew, Kongruencje i ich wlasnosci,
https://omj.edu.pl/uploads/attachments/seminaria_1.pdf

e B. Zawalski, Teoria cyfr, Gazetka OMJ Kwadrat 23,
https://www.omj.edu.pl/uploads/attachments/kwadrat23. pdf

Zadania — zapis dziesietny, kongruencje

Zadanie 1. Z cyfr 1,2,...,8 utworzono dwie liczby 4-cyfrowe, wykorzystujgc kazdg cyfre dokladnie raz.
Wykaz, Ze suma uzyskanych liczb jest podzielna przez 9.

Zadanie 2. Czy cyfry 1,2,3,4,5,6 mozna ustawi¢ w takiej kolejno$ci, aby otrzymaé 6-cyfrowq liczbe
podzielng przez 119

Zadanie 3. Znajd? wszystkie liczby pierwsze p takie, Ze p?> + 11 ma dokladnie szesé dzielnikéw dodatnich.

Zadanie 4. Udowodnij, ze jesli a i b sq liczbami calkowitymi, to liczba N = ab(a? — b*)(a® + b?) jest
podzielna przez 30.

Zadanie 5. Znajdz dwie ostatnie cyfry w zapisie dziesietnym liczby 77,

Zadanie 6. Udowodnij, ze dla dowolnej liczby calkowitej n > 0 liczba 3*" + 23 dzieli sie przez 13.

Zadanie 7. (x) ZnajdZ wszystkie dodatnie liczby calkowite n, ktdre sq réwne sumie swoich cyfr powiek-
szomej o iloczyn swoich cyfr.

Zadanie 8. (x) Znajd? wszystkie dodatnie liczby calkowite n takie, Ze liczba 2™ + " jest kwadratem.
Zadanie 9. (x) Wykaz, Ze nie istnieje liczba naturalna n > 1, Ze 2™ jest dzielnikiem 3™ + 1.

Zadanie 10. (x) Wyznacz wszystkie takie liczby pierwsze p, Ze 4p* + 1 oraz 6p? + 1 sq réwniez liczbami
PIETWSZYM.

Zadanie 11. (x) Dane sqg dodatnie liczby calkowite a,b oraz liczba pierwsza p, taka ze p|aP — bP. Udo-
wodnij, ze p? | aP — bP.

Zadanie 12. (x) Wyznacz wszystkie liczby pierwsze p, dla ktérych liczba 3P 4+ 4P jest podzielna przez 181.

Zadanie 13. (x) Wykaz, Ze dla nieskoriczenie wielu liczb calkowitych n > 0 liczba 1 + 24" 425" jest
zlozZona.

Zadanie 14. (x) ZnajdZ wszystkie dodatnie liczby calkowite n, takie Ze liczba 2™ — 1 nie ma Zadnego
dzielnika pierwszego wiekszego od 7.

Zadanie 15. (%) ZnajdZ wszystkie takie dodatnie liczby calkowite n, dla ktérych liczba 4™ — n jest wielo-
krotnoscig 17.

Zadanie 16. (%) ZnajdZ najmniejszq liczbe calkowitq n > 9, ktdrej zapis dziesietny nie zawiera cyfr 0 i
7, ale zamiana dowolnej cyfry liczby n na cyfre 7 daje liczbe podzielng przez 7.

Zadanie 17. (%x) Wyznacz wszystkie dodatnie liczby calkowite k, dla ktérych liczba 3% 4 5% jest potegq
liczby catkowitej o wyktadniku naturalnym wiekszym od 1.

Zadanie 18. (xx) Dana jest liczba calkowita k > 2 oraz dodatnie liczby calkowite ny, na, ..., ng, przy czym
dla kazdej liczby calkowitej od 1 do k liczba n;11 jest dzielnikiem liczby 2™ — 1 (dla i = k przyjmujemy,
zenjp1 =ny1). Wykaz, Zeny =ng=...=np =1.


https://www.deltami.edu.pl/2021a/11/2021-11-delta-art-02-bielinski.pdf
https://omj.edu.pl/uploads/attachments/kwadrat17_pantone2727.pdf
https://omj.edu.pl/uploads/attachments/seminaria_1.pdf
https://www.omj.edu.pl/uploads/attachments/kwadrat23.pdf

Rozdziat 8

Liczby wymierne i ich przedstawienia

8.1 Definicje szkolne i pozaszkolne

Pojecie liczby wymiernej pojawia sie w szkole podstawowej okoto klasy siédmej, gdy uczniowie zapoznani
sg juz dostatecznie z dziataniami na ulamkach zwyktych i dziesietnych, a przede wszystkim — z dzialaniami
na liczbach dodatnich i ujemnych. Temu ostatniemu zadaniu wiele miejsca poswieca si¢ w klasie szostej.
W szkole pojawia sie oczywidcie nastepujaca definicja.

Definicja 8.1: Liczby wymierne (definicja szkolna)

L1czBA WYMIERNA to taka liczba, ktérg mozna przedstawié¢ w postaci utamka %, gdzie I, m sa
liczbami catkowitymi i m # 0.

7 punktu widzenia podanych przez nas aksjomatow nie jest jasne czym jest dzielenie liczb catkowitych
i dlaczego taka operacja jest wykonalna. Innymi slowy: méwiac, ze liczba wymierna jest liczbg nie bardzo
wiadomo co mamy na my$li. Mozna to formalne rozstrzygnaé¢ wprowadzajac (podobnie jak w przypadku
definicji liczb catkowitych) odpowiednia relacje réwnowaznosci na parach liczb catkowitych.

Definicja 8.2: Liczby wymierne (definicja abstrakcyjna)

Rozwazmy pary (m,n), gdzie m,n € Z oraz n # 0. W zbiorze tym okreslamy relacje réwnowaznosci:
(m,n) ~ (k1) < ml=kn.

Klasy abstrakeji [(m,n)] tej relacji nazywamy liczbami wymiernymi. Ich zbiér oznaczamy przez Q.
Definiujemy tez:

_[(m’n)} = [(_m’n)]v [(Ln)]_l = [(n’ 1)]

Na zbiorze klas abstrakcji {[m,n],m € Z,n € Z\ {0}} powyzszej relacji wprowadzi¢ mozna dzialania
arytmetyczne tak, by otrzymaé liczby rozwazane w szkole. W zbiorze liczb wymiernych wprowadzié
mozemy rowniez naturalna relacje porzadku >:

a ¢ ad—bc

[(a,b)] > [(¢,d)] <= (ad —bc)-bd >0, tzn. 373" bd > 0.

W szkole o liczbach wymiernych méwimy w dwoéch kontekstach. Pierwszy polega na rozwazaniu liczb
wymiernych jako liczb zapisywalnych w sposéb jednoznaczny w postaci ilorazu liczb catkowitych, a drugi
zwiazany z przedstawieniami w postaci utamkow dziesietnych oraz utamkow prostych.

Obserwacja 8.1: O postaci nieskracalnej

Dla kazdej liczby w € Q istnieje doktadnie jedna paraliczbp € Z, g € Ny, ze w = % iNWD(p,q) = 1.



Dowéd. 7 definicji liczby wymiernej istnieja liczby catkowite a, b takie, ze w = 3. Mozemy zalozy¢, ze
b jest liczba naturalna, bo [(a,b)] = [(—a, —b)]. Niech d = NWD(a,b). Wtedy istnieja liczby catkowite
p € Z oraz q € N takie, ze a = pd i b = gd oraz NWD(p, ¢) = 1. Stad wynika, ze

[(a,b)] = [(pd, qd)] = [(p, q)]

Zalézmy, ze p,r € Z oraz q, s € N sa takie, ze NWD(p, q) = 1 = NWD(r, s) oraz [(p, q)] = [(r, s5)]. Wtedy
ps = qr. Poniewaz s | qr i NWD(r, s) = 1, to z uwagi z poprzedniego wykladu wynika, ze s jest dzielnikiem
q. Tak samo dowodzimy, ze q < s. Stad wynika, ze ¢ = s. Wobec tego réwniez p = r. O

Szereg zadan konkursowych opiera sie o obserwacje, ze dzialania dodawania, odejmowania, mnozenia
i dzielenia przez liczbe niezerowa nie wyprowadzaja ze zbioru liczb wymiernych. Zobaczmy przyklad.

a—2>
a+b

Zadanie 78 (4 OMG, 3 etap). Dodatnie liczby a,b majg te wlasnodé, ze liczba jest wymierna.

Udowodnij, ze liczba %g J_rg jest takze wymierna.

Dowdd. Wykazemy najpierw, ze liczba x = % jest wymierna. Niech H = p. Wowczas
a
7 1 z—1 14p
G =p =p = r=-—".

Poniewaz liczba p jest wymierna, wigc wymierne sa takze liczby 1+ p oraz 1 — p. Skad wniosek, ze iloraz
liczb 1 4 p oraz 1 — p, czyli liczba x jest takze liczba wymierna. Ponadto:

a
20—b 2371 2r—1
20+b 9% 2241
b

Poniewaz x jest liczba wymierna, wiec liczby 2o — 1 oraz 2z + 1 sa takze wymierne. Stad wynika, ze iloraz
liczb 2z — 1 oraz 2x + 1 jest liczba wymierna. O

Wiele zadan konkursowych opiera si¢ o tozsamosci algebraiczne zwiazane z utamkami. Ich przeglad znaj-
dzie Czytelnik w pierwszym tomie Podrézy po Imperium Liczb prof. Nowickiego (rozdzial 1). Jedna
z najprostszych takich tozsamosci jest nastepujacy fakt.

Obserwacja 8.2

a

Dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, ¢, d, takich ze b # 0, d # 0, b # d oraz § = § mamy

a—cC

a_°
b d b—d

a—c _ a

Dowéd. Rzeczywiscie, warunek =5 = ¢ przeksztalcamy réwnowaznie, po przemnozeniu przez (b—d)b,
(&

do warunku ab — bc = ab — ad, réwnowaznego oczywiscie ¢ = 3. O

Oto przyklad zastosowania z obozu naukowego OMJ (2023).

Zadanie 79. Niech x, y, z bedqg liczbami rzeczywistymi, takimi Ze x # 1, y # 1 oraz © # y. Zaldzmy
rowniez, zZe dla pewnej liczby rzeczywistej k spelniony jest warunek.

yz—a®  xz—y? _
l—2z  1-y
Wykaz, ze k =x+y + 2.
RozwiazANIE. Uzywajac obserwacji wyzej, uzyskujemy:
yz — a2 B 2z — y> B (yz — 22) — (2 — y?) Czly—)+yHa)(y—x)
= = = =xr+y+ =z
1—x 1—y 1—-2)—(1-y) y—x



8.2 Niewymierno$¢ pierwiastkow

W dyskusjach o wymiernosci czesto pojawia sie zagadnienie wymiernosci lub niewymiernosci pierwiastkéw
z pewnych liczb. Warto uporzadkowaé te sprawy, poruszajac przy okazji temat pierwiastkow.

Definicja 8.3: Pierwiastek

Niech n bedzie liczba naturalna, zas a > 0 — liczba rzeczywista. PIERWIASTKIEM (ARYTMETYCZ-
NYM) STOPNIA n-tego z liczby a jest taka nieujemna liczba b, dla ktérej zachodzi réwnosé

" = a.

Jesli n jest liczba naturalng nieparzysta, a — dowolna liczba rzeczywista i b = a, to b jest pierwiast-
kiem arytmetycznym n-tego stopnia z liczby a. Piszemy wtedy /a = b.

Powyzsza definicja jest o tyle ciekawa (na co rzecz jasna nie zwracamy uwagi w szkole), ze wymaga zaréw-
no wykazania poprawnosci, jak i uzasadnienia istnienia obiektéw, ktére opisuje. Po pierwsze wiec trzeba
sie upewnic¢ czy liczba b jest wyznaczona jednoznacznie przez podane warunki, a po drugie — czy taka
liczba w ogdle istnieje. O ile istnienie pierwiastka z liczby rzeczywistej jest zdecydowanie pozaszkolnym
twierdzeniem z analizy, o tyle warto wspomnieé¢ o kwestii jednoznaczno$ci.

Jedli 0 < ¢ < b, to dla kazdej liczby naturalnej k zachodzi nieréwno$é ¢* < b¥, co dowodzimy indukeyijnie.
Wynika stad, ze dla dowolnego a > 0 i dowolnego n € N istnieje co najwyzej jedna liczba b > 0, dla
ktorej a = b".

Jesli n jest liczba nieparzysta i a < 01ib" =a,to b < 0. Jedli ¢ < b < 0, to —c > —b > 0, wiec dla
kazdej liczby nieparzystej k zachodzi —c* = (—c)¥ > (=b)k = —b* > 0, czyli & < b* < 0. Wynika stad,
ze réwniez w tym przypadku istnieje co najwyzej jeden pierwiastek n-tego stopnia z liczby ujemnej.

W wielu rozumowaniach przydaje sie nastepujaca obserwacja méwiaca, ze wymierne pierwiastki z liczb
catkowitych sa w istocie liczbami calkowitymi.

Obserwacja 8.3

Jesli n jest liczba naturalna, w — wymierna, a — calkowita i w™ = a, to liczba w jest caltkowita.

Dowdd. Niech w = %, gdzie p € Z oraz 0 # ¢ € N i niech liczby p, ¢ beda wzglednie pierwsze. Z réwnosci
w™ = a wynika, ze
a3

p" = aq".

Dowolna liczba pierwsza r, ktora dzieli ¢ musi tez dzieli¢ ¢”, a zatem takze p™, a takze p, co jest niemozliwe,
bo NWD(p,q) = 1. A zatem g = 1. O

Obserwacja 8.4

Jesli w jest dodatnig liczbg wymierna, to dla kazdej liczby naturalnej k > 1 liczba &/w jest wymierna
wtedy 1 tylko wtedy, gdy w jest k-ta potega liczby wymierne;j.

u

R0OzZwWiAZANIE. Dowdd jest analogiczny, jak wyzej. Gdybysmy mieli (5)]6 = 57 dla liczb catkowitych
u,v,p,q, u# 0, v#0 oraz NWD(u,v) = NWD(p, q) = 1, wéwczas

qu® = po*.

Skoro NWD(u*, v¥) = 1, to ¢ = v* oraz p = u*. Implikacja odwrotna jest oczywista. |



8.3 Czes¢ catkowita i czes¢ utamkowa

O ile temat dowodzenia niewymiernosci (oraz przestepnosci) okreslonych liczb opiera sie o liczne tech-
niki teorioliczbowe i analityczne, ktére pojawiaé sie beda w réznych momentach wykladu (zwlaszeza
gdy méwié bedziemy o wielomianach), o tyle cieckawym i szkolnym zagadnieniem jest temat rozwinieé
dziesigtnych liczb wymiernych (a czasem tez niewymiernych). Podstawowy jest nastepujacy rezultat.

Obserwacja 8.5

Kazda liczba wymierna % ma rozwiniecie dziesigtne skonczone albo nieskonczone okresowe.

,Uzasadnienie” szkolne, o ile mozna je tak nazwaé, odnosi sie do algorytmu dzielenia pisemnego dwoch
liczb calkowitych (niezerowych). Algorytm w kazdym kroku wykonuje pewne dzielenie z reszta przez licz-
be g, i jesli uzyska w wyniku tego dzielenia reszte 0, to sie koniczy i rozwiniecie dziesietne jest skonczone.
Zalozmy wiec, ze dla pewnej liczby wymiernej algorytm dzielenia z reszta nie konczy sie. To znaczy, ze
w kolejnych krokach uzyskiwane sg niezerowe reszty z dzielenia przez liczbe g. Co wiecej, znajomosé resz-
ty uzyskanej w n-tym kroku algorytmu ,determinuje” znajomo$é kolejnej reszty. Skoro reszt z dzielenia
przez q jest skonczenie wiele, to w koncu reszty uzyskiwane w kolejnych krokach algorytmu ,zapetla sie”.

Formalnie rzecz biorac na poziomie szkoly podstawowe] (ani $redniej) uczen nie ma réwniez narzedzi do
pokazania, ze liczby rzeczywiste majace rozwiniecie nieskonczone okresowe sa wymierne. Nie chodzi tylko
0 to, ze uczniowie moga nie zna¢ ciagdw geometrycznych, ale takze o wynikajacy stad problem nieznajo-
moéci formalnej definicji rozwiniecia dziesietnego, ktére wymaga uprzednio definicji liczby rzeczywistej.
Moze jednak argumentowa¢ w sposéb intuicyjny, podobnie jak zamienia zapis w postaci okresowego utam-
ka dziesietnego nieskonczonego na zapis w postaci ulamka zwyklego. Nie zna definicji zapisu dziesietnego,
ale zna pewne jego kluczowe wlasnosci, zwlaszcza zasade méwiaca jak zmienia si¢ rozwiniecie dziesigtne
przy mnozeniu przez potegi liczby 10 oraz przy dzialaniach arytmetycznych na rozwinieciach, ktére maja
identyczne okresy. Dla przyktadu, liczba = o zapisie dziesigtnym 1, 3(6) jest wymierna, bowiem 10z mozna
zapisaé jako 13,6(6), a zatem 9z = 12,3, czyli 902 = 123 i mamy x = %.

Bardziej formalny dowdd Obserwacji 8.5 uzyska¢ mozna rozwazajac cze$¢ calkowita i czed¢ utamkowa
liczby rzeczywistej, o ktérych wspomnieliSmy juz wczesniej mowiac o utamkach tancuchowych.

Definicja 8.4: Cze$é caltkowita (cecha), cze$é utamkowa (mantysa)

Niech x bedzie liczbg rzeczywista.

e CZESCIA CALKOWITA liczby rzeczywistej z (lub CECHA, FUNKCJA PODLOGA, ENTIER, z fr.)
nazywamy najwieksza liczbe calkowita nie wieksza od x i oznaczamy symbolem [z] lub |z ].

e Liczbe x — [z] nazywamy CZESCIA ULAMKOWA lub MANTYSA liczby « i oznaczamy jako {z}.

Warto odnotowaé na poczatku, ze dla liczby wymiernej postaci %, dla ktérej wykonamy dzielenie z reszta
licznika i mianownika p = kq + r, gdzie 0 < r < ¢, mamy [z] = k oraz ¢{z} = r.

Obserwacja 8.6

Niech z,y beda liczbami rzeczywistymi oraz n — liczba naturalna. Wowczas:

(a) Jesli = <y, to [z] < [y].
(b) [z +y] > [a] + [y].
(©) [z+n]=la]+n

)

(d) [lz]/n] = [%]-



Pokazmy dowdd (e). Jesdli oznaczymy [ = a, to mamy a < [’] <a+1l <= a-n<[z]<nla+1).

Stad wynika, ze réwniez a - n < ), gdyz liczby a - n oraz n(a + 1) sa calkowite. Zatem

T x
a< —<a+1 ﬁ[—}:a.
n n

Warto wspomnieé, ze rozwaza sie réwniez wyrazenie [z] , zwane FUNKCJA SUFIT, okreslona wzorem

.
[z] +1, gdy {z}#0."

Cze$¢ calkowita prowadzi do tadnych i nietrudnych zadan zwiazanych z szacowaniem.

Zadanie 80. Udowodnij, ze jesli n jest dowolng liczbg naturalng, to

VaF1+va] = [VIn+2].

ROzwIAZANIE. Oznaczmy v/n + 1+ +/n = a, oraz v/4n + 2 = b,,. Zauwazmy teraz, ze:

dnt+l<a=2n+1+2/nn+1)<4n+2=">02, bo2y/n(n+1)<2n+1.

A zatem a,, < by, czyli [a,] < [bn]. Z drugiej strony [b,]? < 4n + 2, gdyz liczba 4n + 2 nie jest kwadratem
liczby naturalnej (patrz mod 4). Zatem [b,] < v4n + 1 < a,, skad wynika, ze [bx] < [an]. [ ]

Zadanie 81. (igg2,3,5,6,7,8,10,... zloZony jest z liczb catkowitych dodatnich, ktére nie s¢ kwadratams.
Wykaz, Ze n-ty wyraz tego ciggu jest rowny

1
n+ {\/ﬁ + 2] .
ROZWIAZANIE. Pokazemy, ze liczba n+ [\/ﬁ + %] lezy miedzy dwoma kolejnymi kwadratami. Doktadnie;j:
1] 1 1 2
\/ﬁ+§ <n-+ \/ﬁ+§ < \/ﬁ+§ +1) . (1)
Jedli wykazemy te nieréwnosé, wowczas wérod liczb
1
1,2,...,n+ {\/ﬁ+2}

znajdowaé si¢ bedzie dokladnie [\/n + 3] kwadratow 12,22 [Vn+ %]2 To oczywiscie da nam teze.
Dowodzimy (1). Zauwazmy, ze /n — [\/n] # 3 dla dowolnego n calkowitego dodatniego.

Przypadek 1, gdy v/n — [\/n] < 3. Wéwcezas [/n]?> <n < ([y/n] + %)2 Zatem
VA < n < VA + [Vl + 5
Stad [v/n + %] = [v/n] = k. A zatem nieréwno$¢ (1) przybiera oczywista postaé
B <kB+k<nthk<(k+1)?=k+2k+1.
Przypadek 2, gdy /n — [\/n] > 5. Wéwezas: ([v/n] + %)2 <n < ([Vn]+1)°, cayli
WA+ Vil + 7 < n < WA+ 20V + 1
Stad [Vn+ 3] = [v/n]+1=k+ 1. A zatem nieré6wno$¢ (1) przybiera oczywista postac

(k+12=(F +k)+k+1<n+k+1<(k+2)?=k%+4k+4.



8.4 Rozwiniecie dziesietne liczby wymiernej

Przejdziemy do rozumowania dotyczacego nieskonczonego rozwiniecia dziesigtnego liczby wymiernej x.
Wykazemy, ze liczba wymierna x o nieskonczonym rozwinieciu dziesietnym ma rozwiniecie okresowe.

Zalézmy, ze x1 = {x} jest liczba wymierna o cyfrach (po przecinku) ¢1,co,¢cs,. .., czyli © = [z], c1cc3 . . .
Jest jasne, ze liczba 1021 ma cyfre jednosci c¢1, czyli ¢; = [10x1]. Co wigcej, biorac xo = {1021} widzimy,
ze cg = [10x9). Kladac z3 = {10z2} mamy cs = [10x3], itd. Innymi slowy

xT; = 0, CiCi+1Ci42 - -«

Innymi stowy z,, = {10"~1z}. Ta ostatnia obserwacja wymaga prostego dowodu indukcyjnego.

Rzeczywiscie, jesli , 11 = {10z, }, to z zalozenia indukcyjnego mamy
Tny1 = {10{10" '2}} = 10{10" 'z} — [10{10"'z}]
= 10"z — 10[10" 2] — [10™2 — 10[10™'2]]

D y0np — 10[10" 2] — [10"2] + 10[10" 2] = {107z}

Przyjmijmy teraz, ze liczba wymierna z réwna jest utamkowi % i ma ona nieskonczone rozwiniecie

dziesietne. Oznacza to, ze x, # 0, dla kazdego n > 1. Rozwazamy ciag elementéw

Pn = MIp

1 nfll 1 nfll
pn—m~{10”1x}—m~{ 0 }—10"11771{0 ],
m

Mamy w istocie:

m

skad widaé, ze p, jest liczba calkowita. Wobec nieréwnosci 0 < xz, < 1 oraz zalozenia, ze x,, # 0
(rozwiniecie ma by¢ przeciez nieskoficzone), wnosimy, ze:

0<pp <m.

Liczby p, sa zatem niezerowymi resztami z dzielenia 10" 1] przez m, czyli elementami ciagu zlozonego
z m— 1 wyrazéw 1,2,....m — 1. A wiec w ciagu p1,...,pm, W ktérym jest m wyrazow, co najmniej
dwa wyrazy musza by¢ réwne, np. pn = pn+s, gdzie h, s sa liczbami naturalnymi mniejszymi od m. Stad
rowniez xp = Thts, Stad zad, w mysl definicji ciagu x;, natychmiast dostajemy z, = xp4s, dlan > h, a
stad skoro ¢; = {10x;} mamy tez ¢,, = ¢4, dla n > h. Liczba wymierna x o nieskoficzonym rozwinieciu
dziesietnym ma zatem rozwiniecie okresowe.

Kluczowa byta zatem obserwacja, uzyskana nieco ,,od tytu”, ze ,ogon” nieskoniczonego rozwiniecia liczby
wymiernej przedstawialnej w postaci utamka % po przemnozeniu przez m jest liczba catkowita.

Whiosek 8.1: Gauss

Jedli p jest liczba pierwsza rézng od 2 i 5, to rozwiniecie dziesigtne liczby 1/p jest ulamkiem okre-
sowym, ktérego okres dzieli p — 1.

Dowdd. Niech 0,cjcacs ... bedzie rozwinieciem dziesietnym liczby %. Aby znalez¢ to rozwiniecie zauwa-
zamy, nadladujac dowéd wyzej, ze liczba p,, jest réwna reszcie z dzielenia 10" 7! przez p (patrz (Q)). Jest

to bowiem
1071—1
Pn =2DP" { } .
p

Aby utamek % byl okresowy, dla pewnych liczb naturalnych k, ! musi zachodzi¢ p;4; = pi. Okresem tego
ulamka jest najmniejsza liczba [ o tej wlasnosci. Zauwazmy jednak, ze po pierwsze mamy p; = 1, a po
drugie skoro liczba p jest rézna od 2 i 5, to reszta po = r z dzielenia 10 przez p jest niezerowa, a zatem
z Maltego Twierdzenia Fermata mamy

10771 = 7P~ =1 (mod p).

Mamy zatem p, = p;. Zatem ulamek % jest okresowy, a jego okres dzieli p — 1. O



Przyktady.
1 1 1 1
7= 0, (142857), o= 0, (09), 29 = 0, (0344827586206896551724137931), 3= 0, (032258064516129).

Na podobnej zasadzie mozna udowodnié ogdlniejsze twierdzenie (np. korzystajac z tw. Eulera).

Whiosek 8.2

Liczba wymierna x = ™, gdzie NWD(m,n) = 1 ma rozwinigcie dziesigtne skoficzone wtedy i tylko
wtedy, gdy vp(n) = 0, dla p # 2,3. Jedli n = 2*5!c, gdzie NWD(c, 10) = 1, wéwczas rozwiniecie
dziesietne liczby x jest okresowe i dlugosé okresu jest dzielnikiem liczbyﬂ o(c). Liczba cyfr po

przecinku, stojacych przed okresem rozwiniecia dziesietnego liczby x jest réwna liczbie max(k,1).

%Funkcja Eulera ¢(n) to liczba liczb catkowitych od 1 do n, ktore sg wzglednie pierwsze z liczba n.

Przyktady.

1 1 1 1
— = — —=0.01 — —0.02(2 — —=0.02 .
25 =0.008), o5 =0,01(6), 7 =0.0227), = =0,0208(3)

Zobaczmy elementarny przyklad stwierdzania niewymiernosci na podstawie zapisu dziesigetnego.

Zadanie 82. Pewna liczba dodatnia x mniejsza od 1 ma rozwiniecie dziesietne, ktérego kolejne cyfry sq
(czytanymi od lewej) cyframi w zapisie dziesietnym kolejnych liczb naturalnych:

r =0,123456789101112131415...

Pokazaé, Ze x jest niewymierna.

Rozwigzanie. Zalézmy, ze od pewnego miejsca rozwiniecie opisywanej liczby jest okresowe i okres ten
ma dtugo$é¢ K. Oznacza to, ze od pewnej pozycji po przecinku rozwiniecia x albo wszystkie cyfry sa takie
same (K = 1), albo wéréd kazdych K kolejnych cyfr sa przynajmniej dwie rézne. Na tym tez polega
okres dlugoéci > 1. Jest jasne, ze pierwsza mozliwoé¢ nie zachodzi, bo wtedy mielibySmy do czynienia
z liczba wymierng. Takze druga sytuacja nie moze mieé¢ miejsca, bo w rozwinieciu naszej liczby wystepuja
dowolnie dlugie ciagi jednakowych cyfr. A zatem rozwiniecie x jest nieokresowe i jest ona niewymierna.

Nadmieni¢ nalezy, ze = to slynna liczba wskazana w latach 30. przez studenta Champernowne’a. Poka-
zal on znacznie wiecej niz jej niewymiernos¢. Rozwiniecie dziesietne tej liczby charakteryzuje sie tym, ze
kazdy blok (kolejnych) cyfr wystepuje w tym rozwinieciu z taka sama czestoscia — dla ilustracji (niepre-
cyzyjnej): po rozwazeniu tryliona elementéw rozwiniecia x i przeliczeniu ile jest w nich cyfr 0,1,2,3,...,9
dowiemy sie, ze jest ich prawie po tyle samo. A ,liczac dalej” bedzie ich $rednio tyle samo (wije sie tu
mocno aby nie uzy¢ zadnych powaznych pojeé). O liczbach tego rodzaju jest stynna hipoteza Borela
z 1909 roku. Nie wiadomo czy v/2 lub 7 sa tego rodzaju (testy iloéciowe temu nie przecza). Ba — nie wie-
my nawet czy w rozwinieciu dziesietnym /2 jest nieskonczenie wiele jedynek. Wiecej o tym zagadnieniu
przeczytaé¢ mozna w artykule Lukasza Rajkowskiego Czy 7 jest normalna? w Delcie.

8.5 Rozklad na ulamki proste

Warto wspomnieé na koniec o mozliwosci zapisu postaci utamkowej liczby wymiernej jako sumy utamkow
prostych, znanego juz w starozytnym Egipcie, a ktérego uzasadnienie przypisuje si¢ Fibonacciemu.

Obserwacja 8.7
Niech 0 < z < 1 bedzie liczba wymierna. Wéwczas z jest suma réznych utamkéw prostych.

Dowéd. Niech xz = ¢, gdzie a,b sa dodatnimi liczbami catkowitymi i NWD(a,b) = 1. Niech k bedzie
najmniejsza liczba naturalng (dodatnia) taka, ze:

Sl IS
T =
WV
ja]



Twierdzimy, ze jesli réznica wyzej jest dodatnia, to moze by¢ zapisana jako utamek o liczniku mniejszym
niz a oraz mianowniku wiekszym niz b. To oczywiscie wystarczy do dowodu twierdzenia.

Oczywiscie k > 1, bo z < 1. Dla k > 2 mamy:
ka —b a 1 ka—5b

a

1
A R T

Skoro % jest najwiekszym utamkiem prostym, ktéry mozna odjac od ¢ (i dosta¢ wynik dodatni), wowczas:

1 a b
—_—> - = — — b k-1 <~ ka-b .
173 1 > af ) a <a
Oczywiscie ¢ > %,Wigc ka—1b > 0. O

Warto zwroci¢ uwage na to, ze w istocie liczbe k wystepujaca wyzej i spelniajaca

mozna zapisaé jako k = [2] .

Oczywiscie rozklad na utamki prosteEI nie jest jednoznaczny, na przyktad

2_ 1 1 _t.1.1 1
20 15 435 24 58 174 232

Dokladniej, biorac pod uwage znana nam juz réownosé, prawdziwa dla kazdego naturalnego n > 0:

1 1 1

ﬁ_n—l—l—'—n(n—i—l)

widzimy, ze kazda liczbe wymierng mozna przedstawié¢ na nieskoniczenie wiele sposobdéw w postaci sumy
ulamkéw prostych. O jakich ograniczeniach warto wspomnie¢? Algorytm Fibonacciego (przyklad algo-

rytmu zachlannego) daje nam np.
3 1 1 1

AR TITTE
ale mozna tez dostaé¢ rozklad o mniejszych mianownikach niz 231, na przyktad:

3 1 1 1 1 1 1 1

A R VTR TS
Mozna zada¢ w zwiazku z tym choéby nastepujace pytanie: ilu co najmniej ulamkdéw potrzeba do roz-
ktadu na utamki proste? Okazuje sie, ze nie jest to pytanie rozstrzygniete. Ciagi Sloane’a A097049 oraz
A097048 opisuja liczniki i mianowniki najmniejszych ulamkéw, ktérych rozklady wymagaja co najmniej
2,3,4,5, ... utamkéw prostych. Dla przykladu, 8/11 nie mozna roztozy¢ na trzy ulamki proste. Nie jest
wiadomo jaka jest najmniejsza liczba, ktorej nie da si¢ roztozy¢é na mniej niz 9 utamkow prostych.

Dla utamkéw prostych niektorych typéw tatwo okresli¢ dtugosé mozliwego rozktadu na utamki proste.
Dla kazdego n naturalnego dodatniego zachodza réwnosci
1 1 1 1 2 1 1 1 3 1 1 1

nont2 amtD)  m+Dm+2)’ n o n n+l ntl n onnn

Dla ulamkéw 3/n pokazano w 2000 rokLﬂ, ze s one sumami trzech utamkéw prostych, gdy 3 nie dzieli n.
Dla utamkéw 4/n oraz 5/n nie wiadomo czy dla n > 4 ulamki te musza by¢ zawsze sumami trzech
utamkéw prostych. Problemy te znane sg jako hipoteza Erdosa-Straussa oraz hipoteza Sierpiﬁskiegoﬂ

Znane sg rézne redukcje np. problemu Erdosa-Straussa. Oto prosty przyktad.: zachodzi implikacja

OO R R T T Y
n T Yy =z kn  kx  ky kz’

Jedli wiec hipoteza jest prawdziwa dla pewnej liczby naturalnej n, to jest prawdziwa dla kazdej jej
wielokrotnosci. Wystarczy wiec rozwiazaé¢ problem dla liczb pierwszych n.

1Przeglad rozmaitych metod rozkladéw na utamki proste znalezé mozna w tekécie ,,Egyptian fractions” w bibliografii.
2T. R. Hagedorn, A Proof of a Conjecture on Egyptian Fractions, Amer. Math. Monthly, Vol. 107, (2000), pages 62-63
Shttps://r-knott.surrey.ac.uk/Fractions/egyptian.html
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https://r-knott.surrey.ac.uk/Fractions/egyptian.html
https://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/2020/02/29/2020-03-delta-rajkowski.pdf
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Zadania — liczby wymierne

Zadanie 1. Dane sq dodatnie liczby caltkowite a,b o nastepujgcej wlasnosci: dla kazdej liczby naturalnej

n > 1 ulamek
a—+n

b+n

jest skracalny. Wykaz, ze a = b.
Zadanie 2. Liczby wymierne a,b, ¢ spetniajq réwnanie (a+b+c)(a+b—c) = 2. Wykaz, ze a+b+c=0.

Zadanie 3. Dane sq takie dodatnie liczby wymierne a 1 b, dla ktdrych liczba \/a+ Vb++Vab jest wymierna.
Wykaz, ze liczby v/a oraz Vb sq wymierne.
Zadanie 4. Dana jest taka liczba rzeczywista a, Ze liczby a® + a oraz a® + a sq wymierne. Wykaz, Ze a

jest liczbg wymierng.

Zadanie 5. Rozwigz rownanie [%H} =21

1
Zadanie 6. Liczba rzeczywista x ¢ {—1,0,1} ma te wlasnosé, ze zardwno x jak i jej odwrotno$é — majq
x

identyczne rozwiniecia dziesietne po przecinku. Wykaz, Ze x jest liczbg niewymierng.

Zadanie 7. (x) Dane sq liczby dodatnie x,y, mniejsze od 1 i takie, Ze n-ta cyfra po przecinku w rozwinieciu
dziesietnym liczby y jest 2"-tq cyfrg w rozwinieciu dziesictnym liczby x. WykaZz, Ze jesli x jest liczbg
wymierng, to y tez jest liczbg wymierng.

oo

Zadanie 8. (x) Liczby a, b sq calkowite dodatnie, przy czym a jest nieparzysta. Okreslamy cigg (a,)5%

rekurencjg o warunku poczgtkowym ay = b 1 okreslong dla n > 1 wzorem:
%an, gdy a,, jest parzysta,
an+1 = . .
an +a, gdy a, jest nieparzysta.

Niech x = 0,a1az2a3 . .. bedzie liczbg rzeczywistq, ktorej rozwiniecie dziesietne zawiera na n-tym miejscu
po przecinku cyfre jednosci liczby an, dla n > 1. Rozstrzygnij czy x jest liczbg wymierng, czy nie.

Zadanie 9. (x) Rozwiq? réwnanie 3 — [x] = 3.

Zadanie 10. (x) Wykaz, Ze dla kazdej liczby naturalnej n > 1 i dla kazdej liczby rzeczywistej x zachodzi

[z] + [x—l—ﬂ + {x+ﬂ .o+ [x-l—n;l] = [na].

Zadanie 11. (x) WykaZ, zZe Zadna liczba wymierna postaci % nie jest sumgq dwoch ulamkow prostych.

Zadanie 12. (%) Dane sq liczby niewymierne dodatnie a,b,c,d, przy czym a +b = 1. Udowodnij, Ze
c+d =1 wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi réwnosé [na]+ [nb] = [nc]+ [nd).

Zadanie 13. (xx) Niech a,b bedg dodatnimi liczbami catkowitymi o tej wlasnosci, Ze § > V2. Wykaz, Ze

a 1
- - — 2.
b 2w V2
Zadanie 14. (xx) Na tablicy znajdujg sie liczby 1, 2, ... , n, gdzie n > 1 jest dodatnig liczbg calkowitq.

Dopoki na tablicy nie pozostanie jedna liczba, z tablicy wybierane sq¢ w kolejnych krokach pewne dwie

liczby a 1 b, nastepnie liczby te sq $cierane © w ich miejscu zapisana jest jedna liczba

D Udowodnij
. Udowodnij,
a+b J
. . L o . n+1

ze po wykonaniu n — 1 krokoéw liczba pozostata na tablicy jest mniejsza od

Zadanie 15. (x*) Ile jest liczb calkowitych dodatnich n mniejszych od 2023, dla ktérych istnieje dodatnia
liczba rzeczywista x, taka e n =z - |x]?



Rozdziat 9

Liczby rzeczywiste
Wartosé bezwzgledna

9.1 Elementy definicji liczb rzeczywistych

W szkole nie przeprowadza si¢ konstrukeji liczb rzeczywistych. Natomiast juz na poczatkowych etapach
nauki matematyki mowa jest o osi liczbowej i reprezentacji ,dowolnych” liczb za pomoca punktéw na osi.
Liczby rzeczywiste posiadaja wazna wlasno$é, ktéra wyraza tzw. zasada Dedekinda (zasada ciaglosci).

Definicja 9.1: Zasada ciagglosci Dedekinda

Jezeli zbiér wszystkich liczb rzeczywistych R podzielimy na dwa roztaczne podzbiory A, B w ten
sposéb, ze kazda liczba nalezaca do podzbioru A jest mniejsza od kazdej liczby nalezacej do pod-
zbioru B, to albo w zbiorze A bedzie liczba najwigksza, albo w czeéci B bedzie liczba najmniejsza.

Liczby wymierne nie posiadajg wlasno$ci wymienionej powyzej. Jesli do zbioru A zaliczymy wszystkie
liczby wymierne, liczbe 0 oraz te liczby wymierne dodatnie, ktérych kwadrat jest mniejszy od 2, a do
zbioru B — pozostale liczby wymierne, to nietrudno wykazaé, ze zbiér A nie posiada elementu najwiek-
szego, a zbiér B — elementu najmniejszego. Przyktad takiego rozbicia zbioru liczb wymiernych nazywamy
przekrojem Dedekinda.

Definicja 9.2: Przekr6j Dedekinda

Dowolna uporzadkowana pare (A, B) podzbioréw zbioru liczb wymiernych Q nazywamy przekrojem
Dedekinda, jesli

e podzbiory A, B sa wlasciwe, czyli A # Q, B # Q,
e zbidér Q jest sumag mnogoéciowa A oraz B, tzn. Q = AU B,

e kazdy element zbioru A jest mniejszy od kazdego elementu zbioru B.

Liczby rzeczywiste utozsamiamy formalnie z owymi przekrojami. Mozemy wprowadzi¢ relacje porzadku,
dziatania na przekrojach i calg strukture ciata liczbowego. Tym sie nie zajmujemy. Zwrdcimy uwage
natomiast na konstrukcje osi liczbowej. Z tego punktu widzenia istotne jest wspomnienie jeszcze jednej
zasady, wynikajacej bezposrednio z zasady ciaglosci.

Obserwacja 9.1: Zasada Archimedesa

Niechn-1=141+...41 oznacza n-krotna sume liczby 1 w zbiorze liczb rzeczywistych. Wowczas
dla kazdej liczby a > 0 istnieje k € N, takie ze k-1 > a.



9.2 OsS liczbowa

Formalnie o$ konstruujemy w nastepujacy sposéb. Bierzemy prosta x i definiujemy na niej trzy obiekty:

e punkt O, ktéry nazywamy PUNKTEM POCZATKOWYM, i ktéry dzieli prosta = na dwie polproste
(polosie), i ktéry odpowiada liczbie 0,

e ZWROT, poprzez nazwanie jednej z powyzszych pélprostych POLOSIA DODATNIA, a druga — POLOSIA
UJEMNA,

e wektor jednostkowy, czyli WERSOR € o poczatku w punkcie O oraz koncu I na poétprostej o kierunku
dodatnim, ktory odpowiada liczbie 1.

Dysponujac osia obierzmy na prostej  dowolny punkt A. Wiadomo (a raczej — nalezy o tym mysleé
jak o aksjomacie, a kwestia nie jest banalna, co wychodzi przy dowodzie twierdzenia Talesa), ze istnieje
doktadnie jedna liczba rzeczywista a, dla ktérej spelniony jest warunek

—

— — . _
OA=a-0I, czyi OA=zx-"€.

W ten sposéb kazdemu punktowi A prostej x mozemy przypisaé jednoznacznie liczbe rzeczywista a,
zwang WSPOLRZEDNA tego punktu. To przyporzadkowanie nazywamy zbudowanym na prostej x UKLADEM
WSPOLRZEDNYCH o poczatku O i wersorze €.

o

2,5

- ¥~

Powyzsza definicja posiada naturalne praktyczne modele, typu linijka czy termometr. Warto doda¢ jed-
nak szerszy kontekst, dzi§ wycofany z nauczania, ale obecny wcigz w terminologii. Zagladajac do sta-
rych podrecznikéw, choéby Algebra dla II klasy gimnazjalnej Banacha z 1934 roku, znajdziemy rozdzial
pt. Wprowadzenie liczb wzglednych, gdzie poznajemy pewng konwencje stuzaca oznaczaniu zmian dodat-
nich i ujemnych (przyrostéw lub ubytkéw). I tak mozna powiedzieé, ze jesli liczba mieszkancéw pewnego
miasta wzrosla np. o 5000, to zmiana liczby mieszkancéw jest dodatnia i wynosi +5000 mieszkancow.
Jedli liczba mieszkancow zmalala o 5000, to zmiana jest ujemna i wynosi —5000 mieszkancéw.

Same liczby DODATNIE wraz z zerem — a wigc same wielkosci zmian nazywano liczbami BEZWZGLEDNY-
MI. Banach w oparciu o nie okresla liczby UJEMNE — jako te, ktére powstaly przez wpisanie przed liczba
bezwzgledng znaku —. Wszystkie zas otrzymane liczby: dodatnie i ujemne nazywa tacznie: WZGLEDNYMI.
Ten swego rodzaju niezrozumialy dla nas zabieg mozna ttumaczy¢ tak: nie definiuje sie¢ liczb rzeczywi-
stych, bowiem te wymagaja niezwykle skomplikowanej (i jeszcze wéwczas stosunkowo nowej) konstrukeji.
Zamiast tego definiujemy liczby wzgledne: jako wszystkie znane liczby. W ujeciu Banacha na osi liczbowej
zaznaczamy wlasnie liczby wzgledne, a wigc po prawej stronie zera sa liczby ze znakami +.

Nastepnie Banach poswieca kolejne 50 stron swojego podrecznika bardzo drobiazgowemu omowieniu dzia-
tan arytmetycznych na liczbach wzglednych — nie tylko definiujac te dzialania oraz metody poréwnywania
liczb, ale tazke szczegétowo omawiajac kolejne praca tych dzialan, takie jak prawo przemiennodci i ta-
czoéci, uwalnianie od nawisu, znak iloczynu, prawo rozdzielnoéci, metody redukcji wyrazéw podobnych,
dziatania na wyrazeniach ulamkowych, przeznaczajac dla kazdej wlasnosci szereg zadan zaréwno czysto
rachunkowych, jak i praktycznych.

Na modelu prostej rzeczywistej mozna rowniez obrazowaé¢ dziatania dodawania i odejmowania liczb oraz
ich wlasnosci, np. prawo przemiennosci dodawania, tacznoé¢ itd. Moze to byé¢ pomocne nawet przy po-
znawaniu dzialan na liczbach ujemnych. Poprzez ,skakanie” po osi liczbowej o stala warto$é naturalna
dojs¢ mozna do pojecia wielokrotnosci. Przy odrobinie cierpliwoéci za pomoca osi liczbowej ttumaczy¢
mozna nawet rozwiniecie dziesietne liczb wymiernych i sens przyblizania liczb rzeczywistych. Kluczowym
narzedziem jest tu pojecie odleglodcei oraz niezwykle wazne pojecie WARTOSCI BEZWZGLEDNEJ.

Odleglo$é pomiedzy punktami A, B na osi liczbowej oznaczamy przez |AB|. Jedli wspolrzedne punktow
A1 B na osi liczbowej sg réwne odpowiednio a i b, to odleglo$é te oznaczamy przez |a — b|.



9.3 Wartos$¢ bezwzgledna

Definicja 9.3

Dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b okredlamy:

b—a, dlab>a
la—bl=<a—-b, dlaa>b.
0, dlaa=1b

W szczegblnosei odlegloéé liczby = od zera oznaczamy |z| 1 nazywamy WARTOSCIA BEZWZGLEDNA
liczby rzeczywistej x.

2] z, dlaax>0,
x| = .
—z, dlaz<0

Oto ilustracja powyzszej definicji przy zalozeniu, ze b > a, dla réznych przypadkow znakdw.

la—b|=[b|—|a|=b—a |

:I AN}
\\ ,\
* . *
xT
0 a b
‘ la—b|=b|+|a|=b+(—a)=b—a ‘
14 AN]
\\ ,\
. . .
xT
a 0 b
‘ la—bl=la|~|b|=—a—(~b)=b—a ‘
14 AN}
\\ ,\
. . S
xT
a b 0

Rys. 2. Odleglo$¢ punktéw a, b na osi liczbowej réwna jest |a — b|. Ilustracja dla b > a.

Podstawowe wlasnoéci wartosci bezwzglednej sa nastepujace.

Obserwacja 9.2

Jesli a,b € R, to zachodza nastepujace réwnosci i nieréwnosci

| —al=lal, la|>a, |ab]=al-[b], |a+b] <la|+1[b]; [la] = [b]] <[a—b]

Nieréwnosé |a+b| < |a|+|b| traktowaé mozna jako ,nieréwnos¢ tréjkata” o wierzchotkach 0, a, b, lezacych
na jednej prostej (dlatego nier6wnosé nie jest ostra). Powyzej widaé ilustracje dla b > a.

Obserwacja 9.3
Niech z bedzie liczba rzeczywista. Wowczas v a? = |z|.

Ustalmy notacje dotyczaca przedzialow na prostej rzeczywistej. Dla liczb a,b € R, a < b okre$lamy:
(a,b) ={z eRla<z<b}, [a,b)={zeR|a<z<Db}
(a,b) ={r eRla<z<b}, [a,b]={reR|a<z<Db}.
Stosujemy tez nastepujaca notacje:
(—00,a) ={z eR|z <a}, (—oo,a]={zeR|z<al,
(byoo) ={x eR|b<z}, [boo)={zeR|b<x}.

Przyjmujemy tez standardowe oznaczenia U oraz N na odpowiednio: sume i cze$¢ wspoélna zbioréw.



Whiosek 9.1

Dla liczb rzeczywistych a oraz r > 0 mamy
|t —a|<r <= a—r<z<a+r < z<la—r;a+r,
oraz

|t —al|>r <= z<a—-rlubzr>a+r < z€(—oo,a—7r)U(a+r 0).

Oto ilustracje powyzszych zbiorow.

a—r a a+r

T
a—r a a-+r

Rys. 3. Przedzialy punktéw spelniajacych odpowiednio (wyzej) warunek |z — a| < r oraz (nizej) |z —a| > 7.

Zobaczmy przyklad rozwigzania kilku zadan z uzyciem wartosci bezwzgl@dneﬂ

Zadanie 83. RozwigZ rownanie
|z + 1] = 2|z — 5.

ROZWIAZANIE. Pokazemy trzy rozwiazania, odwolujace sie zaréwno do definicji, jak i do interpretacji
geometrycznej, a takze do jednego ze wspomnianych wyzej rezultatow.

Sposéb pierwszy. Rozwiazujemy réwnanie badajac znak wyrazen |z + 1| oraz |z — 5| na odpowiednich
przedziatach prostej, tzn.

z+1, dlaze[-1,00)
|1’+1‘ = )
—r—1, dlaxe(—oc0,—1)

w5 x—5, dlazée][500)
xr — =
—x+5, dlaze(—o0,5)

Oto stosowna tabela:

| ze(-o0;—1) | z € [—1;5) | ze[500)
|z + 1] —z—1 x+1 z+1
|z — 5] —x+5 —z+5 x—5

lt+1]=2|z -5 | —o—1=2(—2x+5) | z+1=2(—z+5) | e+ 1=2(x—5)
Pozostalo rozwazenie odpowiednich przypadkéw.
e Réwnanie —z — 1 = 2(—x + 5) ma rozwiazanie x = 11, ktére nie nalezy do przedzialu (—oo, —1).
e Réwnanie z + 1 = 2(—x 4+ 5) ma rozwiazanie x = 3, ktére nalezy do przedzialu [—1, 5).
e Réwnanie © + 1 = 2(z — 5) ma rozwiazanie x = 11, ktére nalezy do przedzialu [5, c0).

Odpowiedz to: z € {3;11}.

Sposdb drugi. Rozwigzaniem danego réwnania sa te liczby rzeczywiste z, ktorych odleglosé od —1 na
osi liczbowej jest 2 razy wieksza niz odleglo$é¢ od 5. Innymi stowy szukamy punktéw, ktére dziela odci-
nek o koncach —1 oraz 5 w stosunku 2 : 1. Odcinek ten ma dlugos¢ 6, wiec jeden z punktéw dzieli go
na odcinki dlugosci 4 oraz 2, a drugi dzieli go na odcinki dlugosci 12 oraz 6. Dwa rozwiazania wyni-
kaja z tego, ze w istocie rozkladamy wektor na sume wektoréw, z ktorych jeden jest dwa razy diuzszy
niz drugi, ale ktére moga mieé rézny zwrot. Dokladniej mamy z—(—1) = 2(5—x) lub x — (—1) = 2(z—5).

1 Powotuje si¢ tu na udostgpnione mi materialy p. Pawta Kwiatkowskiego i p. Tomasza Szymczyka.



Ogodlniej, jesli v > 0 oraz v # 1 to dla dowolnych punktéw A # B zbiér punktéw P na plaszczyznie
speliajacych |AP| = «|BP| jest okregiem. Punkty przeciecia tego okregu z prosta AB dziela wektor
AB w stosunku ++. Sa to spodki dwusiecznej wewnetrznej i zewnetrznej kazdego z katéw APB, patrz
twierdzenie o dwusiecznej oraz https://en.wikipedia.org/wiki/Circles_of_Apollonius.

Rys. 4. Okrag Apoloniusza zlozony z punktéw, ktérych odlegtosé od punktu —1 jest 2 razy wicksza niz odlegto$¢ od punktu 5.
Sposéb trzeci. Podnosimy kazda strone do kwadratu, a potem przeksztalcamy réwnowaznie.

(x+1)? =22 -10)? <= (20102 - (z+1)?=0
— (2r—-10+2z+1)2z—-10—2—-1)=0
<~ 3(x —3)(x —11) = 0.

Czy postepujac tym sposobem konieczne jest wykonanie sprawdzenia? |

9.4 Zastosowania nier6wnosci tréjkata
Zobaczmy kilka zastosowan nieréwnoéci trojkata.
Zadanie 84. Wykaz, Ze réwnanie |x — 2| + |« + 3| = 4 nie ma rozwigzar.

RoOzwIAZANIE. Mozemy rozpatrywaé problem podobnie jak w sposobie pierwszym poprzedniego roz-
wiazania przygladajac sie postaci wyrazen |z — 2| oraz |z + 3| w przedziatach (—oo, —3),[—3,2),[2, c0).
Mozemy tez spojrze¢ na interpretacje w jezyku odleglosci: szukamy na osi liczbowej liczb rzeczywistych z,
ktorych suma odleglosci od liczb 2 oraz —3 jest rowna 4. Mozemy jednak rozumowaé w sposéb nastepujacy.

Dla kazdego x € R mamy
lx=2|=|—-(z=2)|=]|—-2+2] wiec |z—=2|+|z+3|=]2—z|+|z+3|
Z nieréwnoéci tréjkata otrzymujemy ponadto:
2—z|+|z+3|>22—z+2x+3|=5.

Zatem lewa strona nieréwnoéci jest liczba niemniejsza niz 5, wiec nieréwnos¢ nie ma rozwiazan. |

Zadanie 85. Rozwigz rownanie \/ac +3—-4yx -1+ \/x +8—-6yx—1=1.

RozwiAZANIE. Nieréwnosé ma sens dla x > 1. Mamy:

Vetd—ava—T+\z+s—6va—T1=1/(Va—1-2)°+/(vVa—1-3)’
=|Ver—-1-2|+[3-Vz—1]
>I3-Vr—14+vVz—1-2/=1.

Roéwnosé zachodzi jedynie, gdy 2 < va — 1 < 3, a wiec gdy 4 < z — 1 < 9, co oznacza, ze x € [5,10]. W


https://en.wikipedia.org/wiki/Circles_of_Apollonius

Zadanie 86. Dany jest taki zbior A = {a1,as,...,an} liczb rzeczywistych, ze dla dowolnych a;,a; nale-
Zgeych do zbioru A zachodzi nierdwnosé |a; + aj| < 2. Wykazaé, Ze |ay +az + ...+ an| < n.

ROzZWIAZANIE. Mamy:

2lay +ag + ...+ an| =|2a1 + 2a2 + ... + 2a,| =
=l(a1 +a2)+ (az+as)+...+ (an—1+ an) + (an + a1)| <
< lar 4+ as| +las +as| + ... + |an—1 + an| + |an + a1| < 2n

Zadanie 87. Dane sq liczby rzeczywiste a1 < ag < ... < ay,. ZnajdZ najmniejszq warto$é wyrazenia
e —ai|+ ]z —as]+...+|x—ay|, dla xR

ROZWIAZANIE. Zauwazmy najpierw, korzystajac z nieréwnosci tréjkata, ze dla dowolnych liczb rzeczywi-
stych a < b mamy

|z —a|+ |z -0 >b—a,

>
<

przy czym réownosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy a < x < b. Rozpatrujemy dwa przypadki.

Jedli n jest liczbg parzysta, to
e —ai|+|z—an| = an—a1, |z—ao|+|x—an_1|> an_1—az, ... |m—a%|+\x—a%+1\ >any;—an.

Dodajac stronami te oszacowania dostajemy S > a, + an_1 + ...+ g1 —az —az_1—...— a2 — a1,
Dla kazdego x spelniajacego an < x < azi1, powyzsze nieréwnosci sa wszystkie rownosciami, a wigc
uzyskane oszacowanie dolne jest osiagane.

Gdy n jest liczba nieparzysta — postepujemy analogicznie. Ten przypadek zostawiam Czytelnikowi. W

Jak wiadomo pojecie wartosci bezwzglednej pojawia sie w definicji granicy ciagu, o ktérej bedziemy
jeszcze moéwié. Innymi stowy — pojecie to pojawia sie, gdy szacujemy odleglosdci liczb rzeczywistych,
w szczegllnosci — gdy zajmujemy sie przyblizeniami. Stad tez kluczowa rola nieréwnoéci trojkata — na
kazdym wyktadzie z analizy stanowi ona bowiem podstawowe narzedzie przy dowodzeniu.

9.5 Elementy teorii aproksymacji

Niezaleznie od zastosowan analitycznych, warto tez wspomnie¢ kilka pozaszkolnych rezultatéw, pozwala-
jacych lepiej zrozumie¢ problem przyblizania. Sa one elementami tzw. aproksymacji diofantycznej, czyli
zagadnienia przyblizania liczb niewymiernych liczbami wymiernymi. Zanim rozpoczniemy te rozwazania
przypomnijmy podstawowe definicje szkolne zwiazane z teoria pomiaru.

Definicja 9.4: Blad przyblizenia; wzgledny i bezwzgledny

BrAD PRZYBLIZENIA to réznica miedzy wartoécia przyblizona xg (ta, ktéra obliczamy, szacujemy
lub mierzymy), a wartoscia dokltadna (prawdziwa, doktadna) — . BLAD BEZWZGLEDNY przyblizenia
oznaczany przez A, wyznaczamy ze wzoru A, = |z — x9|. BLAD WZGLEDNY przyblizenia liczby
za pomoca xg to z definicji liczba A, /x.

Przyktad. OszacowaliSmy, ze za zakupy zaplacimy 350 zlotych, podczas gdy okazalo sie, ze faktyczny
koszt to 317,71 zlotych. Wéwcezas blad bezwzgledny naszego szacowania to

[317,71 — 350] ztotych = 32,29 zlotych

natomiast btad wzgledny réowny jest
32,29

350
co mozna réwniez wyrazi¢ w procentach. W tym przypadku blad wzgledny wynosi ok. 9, 22%.

~ 0,0922,



Obserwacja 9.4: Trywialne szacowanie

Kazda liczba rzeczywista x mozna by¢ oszacowana przez liczbe wymierna g o danym mianowniku

q > 1 i bledzie bezwzglednym nie przekraczajacym 2—1q.

Dowéd. W przedziale domknietym [qm — %,qm + %] dtugosci 1, znajduje sie¢ co najmniej jedna liczba
catkowita. Oznaczajac ta liczbe przez p dostajemy natychmiast poszukiwany rezultat. Oznacza to bowiem,
ze:

Czy mozemy uzyskac lepszy btad przyblizenia?
Twierdzenie 9.1: Dirichlet, 1842

Niech z bedzie liczba rzeczywista oraz niech n > 1 bedzie liczba naturalna. Wéwczas istnieje liczba
wymierna % taka, ze 1 < ¢ < n oraz

Twierdzenie sugeruje, ze utamkiem o mianowniku ¢ mozemy nie byé wstanie przyblizy¢ liczby niewy-
miernej z bledem bezwzglednym mniejszym niz 1/¢2. Przykladem takiej sytuacji jest jedno z zadah zo-
stawionych po ostatnim wyktadzie. Argumentujac bardzo podobnie jak w rozwigzaniu tamtego zadania
mozna pokazaé, ze

a 1
Va-i> g

Dowodzimy twierdzenie Dirichleta. Rozwazmy czesci utamkowe liczb 0, x, 2z, 3z, . . ., nz, czyli
{0z}, {1z},{2z},...,{nz} €]0,1).

Podzielmy przedzial [0,1) na n rozlacznych podzbioréw:

WJ)—{Qi>U[;i>LL”U{nn1J>.

Skoro owych czedci utamkowych mamy n + 1, a przedzialéw tylko n, to dla pewnych 0 < k < I < n czesci

ulamkowe {kz} oraz {lx} naleza do tego samego przedziatu. Stad liczba (I — k)z rézni sie o mniej niz %

od pewnej liczby catkowitej p. Innymi stowy:

1
(U~ k)z —pl <

Dzielac przez ¢ = [ — k mamy:

Whiosek 9.2

Jesli z jest liczba niewymierng, to istnieje nieskonczenie utamkéw nieskracalnych % takich, ze:




Dowdd. Dla kazdego n > 1 znalezé mozna utamek S , gdzie 1 < Q,, < n taki, ze:

P, 1
T — = .
Qn nQn
Jesli zatozymy, ze L= = % oraz NWD(pn,qn) =1, to
1 1 1

< — < —.
nQ, Q% ¢

Wystarczy zatem pokazaé, ze wsrod utamkéw ’q’—" jest nieskonczenie wiele réznych liczb. Zauwazmy jednak,
ze odleglo$é = od n-tego ulamka nie przekracza 1/n, ktéra to liczba moze byé ustalona jako dowolnie
mala dla odpowiednio duzych n. Gdyby wiec zbiér utamkéw p,, /g, byl skonczony, odleglosé tych liczb

od z bylaby ograniczona przez pewna liczba dodatnia. O

Czy jest jakie$ naturalne wyjaénienie powyzszych fenomendéw, a zwlaszcza niemozliwosci uzyskiwania
dowolnie matych przyblizen przy pomocy utamkéw o mianowniku ¢? Zauwazmy, ze dwie liczby rzeczywiste
sg blisko siebie, gdy ich rozwinigcia dziesietne zaczynaja si¢ wieloma jednakowymi cyframi. Wiemy, ze
kazda liczba wymierna p/q ma rozwiniecie skoniczone lub nieskonczone o okresie nie dluzszym niz |q| — 1.
Z drugiej strony, liczba niewymierna moze by¢ traktowana jako liczba o ,nieskonczonym okresie”. A wiec
jesli przyblizenie ma by¢ bliskie liczbie niewymiernej, |b| musi by¢ duza liczba. Z drugiej strony, jesli |b|
jest duze, to przedzial wokdl p/q jest maly, czasem za maly by ,zlapaé¢” liczbe niewymierna.

Whniosek 9.3: Twierdzenie o jednoczesnym przyblizaniu

Jesli xq, ..., 2y, sg liczbami rzeczywistymi oraz n > 1 jest liczba naturalna, to istnieje liczba catko-
wita ¢ spelniajaca 1 < g < n™ oraz liczby catkowite pq, ..., p,, takie, ze:
; 1
Tj — & < —.
q ngq

Dowdd jest podobny jak wyzej, przy czym tym razem rozwazamy n'™ + 1 wektoréw postaci
({kml}av{kmm}) € [Oa 1)m’ k:ov.“’nm
dzielimy kostke m-wymiarowsa [0,1)™ na n™ kostek.

Rezultat ten ma nieoczekiwane zastosowanie geometryczne (istnieje tez wiele innych dowodéw).
Twierdzenie 9.2: Dehn (1903)

Prostokat mozna pociaé¢ na skonczenie wiele kwadratéw wtedy i tylko wtedy, gdy stosunek dhugosci
jego bokdéw jest liczbg wymierna.

Dowdd. Jest jasne, ze gdy stosunek dtugosci bokéw prostokata jest liczba wymierna, to mozna go podzieli¢
na skonczenie wiele kwadratéow (jak?). Dowodzimy implikacje odwrotna. Zalézmy, ze pewien prostokat
mozna podzielié¢ na skonczong liczbe kwadratéw o bokach dtugosci sq, ..., s,. Bez straty ogblnoéci mozna
przyjaé, ze s; > 1 oraz, ze boki rozwazanego prostokata (oraz kwadratéw) sa réwnolegle do prostopadtych
osi wspolrzednych. Na mocy tw. Dirichleta istnieje liczba catkowita ¢ taka, ze iloczyny gx; oraz qy; kazdej
wspolrzednej z;, y; kazdego wierzcholka (z;, y,) kazdego kwadratu w naszym podziale prostokata spelniaja

1 1
lazi —pil < ¢, lay —ril <,
dla pewnych liczb calkowitych p;, ¢;. Krétko méwiac mozemy tak przeskalowaé nasz prostokat, by boki

wszystkich kwadratéw w naszym podziale mialty wspélrzedne ,bliskie” (nie dalsze niz 1/5) liczbom catko-
witym (nie chcemy, by cze$é utamkowa jakiejkolwiek wspélrzednej ktéregokolwiek kwadratu byla réwna



1/2 i chcemy, by kazdy kwadrat byl odpowiednio duzy).

Niech a oraz b beda dlugoéciami bokéw tego prostokata (a — bok réwnoleglty do osi OX, za$ b — bok
réwnolegly do OY). Niech ¥ oznacza liczbe catkowita najblizsza liczbie x. PoprowadZmy proste poziome
zlozone z punktéw o drugiej wspélrzednej réwnej poldwee liczby catkowitej (tzn. £1/2,+3/2,...) i po-
patrzmy na catkowita dlugosé L odcinkéw tych prostych zawartych w naszym prostokacie.

7 jednej strony mamy L = a 5, bowiem mamy b odcinkéw prostych przecinajacych nasz prostokat i kazdy
odcinek ma dtugosé a. Z drugiej strony, patrzac na to co dzieje si¢ w kazdym kwadracie widzimy (zadna
z prostych nie zawiera boku kwadratu i przez kazdy kwadrat przechodzi prosta), ze:

L:ZsiSNi = a-g:ZsZ-SNi.
i i

Analogicznie, prowadzac pionowe proste ztozone z punktéw, ktorych pierwsze wspéirzedne sg potéwkami
liczb catkowitych widzimy, ze odcinki tych prostych zawarte w prostokacie maja w sumie dlugosé

i

A zatem ab = ba, czyli § = £ € Q. O

Sl

Powyzszy problem ma bardzo liczne rozwiazania, gromadzone od ponad stulecia. Pickne podejscie kom-
binatoryczne, korzystajace jedynie z pojecia parzystosci, zapisane jest w ksiazce The Art and Craft of
Problem Solving (str. 98-99). Podejscie algebroliniowe opisane jest np. u Matouska w popularnych 83 mi-
niaturach. Mozliwych podejs¢ jest znacznie wiecej. Zainteresowanych odsytam do bibliografii.
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Zadania — wartos$¢ bezwzgledna

Zadanie 1. Rozwigz w liczbach rzeczywistych réwnanie
|z + 3|+ |z + 1]+ |z — 5 =8.
Zadanie 2. Wykaz, Ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a,b, c spelniona jest nieréwnosé:
la+b—cl+|b+c—al+|c+a—Dbl>|a|l + [b] + |c].

Zadanie 3. Liczby rzeczywiste a,b,c sqg réine od zera. Wyznacz wszystkie wartosci, jakie przyjec moze
wyrazenie:
a L b . c n abc
lal "~ o] el Jabe|

Zadanie 4. Wykaz, Ze dla dowolnych a,b,c € R prawdziwa jest co najmniej jedna z rownosci:

la+0] = lal + o, [b+c[=I[b]+]c|, |c+al=]c[+]al
Zadanie 5. Niech x,y € R spelniajg warunek
lz =1+ y =1 =lz+ 1 +|y+ 1] = |z| + |y|.

Znajdz najmniejszq mozliwg warto$é |x — yl.

Zadanie 6. (x) ZnajdZ najwiekszq i najmniejszq wartos$é wyrazenia

la+ b+ la+c|+1]b+ ¢
la| + [b] + |c]

)

gdzie a, b, c sq liczbami rzeczywistymi, nie wszystkimi rownyms 0.
Zadanie 7. (x) Liczby rzeczywiste x,y spelniajq warunek xy > 0. Wykaz, ze:

x +

T+
2y+m‘+‘2y_\/@

= ||+ |yl

Zadanie 8. (x) Naszkicowal w ukladzie wspdlrzednych 2bidr par punktéw (x,y), ktérych wspdlrzedne
spelniajg rownanie

llz] = 1]+ [fy| = 1] = 1.
Zadanie 9. (x) Wyznaczyé najmniejszq dodatniq liczbe calkowitq n, dla ktérej w przedziale (—1;1) ist-
niejq takie liczby rzeczywiste aq, as, ..., an, ze spetniona jest rowno$é:

la1| + |az| + ... + |an| =99 + a1 + a2 + ... + ay|.

Zadanie 10. (xx) Liczby rzeczywiste a, b, ¢ spetniajg warunek |(a+0b)(b+c)(c+a)| = |(a=b)(b—c)(c—a)|.
Wykaz, Ze:

a b ¢ S 1
b ¢ al”
Zadanie 11. (xx) Wykaz, Ze dla kazdego skoriczonego zbioru {x1,...,xn,} liczb rzeczywistych wskazad
mozna niepusty jego podzbidr postaci {yi,...,ys} oraz liczbe calkowitq m takie, ze:
1
e < —.
Im + y1 + Yo + +ys|\n+1

Zadanie 12. (xx) Dana jest liczba naturalna n > 2. Rozwigz uklad réwnani

w1 |z1| = @o|we| + (21 — 1)|z1 — 1

Ta|wo| = w3|ws| + (w2 — 1)|z2 — 1

Tpl|zn| = 21|21| + (20 — 1) |2, — 1



Rozdziat 10

Ciagi liczbowe i ich wtasnosci.
Wzér ogdbdlny i posta¢ rekurencyjna

10.1 Ciagi liczbowe i sposoby ich definiowania

Zanim przejdziemy do omowienia rozmaitych typow funkcjii ich wlasnosci, przyjrzymy sie najwazniejszym
klasom ciggéw rozwazanych w szkole. Formalnie rzecz biorac ciag o wyrazach ze zbioru X jest funkcja ze
zbioru liczb naturalnych N w zbior X. Na tym wykladzie skupimy sie na ciggach liczbowych. Przygotujemy
tez grunt pod pojecie granicy, ktérym zajmiemy sie w przysztosci.

Definicja 10.1: Ciag

Kazdej dodatniej liczbie naturalnej n przyporzadkowujemy dokladnie jedna liczbe rzeczywista
oznaczang przez a.,, Przyporzadkowanie to nazywamy CIAGIEM LICZBOWYM i oznaczamy je przez
(an)S% o lub krétko (ay,). Liczbe a, nazywamy n-tym WYRAZEM ciagu (a,).

Juz w szkole podstawowej poznajemy wiele przykladéw ciagéw (bez takiego nazewnictwa):
(a) ciag (a,,) dodatnich liczb naturalnych, w ktérym n-ty wyraz a,, réwny jest n,

ciag (a,) poteg dwdjki postaci a, = 2™ o kolejnych wyrazach 2,4,8, ...

(
(
ciag (ay,) wielokrotnosci naturalnych liczby 3, a,, = n -3 o wyrazach: 3,6,9,12,. ..
ciag (ay) liczb pierwszych, tzn. a,, jest n-ta liczba pierwsza,

(

)
)
)

ciag (a,) odwrotnosci dodatnich liczb naturalnych postaci a,, = %,

ciag staly, tzn. taki, ze a,, = ¢, dla pewnego ¢ € R,

(g) ciag, ktérego n-ty wyraz jest n-ta po przecinku cyfra w rozwinigciu dziesigtnym l. niewymiernej .

Niekiedy numerujemy ciag nie od wyrazu pierwszego, a nie zerowego (jak w skrypcie dr. Krycha). Ma to
sens np. dla ciagéw (a), (b) i (c¢), ktére reprezentuja w jakims$ sensie funkcje rzeczywiste x, 2% oraz 3x.
Ciagi (d)-(g) nie maja wigkszego sensu dla n = 0. Czasami tez méwi sie o ciagach skonczonych majac na
my$li zbiér liczb ponumerowanych liczbami naturalnymi od 1 (lub np. od 0) do n.

Ciagi definiowa¢ mozna na rézne sposoby, ale dwa podstawowe to: WZOR OGOLNY i REKURENCJA. Pierw-
szy sposéb oznacza, ze znajac liczbe n mozemy wyznaczyé¢ n-ty wyraz ciagu. Drugi zas oznacza, ze aby
wyznaczy¢ n-ty wyraz ciagu musimy zna¢ k-te wyrazy ciagu, dla wszystkich k& < n.

Wspominajac o réznych sposobach definiowania, nie sposéb nie odestaé Czytelnika do OESIS, czyli zdalnej
encyklopedii ciggoéw liczb calkowitych, zalozonej w 1964 roku przez N. Sloane’a. Znajduje sie ona pod
adresem https://oeis.org/. Encyklopedia ta zawiera 364 tysiecy ciagbéw, poczawszy od zwyczajnego
ciagu liczb naturalnych, przez tajemniczy ciag liczb pierwszych. Jedli do wyszukiwarki ciagéw wpiszemy
pierwsze szed¢ liczb pierwszych 2,3,5,7,11, 13, uzyskamy ponad 500 wynikow.


https://oeis.org/

10.2 Ciag arytmetyczny, geometryczny i pokrewne konstrukcje

Przypomnijmy definicje dwoch najbardziej znanych ciagéw rozwazanych w szkole.

Definicja 10.2: Ciag arytmetyczny

Niech a; oraz r beda liczbami rzeczywistymi. Wéwczas CIAGIEM ARYTMETYCZNYM 0 ROZNICY T
i wyrazie poczatkowym a; nazywamy ciag (a,), ktérego n-ty wyraz spelnia, dla n > 1:

Gp — Op—1 =T
Powyzsza definicja ma charakter rekurencyjny. Znajac a; mozemy wyznaczyé¢ aq, dalej za pomocy as

mozemy wyznaczy¢ as i tak dalej. Nietrudno udowodnié, choéby przez indukcje, ze zachodzi réwnosé
zadajaca wzér ogllny ciagu arytmetycznego a, = a3 + (n — 1) - r.

Definicja 10.3: Ciag geometryczny

Niech a; oraz g beda liczbami rzeczywistymi. Wéwczas CIAGIEM GEOMETRYCZNYM 0 ILORAZIE ¢
i wyrazie poczatkowym a; nazywamy ciag, ktérego n-ty wyraz spelnia, dla n > 1:

ap = Gp-1 * 4.
Ciag zerowy traktujemy réwniez jako ciag geometryczny. Gdy ¢ # 0, wéwczas ¢ = a,/an,—1. Latwo poka-
zaé indukcyjnie, dla ciagu geometrycznego o pierwszym wyrazie ag i ilorazie ¢ mamy a, = a1¢" .

FLadny alternatywny do indukcji sposéb wyprowadzania wzoréw ogdlnych z formul rekurencyjnych propo-
nuje prof. Guzicki w cytowanej przez nas wielokrotnie Arytmetyce i algebrze. Nie korzysta ono z indukcji
i prowadzi do pewnej ogdlnej wartosciowej metody. Oto rozumowanie dla ciggu arytmetycznego.

Wypisujemy wzor rekurencyjny dla n — 1 wyrazow as, ..., apy:

ay =a1+1r
a3 =ag +r

ay =as+r

Ap = Qp—1 + 7T
Dodajac stronami owe n — 1 réwnosci otrzymujemy:
as+az+...+ta,=a+ay+az+...+ap_1+(n—1r.
Suma as + a3z + ...+ a,_1 wystepuje po obydwu stronach otrzymanej réwnoéci, wiec po redukcji mamy:
anp =a1+ (n—1)r

Podobne rozumowanie mozna przeprowadzi¢ dla ciagu geometrycznego. Sztuczke ta mozna wykorzystac
takze dla innego typu ciagéw zadanych przy pomocy rekurencji (jako alternatywe dla rozumowan induk-
cyjnych). Oto przyktad.

Zadanie 88. Wyznaczyé wzdr ogdlny ciggu (ay,) spelniajgcego nastepujgce warunki
ay =2, oraz  Ap41 = 3a, + 2.

RozwiAZANIE. Gdyby$my wiedzieli jakiego wzoru szukamy, woéwczas dowdd prawdziwosci tego wzoru
bylby banalnym rozumowaniem indukcyjnym. Musimy jednak ta formute wyprowadzi¢. Postepujemy jak



Wyzej:

a2:3a1+2
az = 3as + 2
ay = 3as + 2

Ay = 30p_1+ 2
Zobaczmy co si¢ dzieje, gdy podzielimy kolejne réwnanie przez 3™, dla n od 2 do n:

as aq 2

233
as a9 2
333
Q4 as 2
33 T30
QA Ay 1 2

gn o 3n-1 T 30

Cheac skorzystaé ze sztuczki wyzej. W tym celu wprowadzamy podstawienie: definiujemy ciag

an
b, = —
3n
dostajac:
2
bQ == bl + 37
2
bs = by + 3
2
b4 = b3 + 3j
2
bn - bnfl + 37

Dodajemy powyzsze nieréwnosci stronami, redukujemy wyrazy po obydwu stronach i dostajemy:

bo—b 2 2 2
n = 1+§+§++§

Wstawiajac by = % i mnozac obydwie strony przez 3" dostajemy:
an=2-3""142.3"24 +2.3'42=201+3+3%+...+3").

Widzimy zatem, ze a, jest suma n pierwszych wyrazdéw ciagu geometrycznego o pierwszym wyrazie
réwnym 2 i ilorazie 3. Korzystajac ze wzoru na sume n wyrazéw ciagu geometrycznego (oméwimy ja
nizej) dostajemy

3" -1

=3"—-1.
3—-1 3

Ay =2+




Obserwacja 10.1: Suma pierwszych n wyrazéw ciagu arytmetycznego i geometrycznego

Niech (a,) — ciag arytmetycznym o réznicy r, za$ (b,) — clagiem geometrycznym o ilorazie g # 1.
Woéwcezas dla kazdego n > 1:

2 —1
ai+az+...+a, = a1+(2n )n~r:a1;a"~n
1_ n
b1+b2—|—...—|—bn:a1- q
l—gq

Dowdéd. Rozumowanie dla ciagu arytmetycznego wynika ze wzoru a, = a1 + (n — 1)r oraz na sume
14+2+...+n. Przejdzmy do ciggu geometrycznego. Poszukiwana formula wynika natychmiast z formuty
b, = b1q" ! oraz ze wzoru skréconego mnozenia ¢" — 1= (¢ —1)(¢" "t +¢" 2 +...+ ¢+ 1). O

Zadanie 89. Obliczyé sume n poczgtkowych wyrazéw ciggu:
2,22,222 2222, ...

ROzZWIAZANIE. Niech S, = 222...2. Oznaczmy szukana sume przez S. Kazda z liczb 5; jest suma pierw-

n

. , . . . PO . _ 10’i+1_1
szych i wyrazéw ciagu geometrycznego o pierwszym wyrazie 2 i ilorazie 10. A zatem S; = 2. =—5—.
A wiec sume S7 + ...+ S, mozna przedstawi¢ w postaci:

2 2 2 /10(10""t —1)
S=-(10"+10""t ... 410 - n=C ([ ——— 2.
9( + +...+10%) 9n 9 ( 9
|

Zobaczmy przyktad nieco bardziej skomplikowanego zadania, ktére wykorzystuje przejécie z rekurencji
do wzoru ogdlnego za pomoca znajomosci wzoru na sume pierwszych n wyrazéw ciagu geometrycznego.

Zadanie 90 (XXXIV OM (1982), 2 etap; Olimpiada Matematyczna RFN 1982, 1 etap).
Niech a(k) bedzie najwiekszq liczbg nieparzysta, przez ktorg dzieli sie k. Udowodnié, Ze:

2" 1
> alk) = (4" +2).
k=1
ROZWIAZANIE. Zauwazmy, ze zachodza nastepujace zaleznosci
(k) = k , gdy k jest liczba nieparzysta,
P p(k/2) , gdy k jest liczba parzysta.

Niech S(a,b,c,...) oznacza sume najwiekszych dzielnikéw nieparzystych liczb a,b,c... W szczegdlnosci
niech
Snp=5(1,2,3,...,2"™)

bedzie szukang przez nas suma.
Korzystamy z obserwacji poczynionej w poprzednim zadaniu, na mocy ktérej otrzymujemy:

S, =25(1,2,3,...,2") = 5(1,3,5,...,2" — 1) + 5(2,4,6,...,2")
=(1+3+54...+2"-1)+5(1,2,3,...,2"71).

Suma pierwszych k dodatnich liczb nieparzystych (to jest ciag arytmetyczny) réwna jest k2. Skoro 2" —1
jest 2"~ '-wsza liczba nieparzysta, to:

S,=2""NH2+85(1,2,3,...,2" H=4""145, , = S,—-8, 1 =4""1

Uzywajac wielokrotnie powyzszego warunku mamy:

A4t — 1) 4n 42
4—-1 3
]

Sp—951 = (Sn—5n_1)+(5n_1—Sn_g)—. . .—(52—51) = 44424 44" S, =2+



10.3 Rekurencje liniowe

Poswieémy kilka stow szczegdlnym typom ciagéw zadanych przez rekurencje — rekurencjom liniowym.

Definicja 10.4

LINIOWYM JEDNORODNYM ROWNANIEM REKURENCYJNYM RZEDU k (krécej: REKURENCJA LINIOWA
RZEDU k nazywamy réwnanie postaci:

Ttk = ClTntk—1 + C2Tntk—2 + ... + CkTn, (10.1)

gdzie ¢y, ..., c; € R. Rozwiazaniem powyzsze] rekurencji jest dowolny ciag (a,,) spelniajacy réwno-
$ci ([10.1) dla kazdego n > 0, nazywany CIAGIEM REKURENCYJNYM rzedu k.

Zauwazmy, ze dowolne rozwiazanie (a,,) rekurencji rzedu k uzyskaé¢ mozna poprzez okreslenie pierwszych
k wyrazéw az,...,ak. Na ich podstawie pozostale wyrazy wyznaczamy ze wzoru ([10.1]). Najstynniejsza
zapewne rekurencja to réwnanie rzedu drugiego postaci

Tn42 = Tp41 +x,

Dla a; = 1,a2 = 1 rozwiazaniem tej rekurencji jest stynny ciag Fibonacciego. Pochodzi on z rozwazania
nastepujacego problemu.

Ile par krolikéw bedziemy mieli na koncu roku, jesli zaczniemy w styczniu z jedna parg
krolikéw, ta w kazdym miesigcu, poczynajac od marca, wyda na $wiat kolejna pare krolikow
i z kazdej pary urodza sie kolejne pary po dwoch miesiacach od narodzin?

Rozwiazania rekurencji sa w pewnych szczegdlnych przypadkach ciagami ,kombinacjami liniowymi” cia-
géw geometrycznych, w nastepujacym sensie.

Definicja 10.5: Réwnanie charakterystyczne

Rekurencji rzedu k opisanej warunkami ((10.1)) przypisaé¢ mozna réwnanie
2P — el — et - — e — e = 0, Q)

zwane ROWNANIEM CHARAKTERYSTYCZNYM

Dla przyktadu, réwnaniem charakterystycznym rekurencji o412 = n41 + @y, jest 22 — 2 — 1 = 0. Jak
pokazywaliSmy w ramach éwiczenia indukcji, wzér na n-ty wyraz ciagu Fibonacciego ma postac:

1 1 ) 1—-+5
7(an+l _Bn—i-l)7 gdzie o — + \/>7ﬂ _ 2\[

/5 2
Wzor ten, zwany tez wzorem Bineta, znany byl juz w XVIII wieku Bernoullemu, Eulerowi czy de Mo-
ivre’owi. Skad sie wzial ten wzér? To prawdziwa zagadka. Zauwazmy, ze «, 5 sa rozwiazaniami rownania
charakterystycznego. To ogdlna zaleznosé, majaca jednak pod spodem istotny element strukturalny.

F, =

Obserwacja 10.2

Niech 0 # a € R. Ciag geometryczny (a,) dany wzorem a,, = o™ spelnia rekurencje (10.1)) wtedy
i tylko wtedy, gdy « jest rozwiazaniem réwnania charakterystycznego (©).

Dowdd. Jesli o™tk = cia™tF—1 4 cpatE72 4 4 o™ W zatem oczywiscie po wylaczeniu o™ # 0
widzimy, ze « spelnia rownanie charakterystyczne. Dow6d w druga strone jest analogiczny. O



Zauwazmy, ze jesli ciagi (a,) oraz (b,) spelniaja réwnanie rekurencyjne , to réwniez dowolny ciag
(cn) o wyrazach ¢, = ra,+sb, spekhia , dla dowolnych 7, s € R. W jezyku matematyki wyzszej ozna-
cza to, ze zbidr ciagdéw spelniajacych powyzszg rekurencje jest przestrzenia liniowa. Jak sie okazuje, jesli
rownanie charakterystyczne rekurencji rzedu k ma dokladnie k parami réznych pierwiastkow rzeczywi-
stych, wowczas pierwiastki te wyznaczaja k liniowo niezaleznych ciagéw geometrycznych. Dowolne rozwia-
zanie naszej rekurencji jest kombinacja liniowa tychze ciagéw (one wlasdnie rozpinaja owa podprzestrzen).
Tak jest dokladnie w przypadku ciagu Fibonacciego, gdzie «, 0 wypisane wyzej sa pierwiastkami réwna-
nia 2 — x — 1. Wiemy swoja droga, ze gléwny problem wyznaczenia wzoru ogélnego tego ciagu polega
wlasnie na ,odgadnieciu” tych pierwiastkow. Sam dowdd poprawnosci formuly mozna przeciez uzyskac
indukcyjnie, bez zadnej matematyki wyzszej. Ona pomaga (na tym poziomie) stwierdzi¢ czego szukamy.

Rozwazmy przyklad ciagu (a,) okre$lonego rekurencja postaci a,, = 3a,—1 — 2a,—2, gdzie a; = 3,a2 = 1.
Woéwezas rownanie charakterystyczne rej rekurencji ma postac:

22 —3r+2=(r—1)(x—2)=0.

Skoro réwnanie charakterystyczne ma dwa rézne rozwiazania, n-ty wyraz naszego ciagu ma by¢ (zgodnie
z nieudowodniona przez nas zasada), dla pewnych ¢1, co € R, postaci

anp =c1 - 1" +cy-2™.

Wiedzac, ze a1 = 3 mamy ¢ +2co = 3. Mamy tez as = 1, czyli ¢; +4cy = 1. A zatem —2¢co = 21ic¢y = —1.
Zatem c; = 5 i mamy
a, =5—2"

Rzeczywiscie, a; = 3 oraz as = 1. Jest natomiast tylko jeden ciag (a,), ktéry moze spelniaé¢ rekurencje
ap = 3an_1 — 2a,—o dla ustalonych aq,as i teraz sprawdzimy, ze jest to ciag o n-tym wyrazie 5 — 2.
Zakladajac, ze a, = 5 — 2" oraz a,y1 = 5 — 2" mamy a2 = 3(5 — 2"*1) — 2(5 - 2") = 5 — 2" +2,
A zatem ciag 5—2" jest jedynym rozwiazaniem naszej rekurencji (przy danych warunkach poczatkowych).

Czytelnik domyéla sie¢ zapewne, ze gdy rozwiazania réwnania charakterystycznego nie sa rézne, woéwczas
sprawa nieco sie komplikuje. Z punktu widzenia algebry linowej problemem tym zajmuje sie teoria Jor-
dana. Odsylam Czytelnika do tekstu prof. Guzickiego ,,Réwnania rekurencyjne” (bibliografia na koticu),
gdzie rozwiniety jest watek kombinatoryczny rekurencji, a tymczasem prosze sprawdzi¢ ponizszy fakt.

Obserwacja 10.3

Ciag a,, = na™ spelnia rekurencje o réwnaniu x, 9 = pryt1 + qr, wtedy i tylko wtedy, gdy « jest
pierwiastkiem dwukrotnym réwnania charakterystycznego, tzn. 2 — pr — ¢ = (v — a)?.

W przypadku dowolnych ciggéw przechodzenie pomiedzy definicja poprzez rekurencje oraz poprzez wzor
og6lny moze by¢ trudne, jak jest cho¢by w przypadku omawianego juz ciagu Fibonacciego. Czasem wypi-
sanie jakiejkolwiek zaleznosci nie jest mozliwe, jak w przypadku ciagu (p,), gdzie p,, oznacza n-ta liczbe
pierwsza (dla n > 1). Nawet bez formul wyznaczajacych wprost n-ty wyraz ciagu mozna rozwazaé rézne
istotne jego wlasnoéci. Méwilidémy o tym w rozdziale o indukcji oraz przywotujac twierdzenie Czebyszewa.
Mozna zastanawia¢ sie tez na przyklad czy jeden ciag zachowuje sie podobnie jak drugi w jakims sensie,
chocby czy jest przez niego jakos$ ograniczony. Dla przykladu, twierdzenie Rossera z 1939 roku méwi, ze
dla n > 1 mamy p, > nlogn. Klasyczne twierdzenie o liczbach pierwszych, pochodzace niezaleznie od
Hadamarda i de la Poussina z 1896 roku méwi na przyktad, ze dla ,duzych” n réznica

|pn - nlOg(n)|

»zbliza sie do zera”. Aby to precyzyjnie wyjasni¢ konieczne jest pojecie granicy, do ktérego sie tu przy-
blizamy.



10.4 Monotonicznos$¢ i ograniczonosé¢ ciggéw liczbowych
Definicja 10.6: Ciagi monotoniczne i ciaggi ograniczone
Ciag (a) nazywamy:
e NIEMALEJACYM (odp. ROSNACYM) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego n zachodzi nieréwnosé
ap < apt1 (odp. ap < @py1)
e NIEROSNACYM (odp. MALEJACYM) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego n zachodzi nier6wnosé
an 2> ant1  (0dp. an > ani1)

e OGRANICZONYM Z GORY wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba rzeczywista M, taka ze dla
kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnoéé¢ a, < M,

e OGRANICZONYM 7Z DOLU wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba rzeczywista M, taka ze dla
kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé¢ a,, > M.

Rozwazmy proste przyklady.

e Ciag (a,) dany wzorem a,, = 3;123 jest rosnacy i ograniczony z géry (i dotu). Rzeczywiscie, mamy:
3 ant1  3(n+1)+3 3n+3 n+3 3n+9
n=3——_<3 - : =3. = > 1.
“ nt 2 e e T T+ 2)+1 n+2 3n+3 3n+3

e Ciag zadany rekurencja a; = /2 oraz a,1 = v/a, + 2 jest malejacy i ograniczony z gory, i z dotu.
Rzeczywiscie, zauwazmy najpierw przez prosta indukcje, ze 1 < a, < 2. Liczba a,, jest dodatnia,
wiec van + 2 > V2. Z drugiej strony jesli a, < 2, to a, +2 < 4, skad a, + 2 < 2. Wreszcie,
monotonicznosé uzyskujemy poprzez badanie znaku réznicy an41 — ap

Uni1—an <0 = Va, +2<a, < a,+2<a> <= (a, +1)(a, —2)>0.

Jedna z czestych obserwacji konkursowych dotyczacych ciagéw monotonicznych i ograniczonych, ktore
musza by¢ od pewnego punktu state.

Zadanie 91 (USAMO, 1993). Niech f1, f2 beda nieparzystymi liczbami dodatnimi. Dla n > 3 okreslamy
fn jako najwiekszy nieparzysty dzielnik liczby fn_o + fn_1. WykaZz, Ze cigg f, jest od pewnego miejsca
staly, tzn. istnieje N takie, zZe dla n > N wartos¢ f, jest stala.

ROZWIAZANIE. Rozwiazanie ma trzy etapy, stanowigce dosé charakterystyczne typy rozumowan.
e Pokazemy, Ze jesli pewne dwa kolejne wyrazy rozwazanego ciggu sa sobie réwne, to kolejne tez.
e Pokazemy, ze pewne dwa kolejne wyrazy ciggu musza by¢ réwne.
e Pokazemy, ze NW D kolejnych par wyrazéw ciagu sa takie same.

Pierwsza uwaga jest taka, ze wszystkie elementy rozwazanego ciagu sa liczbami nieparzystymi. Istotnie,
poczawszy od dwoch liczb nieparzystych f1, f2, kazdy kolejny element ciagu jest dzielnikiem nieparzystym
sumy dwbch poprzednich wyrazow, a wiec jest liczba nieparzysta.

Przypusémy teraz, ze trzy kolejne wyrazy naszego ciagu maja postaé a,a,b. Wiemy, ze b to najwiekszy
nieparzysty dzielnik liczby a + a, gdzie a jest liczba nieparzysta. W szczegdlnosci b = a. A zatem jesli
dwa wyrazy naszego ciagu sa rowne, to wszystkie dalsze tez.

Zalézmy teraz, ze zadne dwa kolejne wyrazy wypisywanego ciagu nie sa réwne. Wezmy zatem cztery
kolejne wyrazy a, b, ¢, d. Mamy nieréwnosé ¢ < ‘%H’ < max{a, b}. Rzeczywiscie ¢ jest najwigkszym dziel-
nikiem nieparzystym a oraz b, wiec jego uzyskanie wymaga podzielenia przez pewna dodatnia potege 2,

bo suma a+b jest zawsze parzysta. A druga nieréwnosé? Otéz skoro liczby a, b sa rézne, to ich srednia nie



moze by¢ réwna zadnej z nich, a zatem jest mniejsza od wigkszej z nich. Podobng nieréwnosé dostajemy
dla b, c,d — mianowicie d < C'gb < max{b, ¢} < max{a,b}. Laczac uzyskane nieréwnosci otrzymujemy
max{a,b} < max{c,d}. To jest jednak niemozliwe, bo nieskonczony ciag liczb dodatnich max{f,, fn+1}
nie moze by¢ Scisle malejacy. A zatem rzeczywiscie pewne dwa elementy naszego ciggu musza byé réwne,

a jak pokazalidmy wyzej, z tego wynika, ze od pewnego miejsca ciag ma te sama wartosc.

Teraz pokazemy, ze ta warto$¢ to NWD( f1, f2). Niech a, b, ¢ to trzy kolejne wyrazy naszego ciagu. Niech
NWD(a, b) = 2, NWD(b, ¢) = y. Teza jest taka, ze © = y. Oczywiscie ¢ = a;nb, dla pewnego n calkowitego
dodatniego. A zatem przeksztalcajac to wyrazenie dostajemy 2"c — b = a. Liczby b, ¢ sg podzielne przez
y. A zatem takze a jest podzielna przez y. Wiemy jednak, ze to x jest najwiekszym wspdlnym dzielnikiem

a,b, wiec y < x.

7 drugiej strony, a = xa’ oraz b = xb’. OczywiScie x jest liczbg nieparzysta. A zatem c, jako najwiekszy
dzielnik nieparzysty liczby a 4+ b rowne jest iloczynowi x oraz najwiekszego dzielnika nieparzystego liczby
a 4+ . W szczegdlnosci x jest wspélnym dzielnikiem zaréwno b, jak i ¢. Zatem = < y. W rezultacie
dostajemy z = y.

A zatem wszystkie kolejne NWD kolejnych wyrazéw rozwazanego ciagu sa takie same i wynosza NWD(f1. f2).
Skoro, na mocy pierwszej czeéci dowodu od pewnego momentu ciag ten jest staly, to wlasnie owa stala
warto$¢ wynosi NWD(f1, f2).

|

Fakt, ze ograniczony i monotoniczny ciag liczb calkowitych jest od pewnego momentu staly ma swdj
odpowiednik dla ciaggéw o dowolnych wyrazach. Oto kluczowy przyklad, wywodzacy sie od nastepuja-
cego problemu praktycznego. Mamy kwote N zlotych i wplacamy ja na konto z kapitalizacjg roczng na
poziomie x (procent). Po roku mamy N + Nz = N(1 + z). Gdyby jednak wyplaé pieniadze po pét roku
i wplacié¢ je ponownie, wéwczas otrzyma si¢ po roku N(1 + %)2 Odwiedzajac bank co miesiac, wypla-
cajac 1 wplacaja po roku mamy N (1+ %)12. Czy jest sens tego zwiekszania czestotliwosci wyplat i wplat?

Przyktad. Niech = € R. Rozwazmy ciag (a,) okreslony wzorem:

T\ "
an:<1+ﬁ) .

Zauwazmy, ze 1 + = > 0, o ile n > —x # 0. Pokazemy, Ze dla takich n mamy a,y1 > a,, a wigc, ze
ciag (ay) jest ROSNACY OD PEWNEGO MOMENTU. Gdy z > 0 jest po prostu rosnacy, ale dla z < 0 moga
pojawié sie wyrazy ujemne (tylko do pewnego momentu).

Mamy réwnowaznosc:

N x n+1
an<an+1<:>(l+f> < (14 ,
n n+1

a skoro 1 4+ xz/n > 0, to ostatnia nier6wno$é¢ réwnowazna jest nastepujacej

1+ 5 n+1> 1 n
142 142 nta

Chcemy skorzysta¢ w nastepujacy sposéb z nieréwnosci Bernoullego

14+ -2 n+1 z n+1 z
(”Il) =(1—> >1-(n+1) 1 _
L+ (n+x)(n+1) (n+z)(n+1) n+xr n+zx

i to ma sens, bowiem dla kazdego = # 0 mamy (prosze to wykazac):

x

— > -1
(n+x)(n+1)

Wykazalismy wiec, ze od momentu, w ktérym wyrazenie 1+ staje si¢ dodatnie, ciag (a,) zaczyna rosnac.

Zauwazmy tez, ze ciag (a,) jest ograniczony z géry. Oczywiscie tak jest, dla < 0, bo jak wiemy od
pewnego miejsca (od pewnego n) nasz ciag jest dodatni i przy z < 0 mamy 0 < 1+ 2 < 1, czyli tez
(1 + %)n < 1. Jesli natomiast n > x > 0, to:

22 \"
n



Wyrazenie (1 — %)_" maleje wraz ze wzrostem n, bo jak wiemy dla n > x mianownik roénie. A zatem
dla dowolnego catkowitego k > z liczba
()
(+5)" Moo

jest ograniczeniem gérnym ciagu (ay,).

Za tekstem dr. Krycha przytaczam szereg przyblizen kolejnych wyrazéw powyzszego ciagu dla z = —4.
gdzie dla pierwszego i trzeciego wyrazu dostajemy wartosci ujemne:

—4\" —4\? A —4\*
<1+1> = -3, (1+2> =1, <1+3> = 5o ~ 037, <1+4> =0,
_4 5 _4 6 _4 7 _4 8

Jednym z waznych pytan, na ktére zwroéciliSmy juz uwage jest rézne tempo wzrostu wartosci réznych
ciagbéw. Podstawowym narzedziem, ktérego uzywa sie przy uzyskiwaniu podstawowych wynikow na temat
zbiezno$ci rozmaitych ciagdéw czy szeregdéw jest poréwnywanie ich z ciagiem lub szeregiem geometrycznym.
Tym zajmiemy sie (oczywiscie w kontekscie) szkolnym, na jednych z kolejnych zajeé.

Mozliwa dalsza lektura — ciaggi

e B. Bzdega, Calkowita dyskrecja, Kacik Poczatkujacego Olimpijczyka 1
www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/teoria_liczb/2019/01/16/2019-01-delta-kpo.pdf

e M. Krych, Ciggi i ich granice, Skrypt z analizy dla XIV LO, rozdzial 15,
https://www.mimuw.edu.pl/ krych/staszic/skryptli5-ciagi_D.pdf.

M. Krych, Granica ciggu, skrypt dla studentéw Chemii,
https://www.mimuw.edu.pl/ krych/chemia/2016-2017/ch13-14_ciagi-granice.pdf.

e The On-Line Encyclopedia of Integer Sequences® (OEIS®), https://oeis.org/,

A. Nowicki, Ciggi rekurencyjne, Podréze po Imperium Liczb, tom 7.

e W. Guzicki, Rownania rekurencyjne, Wyklady z kombinatoryki (MIMUW),
https://www.mimuw.edu.pl/ guzicki/materialy/Rekurencja.pdf.
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https://www.mimuw.edu.pl/~krych/staszic/skrypt15-ciagi_D.pdf
https://www.mimuw.edu.pl/~krych/chemia/2016-2017/ch13-14_ciagi-granice.pdf
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https://www.mimuw.edu.pl/~guzicki/materialy/Rekurencja.pdf

Zadania — ciggi
Zadanie 1. Wykaz, zZe w ciggu geometrycznym o wyrazach rzeczywistych mogq wystepowac co najwyzej
dwie liczby pierwsze.

Zadanie 2. Zaldzimy, zZe (a,) jest ciggiem geometrycznym liczb dodatnich, przy czym zachodzi réwnosé
aq + az —as — a1 = 5. ZnajdZ (bez uzycia pochodnej :) minimalng warto$é wyrazenia as + ag.

Zadanie 3. Niech aq,as,...,a, bedzie ciggiem arytmetycznym o wyrazach catkowitych. Wykaz, zZe jesli
suma a1 + as + . .. + a, jest potega dwdjki, to n jest rowniez potega dwdijki.

L 1b jest arytmetyczny <= cigg a®,b?,c? jest arytmetyczny.

Zadanie 4. Wykaz, Ze cigg ﬁ, Tra arb

Zadanie 5. Dla kazdej liczby naturalnej n suma pierwszych n wyrazéw pewnego ciggu () wynosi 3n2.
Wykaz, Ze cigg ten jest arytmetyczny.

Zadanie 6. Rozstrzygnij czy istnieje nieskoriczony, rosngcy cigg liczb naturalnych (ay,), ktdry spelnia
warunki: ay a1 +ag + ...+ apn—q1 oraz ap < ay +as+ ...+ ap—1 dla wszystkich n > 4.

Zadanie 7. ZnajdZ wzor wyraiajgcy sume % + 2% + 2% +.oot g

Zadanie 8. (x) Udowodnij, ze jezeli liczby ay,...,a, tworzqg cigg arytmetyczny (n > 2) i Zadna z nich
nie jest zerem, to
1 1 1 n—1
+ ... = .
aiaz  az20a3 an—10n a1n
Zadanie 9. (x) Czy istnieje nieskoniczony cigg liczb naturalnych ay,as,as, ... spelniajocy réwnanie
SR

(7% Ap+1 Ap+2

Zadanie 10. (x) ZnajdZ n-ty wyraz ciggu (a,), w ktérym a; = 1,a2 = 3,a3 = 6 oraz dla naturalnego
k>3 mamy ap_3 — 3ax_2 + 3ar_1 —ax = 0.

Zadanie 11. (x) Cigg (x,,) jest okreslony nastepujgco:

1 2n —3
T =5, Tn = 271

2

“Tp_1, dlan=2,3,4,...

Udowodnij, ze dla kazdego n > 1 zachodzi nieréwnos$é x1 + xo + ...+ x, < 1.

Zadanie 12. (x) Dla danej liczby naturalnej n > 1 okreslamy cigg ag, a1, ..., an:
1 ag
aOZi’ ak+1:ak+ﬁ, dla k=0,...,n—1.

Udowodnij, ze a, < 1.

Zadanie 13. (%) ZnajdZ wszystkie liczby calkowite m, ktére mozna przedstawié w postaci sumy co naj-
mniej dwdch kolejnych dodatnich liczb nieparzystych.

Zadanie 14. (xx) Ciggi (ay) i (by) okreslone sq ukladem réwnan rekurencyjnych

a; = 47 b1 =-1
Ap41 = 4ay, + bn
bn+1 = —an + 2bn

Wyznacz wzory ogélne ciggow (ay), (by)-



Zadanie 15. (xx) Dany jest cigg (an) liczb rzeczywistych oreslony wzorem rekurencyjnym

{a1 1
Gn+1 = é, dlan>1.
Wykaz, zZe dla kazdeg liczby naturalnej n ponizsza liczba jest catkowita
I+a)(1+a)+A+a)(l4as)+...+14+a)(l+ant1) —2(a1 +as+ ...+ ay).
Zadanie 16. (xx) Ciggi (an), (bn), (cn) sg okreslone przez warunki
ay =4, apy1 =an(a, —1), 2’ =a,, 2" =b,

dlan=1,2,3,.... Wykaz, Ze cigg (cy,) jest ograniczony.



Rozdziat 11

Pojecie funkcji

11.1 Funkcja — ku formalnej definicji

Na poczatku szkoty $redniej uczniowie zapoznaja si¢ z waznym pojeciem funkcji.
Definicja 11.1: Funkcja

Niech X, Y beda zbiorami. Jesli kazdemu elementowi z € X przypisany zostal dokladnie jeden
element y € Y, to mowimy, ze zdefiniowana zostata FUNKCJA przeksztalcajaca zbiér X w zbior Y.
Jesli te funkcje oznaczymy przez f, to piszemy: f: X — Y.

e Zbiér X nazywamy DZIEDZINA lub ZBIOREM ARGUMENTOW FUNKCJI f, zbiér Y nazywamy
PRZECIWDZIEDZINA funkcji f.

e Element y € Y przypisany ARGUMENTOWI z € X oznaczamy symbolem f(x), tzn. y = f(x),
i nazywamy go WARTOSCIA FUNKCJI f w punkcie x.

e Podzbidr zbioru Y zlozony ze wszystkich wartosci funkcji f nazywamy ZBIOREM WARTOSCI
FUNKCII f.

Definicje te mozna nieco poprawié¢ jesli dysponujemy pojeciem iloczynu kartezjanskiego zbiorow X x Y,
czyli zbioru zlozonego z uporzadkowanych par elementéw (z,y), gdzie x € X oraz y € Y. Oto ta definicja.

Definicja 11.2: Funkcja (oraz jej wykres)

Niech X, Y beda zbiorami. Podzbiér f C X X Y nazywamy FUNKCJA przeksztalcajaca zbior X
w zbiér Y, jesli dla kazdego x € X istnieje dokladnie jeden taki element y € Y, ze (z,y) € f.
Ten element y nazywamy wartoscig funkcji f w punkcie x i oznaczamy symbolem f(z).

Z formalnego punktu widzenia druga definicja jest w zasadzie definicja wykresu funkcji. Oczywiscie poje-
cie funkcji odnosimy przede wszystkim do FUNKCJI LICZBOWYCH, czyli takich, gdzie X, Y sa podzbiorami
liczb rzeczywistych. Dobrze by jednak bylo, by z pojeciem funkcji kojarzone byly réwniez podstawowe
przeksztalcenia geometryczne (obroty, symetrie, a moze nawet ich zlozenia), kombinatoryczne (permu-
tacje) czy nawet probabilistyczne (prawdopodobienistwo — w pewnych ujeciach) czym sie tu nie zajmujemy.

Méwiac dokladniej zajmowaé sie bedziemy sytuacja, gdy D C R jest dowolnym zbiorem, a f: D — R
jest funkcja. Najczesciej w kontekécie szkolnym rozwaza sie funkcje okre§lone na calym zbiorze R, na
polprostych, na przedziatach lub sumach przedziatow i pélprostych. Oczywiscie mowimy tez o funkcjach
sdyskretnych”, czyli okreslonych na liczbach catkowitych, naturalnych, czy na skonczonych zbiorach.

Podejscia przedstawione wyzej roznia sie od ,szkolnego” chyba przede wszystkim w tym, ze w szkole
forsowana jest intuicja ,zaleznosci funkcyjnej”, wyrazanej najczesciej poprzez wzér, tabelke wartoéci lub



wykres (lub jego cze$¢). Nawet przyjmujac, ze dziedzine okreslamy jako podzbiér zbioru R, to jaka jest
dziedzina funkcji okreslonej za pomoca wzoru

fz) = ?

Oczywiscie najwiekszy (pod wzgledem inkluzji) podzbiér R, dla ktérego wzér powyzej ma sens, to zbiér
D = (—00,1) U (1,00). Réwnie dobrze mozna jednak rozwazaé funkcje o dziedzinie [2,5) lub {0,v/2, 7},
zadane tym samym wzorem. Miewa to (formalnie) praktyczne znaczenie w kontekscie liczenia granic.

Zgodnie z uwagami przedstawionymi przez dr. Krycha w tekscie o funkcjach liczbowych, w praktyce
(a nawet w rozwazaniach analitycznych) czesto zapisujemy funkcje w postaci f(x) zamiast f 1 méwimy
o funkcjach za pomocg ich wzoréw: —*5, 2?2, x — 14, /7 itd. Przyjmujemy wtedy, ze dziedzing jest naj-
wiekszy zbior, na ktérym funkcje mozna zdefiniowaé¢ danym wzorem. Gdy nie jest to jasne, trzeba napisaé
czym jest dziedzina funkcji. Przy takiej umowie nalezy réwniez pamietaé, ze réwnosé typu f(z) = g(z)
oznacza réwnosé wartosci funkeji f i g we wspdélnym punkcie dziedziny x, a nie rownoéé¢ funkeji f i g.

11.2 Podstawowe typy funkcji rozwazane w szkole

Okreslimy teraz podstawowe typy funkcji rozwazanych w szkole.

Definicja 11.3: Funkcje wielomianowe

FUNKCJA WIELOMIANOWA stopnia n nazywamy funkcje w : R — R dana (dla kazdego = € R)
Wzorem:
w(z) = ans” + an_12" " + ...+ a1z + ap,

gdzie n to pewna nieujemna liczba catkowita, a,, a,—_1,..., a1, ag to liczby rzeczywiste oraz a,, # 0.
Wazne klasy:

e FUNKCJA STAEA nazywamy funkcje wielomianowa stopnia 0 okre$lona wzorem f(x) = a. Jesli
a = 0, to funkcja stala okreslona wzorem f(z) = 0 nazywana jest tez FUNKCJA ZEROWA.

e FUNKCJA LINIOWA nazywamy funkcje wielomianowa stopnia 1 okreslona wzorem f(z) = ax+b,
gdzie a,b € R,a # 0.

e FUNKCJA KWADRATOWA nazywamy funkcje wielomianows stopnia 2 okreslona wzorem
f(x) = ax? + bx + ¢, gdzie a,b,c € R,a # 0.

Przypomnijmy, ze wprowadzamy tu rozréznienie miedzy wielomianem, traktowanym jako pewien for-
malny napis (a raczej ciag liczb rzeczywistych o skoficzenie wielu wyrazach niezerowych), a funkcja
wielomianowa. Biorac pod uwage, ze wspolczynniki rozwazanych przez nas wielomianéw sa zbiorami
nieskoficzonymi, ma to raczej znaczenie dydaktyczne (oméwimy je na kolejnym wykladzie). W podrecz-
nikach pojecia te rozdziela si¢; mowa jest osobno o wielomianach, réwnaniach wielomianowych i funkcjach
wielomianowych.

Definicja 11.4: Funkcja wykltadnicza i logarytmiczna

Niech a > 0 bedzie liczba rzeczywista. Funkcje o dziedzinie bedacej zbiorem liczb rzeczywistych
zadana wzorem

f(@) =a®
nazywamy FUNKCJA WYKEADNICZA. Niech a > 0 oraz a # 1 bedzie liczbg rzeczywista. Funkcje
o dziedzinie (0, 00) zadana wzorem

f(x) = loga T,

gdzie af®) = z, nazywamy FUNKCJA LOGARYTMICZNA.



Zbiorem wartosci funkcji wyktadniczej jest przedzial (0, 00). O wlasnosciach tej funkcji rozmawiaé bedzie-
my osobno. Réwniez w tym przypadku rozdziela sie pojecie funkcji od pewnego typu réwnan, zwanych
wykladniczymi i logarytmicznymi. Mimo wszystko w rozwiazywaniu tych rownan korzysta sie¢ z wlasnosci
tych funkcji. Warto powiedzie¢ kilka stéw o definicji funkcji potegowej o wykltadniku rzeczywistym. Nie-
kiedy, np. w przywolywanych podrecznikach H. Pawlowskiego (klasa 3) méwi sie o tym temacie w pelnej
ogolnosci, choé nie jest to zagadnienie elementarne (trzeba wykazaé np. istnienie liczby 2*/5).

Definicja 11.5: Funkcja potegowa o wykladniku rzeczywistym

Niech r € R. Funkcje f : D — R zadana wzorem f(z) = 2" okre$lamy, dla:
e D =R, gdy r jest dodatnia liczba naturalna,
e D =R\ {0}, gdy r jest ujemna liczba calkowita lub zerem,
e D =10,00), gdy r dodatnia liczba wymierna, ale nie calkowita,

e D =(0,00), gdy r jest ujemna liczba wymierng (ale nie w Z) lub dowolng liczba niewymierna.

Czy dla wykladnikéw wymiernych dziedzine mozna rozszerzy¢? Nie bardzo. Nie chce wnikaé w ta te-
matyke, ewentualnie odsylajac do wykladéw dr. Krycha z analizy matematycznej (pierwszy wyklad pod
adresem https://www.mimuw.edu.pl/ krych/matematyka/AMiskrypt/aml_cz_Ol-ciagi.pdf, str. 19.)
ale chee zauwazy¢, ze przyjmujemy (—1)Y/2 = 3/(—1)! = —1, ale z drugiej strony (—1)%/6 = {/(-1)2 =

Definicja 11.6: Funkcja homograficzna

Niech a,b,c,d € R, przy czym ad — bc # 0 oraz ¢ # 0. Jezeli funkcje f okreslong na zbiorze
(=00, =) U (=4, 00) mozna zapisa¢ wzorem:

ar+b
cx+d

fz) =

Definicja 11.7: Funkcja wymierna

Niech w(z) = apr™ +a, 12" 1 +...+a1x+ag oraz w(x) = by @™ + by 2™ L +. ..+ b1+ bg beda
wielomianami, przy czym v(z) nie jest wielomianem zerowym oraz niech D bedzie zbiorem liczb
rzeczywistych z wylaczeniem liczb rzeczywistych x takich, ze b, 2™ 4 bp_12™ ' +. ..+ bz +by = 0.
Funkcje o dziedzinie D, ktéra mozna zapisa¢ w postaci

@) anx” + ap_12" L+ .. a1z + ao
r) = ,
b ™ + byy_12™ L+ .+ bz + by

nazywamy FUNKCJE WYMIERNA.

W szkole rozwaza sie réwniez funkcje trygonometryczne. Funkcje te zwigzane sa z miarami katow, ktére
utozsamiamy z liczbami rzeczywistymi. Oto jak to robimy. Rozwazamy katy w wierzchotku w poczatku
uktadu wspoélrzednych, ktérych pierwszym ramieniem jest dodatnia pétos pozioma. Mowimy, ze kat ma
t radianéw, jedli drugie ramie przecina okrag O o $rodku w punkcie (0,0) i promieniu 1, w punkcie P
takim, ze dlugo$é tuku okregu O zaczynajacego sie w punkcie (1,0) i koficzacego sie w punkcie P jest
réwna t. Kat prosty ma wiec miare réwna 7, kat pétpetny (180°, ma miarg 7. Réwniez kat —90° o mierze
—m/2 jest réwniez prosty, ale odmierzony w przeciwnym kierunku.

Zalézmy, ze odmierzyliémy tuk o mierze ¢ od punktu (1,0) do punktu P. Wtedy wspoélrzednymi punktu
p sa liczby, ktére oznaczamy jako cost oraz sint — to jest definicja SINUSA i KOSINUSA kata o mierze t.


https://www.mimuw.edu.pl/~krych/matematyka/AM1skrypt/am1_cz_01-ciagi.pdf

(cos a, sinot) o
,

sino

cOs o
cos B

sin

(cos B, sin B)

0,-1)

Rys. 1 Definicja sinusa i cosinusa kata o mierze t € R. Rysunek na podstawie materialéw dr. Krycha.

Funkcje sinus i cosinus maja dziedzine rzeczywista. definiujemy tez:

sin(x)

e dla D =R\ {kn/2,k € Z} okreslamy funkcje TANGENS tg(z) = cos(a)?

cos(x)

e dla D =R\ {km, k € Z} okreSlamy funkcje COTANGENS ctg(z) = Sn(e)

11.3 Operacje na funkcjach, zlozenie, odwrotnosé

Funkcje liczbowe okreslone na tym samym zbiorze mozna dodawaé, odejmowaé i mnozy¢ oraz mnozyé

przez liczbe. Mamy wtedy oznaczenia f + g, f — g, fg i Af. Jedli funkcja f nie znika w zadnym punkcie
tzn. jesli f(x) # 0 dla kazdego x € D, to dopuszczalne jest tez definiowanie ilorazu L

Nowe funkcje mozna okresla¢ rowniez poprzez niezwykle istotna operacje sktadania.

Definicja 11.8: Zlozenie funkcji, funkcja odwrotna

Jesli dane sg dwie funkcje f: X — Y oraz g: Y — Z to funkcja h : X — Z zdefiniowana wzorem

nazywana jest ZLOZENIEM (lub SUPERPOZYCJA funkcji g z funkcje f. Oznaczamy ja symbolem go f.
Funkcje f nazywamy w tym zlozeniu funkcja WEWNETRZNA, zas g — funkcja ZEWNETRZNA.

Funkcje g : Y — X nazywamy ODWROTNA do funkcji f : X — Y wtedy i tylko wtedy, gdy obie
funkcje g o f oraz f o g sa identyczno$ciami, to znaczy dla dowolnych x € X oraz y € Y mamy

Wtiasnosci algebraiczne skladania funkeji zupelnie nie przypominajg wlasnosci mnozenia. Mozna rozwazy¢
na przyktad funkcje f, g : R — R dane wzorami:

flw)=2°, g(x)=3.

Woéowezas

(fog)(@) = flg(x)) = f(3) =8> =27, (9o [f)(z)=g(f(x)) = g(z®) = 3.
A zatem nawet jesli X = Z, to zwykle go f # fog.
Funkcja odwrotng do funkeji 22, okreslonej na zbiorze (0, 00) jest funkcja /z. Widzimy wiec, ze wybér

dziedziny funkcji moze mieé istotne znaczenie dla kwestii istnienia funkcji odwrotnej. Czy funkcja ta jest
jednoznacznie wyznaczona? Tak w istocie jest i w tym celu wprowadza sie kolejne podstawowe pojecia.



Definicja 11.9: Funkcje réznowartosciowe i na.

Moéwimy, ze funkcja f: X — Y

e przeksztalca zbiér X NA zbiér Y wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér wartosci funkcji f rowny jest
jej przeciwdziedzinie.

e jest ROZNOWARTOSCIOWA, jesli réznym elementom dziedziny przypisuje rézne wartosci, tzn.
gdy dla dowolnych z1,z9 € X zachodzi implikacja

f(z1) = f(z2) = 1 = x9.

Funkcja f(r) = 22 okreélona w dziedzinie rzeczywistej nie jest réznowartoéciowa. Réznowartosciowe
sa natomiast zaréwno funkcje wykladnicze (dla a # 1) jak i logarytmiczne, co w zasadzie jest wynikiem
przekraczajacym w pelnej ogdlnosci ramy szkolne, a jednak niezbednym do rozwigzywania cho¢by réwnan
tego typu. Oczywiscie ostatnie dwie definicje maja sens nie tylko dla funkcji liczbowych.

Twierdzenie 11.1: O istnieniu funkcji odwrotnej

Funkcja f : X — Y ma funkcje odwrotna wtedy i tylko wtedy, gdy jest réznowarto$ciowa i prze-
ksztalca zbior X na zbiér Y (funkcje takie nazywamy bijekcjams).

Dowdd. Twierdzenie jest sformulowane w postaci réwnowaznosci. Zalézmy najpierw, ze funkcja f posia-
da funkcje odwrotna g : Y — X. Pokazemy, ze f jest bijekcja.

Niech 1,29 beda réznymi elementami dziedziny X. Jesli f(z1) = f(x2), to
z1 = g(f(z1)) = g(f(z2)) = 22,

wbrew zalozeniu. Zatem x7 # xo. Funkcja f jest wiec réznowartosciowa. Wobec istnienia funkcji odwrot-
nej mamy

y = [fl9v),
dla kazdego y € Y, wiec kazdy element y zbioru Y jest wartoscia funkcji f. A zatem f jest na, a lacznie
— bijekcja.

Zalézmy teraz, ze réznowartosciowa funkcja f : X — Y przeprowadza zbiér X na zbiér Y. Okreslamy
funkcje g : Y — X warunkiem:

gly) =2 <= y=f(z).
Poniewaz dla kazdego elementu y € Y istnieje dokladnie jeden element x € X spelniajacy powyzszy
warunek (definicja funkcji), wiec wzér g(y) = x rzeczywidcie okresla funkcje. Z tego okreslenia wynika
takze, ze:

flow) = fx) =y, 9(f(x)) =gy ==,

co oznacza, ze ¢ jest funkcja odwrotna do f. O

Powyzszy dowdd tatwo implikuje, ze jesli funkcja f ma funkcje odwrotna, to tylko jedna.

Zachecam Czytelnika do przypomnienia sobie lub do préby udowodnienia innych istotnych wtasnosci
operacji sktadania funkcji. Warto przypomnieé, ze dowody réwnosci funkeji opiera¢ mozna na réznych
technikach. Podstawowa polega na sprawdzeniu, ze dla kazdego punktu ze wspdlnej dziedziny dwdch
rozwazanych funkcji, ich wartoéci w tym punkcie sg réwne. Prosze sprébowaé wykorzystaé te metode,
dowodzac nastepujace fakty.

e skladanie funkcji jest dzianiem lacznym, tzn. rozwazajac funkcje f : X — Y, g : Y — Z oraz
h:Z — T mamy
ho(gof))=(hog)of.

e dla funkcji odwracalnych f: X — Y oraz g: Y — Z zlozenie g o f jest funkcja odwracalna, oraz

(gof)™t=f"tog™"



Definicja 11.10: Iteracja funkcji

Niech f : X — X bedzie funkcja oraz n > 1 — liczbg naturalna. Przez n-ta ITERACIE funkcji f
rozumiemy funkcje f() : X — X dang warunkiem:

f™M =fofo...o0f.
N———

n

Innymi stowy, dla kazdego = € X mamy f((z) = f(f»~V(z)).

Zadanie 92. Niech f(z) = 1. Wyznacz f19°9(2000).

RozwiaZANIE. Korzystajac ze wzoru funkeji f(z) = ﬁ obliczamy
J@) = — = — @) = .
I L 1-(1-3)
A zatem f(1999(2000) = f(3-656+1)(2000) = f(2000) = 15 [ |

Zadanie 93. Wyznacz wszystkie funkcje réznowartosciowe f : R — R spelniajgce dla wszystkich x,y € R:

f(fly) +z)=flz+y) + 1

ROZWIAZANIE. Zalézmy, ze pewne roznowartoéciowa funkcja f spelnia podane rownanie. Zamieniajac
nim rolami z oraz y otrzymujemy réwnanie f(f(y)+xz) = f(x+y) = 1. Poréwnujac otrzymane réwnanie
z wyj$ciowym dostajemy, dla dowolnych =,y € R:

f(f ) +2) = f(f(@) +y).
Na mocy réznowartosciowosci f otrzymujemy, ze f(z)+y = f(y) +z = f(z) — f(y) = x —y. Stad mamy
L=f(f@)—y) = fla+ty) = fla)+y—(@+y) = fz) -z

Stad f(xz) =z + 1. [ ]

Roéwnania takie, jak w ostatnim zadaniu nazywamy ROWNANIAMI FUNKCYJNYMI.

11.4 Monotonicznos¢ funkcji

Funkcje liczbowe maja dodatkowe wlasnosci zwiagzane z porzadkiem w dziedzinie i przeciwdziedzinie.

Definicja 11.11: Monotoniczno$¢ funkcji

Niech D C R oraz niech f: D — R.

e funkcje f nazywamy SCISLE ROSNACA, jeSli dla kazdych x,y € D z nieréwnosci ¢ < y wynika
nieréwnosé¢ f(z) < f(y),

e funkcje f nazywamy SCISLE MALEJACA, jedli dla kazdych x,y € D z nieréwnosci z < y wynika
nier6wnosé f(z) > f(y),

e funkcje f nazywamy NIEMALEJACA, jesli dla kazdych z,y € D z nieréwnosci ¢ < y wynika
nier6wnosé f(z) < f(y),

e funkcje f nazywamy NIEROSNACA, jesli dla kazdych z,y € D z nieréwnosci x < y wynika
nier6wnosé f(z) = f(y),

Méwimy, ze funkcja jest MONOTONICZNA na D jesli ma jedna z czterech wlasnosci wyzej.



Pojecia powyzsze nie sa w kazdym podreczniku jednakowo definiowane. Czesto méwi si¢ po prostu o funk-
cjach rosnacych/malejacych, nie méwiac o niemalejacych czy nierosnacych.

Funkcja f(z) = 7 + 23 jest rosnaca, bowiem jesli 71 < xo, to

flz2) = flwr) =T+a) —T—a} =23 —a} >0.

Funkcja f(z) = ;;il jest $cidle malejaca, bowiem jesli 1 < x4, to:

1
flwz) _ @ w%+1$<f<xz>)2_x§ 1t

flz1) a1 w3 +1 flx1) _33?.9334—1 14+ L7

Jest jasne, ze 1 + 25 > 14 25, bowiem #1 < 22 a zatem co do moduluy, iloraz f(z2)/f(x1) jest wigkszy

niz 1. Zatem funkcjzli f jest $cidle malejaca. Uwaga. W rozwigzaniu brakuje pewnego elementu. Jakiego?
Chodzi o przypadek, gdy f(z1) = 0. Jak uzupelnié¢ rozwiazanie?

Oczywiscie nie kazda funkcja jest w calej dziedzinie monotoniczna. Dla funkcji rzeczywistych méwimy
czesto 0 PRZEDZIALACH MONOTONICZNOSCI funkeji, a wiec o maksymalnych (ze wzgledu na inkluzje)
zbiorach, na ktérych funkcja jest monotoniczna. Dla przykladu, funkcja f(z) = 2?2 jest $cisle malejaca
w przedziale (—o0,0) oraz Scile rosnaca w przedziale [0, 00). Warto jednak uwazaé: funkcja % nie jest
malejaca w calej swojej dziedzinie. Jest natomiast malejaca w przedzialach (—oo,0) oraz (0, c0).

Drugie ostrzezenie: funkcja f : R — R nie musi mie¢ zadnych przedzialéw monotonicznosci. Znanym
przykladem jest FUNKCJA DIRICHLETA:

_J1L, gdyzeQ,
f(m)_{o, gdy z € R\ Q.

Problematyce wyznaczania przedzialéw monotonicznosci i szkicowania wykreséw funkcji zajmiemy sie na
ostatnim wyktadzie, gdy mowa bedzie o rachunku rézniczkowym. Przyjrzyjmy sie krotko zastosowaniu
monotonicznoéci do rozwiazywania nieréwnosci. Oto oczywisty wniosek z definicji.

Whniosek 11.1
Niech a,b € R. Jedli funkcja f : [a,b] — R jest monotoniczna na tym przedziale, to swoje wartosci
najmniejsza i najwieksza, osiaga w punktach {a,b}.
Zacytujmy przyklad zastosowania tego faktu z ksiazki Kdlko matematyczne dla olimpijczykow.
Zadanie 94. Udowodnij, ze jesli liczby a, b, ¢ sq z przedzialu [0, 1], to zachodzi nierdwnosé
a+b+c<ab+be+ca+1.
RoOzWIAZANIE. Rozwazamy na przedziale [0, 1] funkcje okreslona wzorem:
fl@)=x4+b+c—br—bc—cx=(1—-b—c)x+b+c— be.

Jest ona monotoniczna, jako funkcja liniowa. W szczegdlnosci najwieksza warto$é przyjmuje w zerze lub
jedynce. Mamy f(0) =1+ (1—-56)(c—1) < loraz f(1) =1—be < 1, wige f(z) < 1, dla kazdego = € [0, 1].
Stad f(a) < 1, co daje teze¢ zadania. [ ]

Dla porzadku, wspomnimy tu pojecie o centralnym znaczeniu w szkole. Tu nie poswigcamy mu wiele
miejsca. O ile nie przejdziemy do konkretnych klas funkcji lub do rozwazan o ciaglosci i pochodnej,
rozwazania ogblne maja sens raczej w kontekscie funkcji dyskretnych, co z braku miejsca pomijam.

Definicja 11.12: Miejsce zerowe

Kazdy element € X taki, ze f(z) = 0 nazywamy MIEJSCEM ZEROWYM funkcji f.



11.5 Modyfikacje wykreséw funkcji

Nalezaloby poswiecié¢ jeszcze troche miejsca ogdlnym sposobom modyfikowania wykresu funkcji. W szkole
méwi sie przy tej okazji o wektorach i pokrewnych strukturach, choé oczywiscie zasadniczo chodzi po
prostu o sktadanie pewnych funkcji. I tak mamy sze$¢ podstawowych typéw transformacji funkcji f.

(a) Funkcjay = f(x)+q, gdzie ¢ € R ma wykres powstajacy z wykresu f przez przesuniecie o ¢ jednostek
w gore (jesli ¢ > 0) albo w dot (dla g < 0).

(b) Funkcja y = f(z — p), gdzie p € R ma wykres powstajacy z wykresu f przez przesuniecie o p jed-
nostek w prawo (jesli p > 0) albo w lewo (dla ¢ < 0).

(¢) Funkcja y = p- f(x), gdzie p € R, p # 0, ma wykres powstajacy z wykresu f przez powinowactwo
prostokatne wzgledem osi OX o skali k, czyli intuicyjnie méwiac: rozciagajac centralnie (w pionie)
wzgledem osi OX, gdy |k| > 1, i splaszczajac, gdy |k| < 1. Nastepuje zmiana skali wzgledem OX.

(d) Funkcja y = f(k-x), gdzie k € R, k # 0, ma wykres powstajacy z wykresu f przez powinowactwo
prostokatne wzgledem osi OY o skali k, czyli intuicyjnie méwiac: rozciagajac centralnie (w poziomie)
wzgledem osi OY, gdy |k| > 1, i splaszczajac, gdy |k| < 1. Nastepuje zmiana skali wzgledem OY.

(e) Funkcja y = —f(x), to szczegdlny przypadek sytuacji (c) dla p = —1, czyli odbicie wykresu f
wzgledem osi OX.

(f) Funkcja y = f(—=z), to szczegdlny przypadek sytuacji (c¢) dla k = —1, czyli odbicie wykresu f
wzgledem osi OY'.

Czasem do operacji tych dopisuje si¢ tez |f(x)| oraz f(|z|).

11.6 Funkcje parzyste i nieparzyste. Funkcje okresowe

W zwiazku z wymienionymi wyzej wlasnosciami mozna przypomnieé¢ dwa wazne typy funkcji.
Definicja 11.13: Funkcje parzyste i nieparzyste

Funkcja f : R — R nazywana jest:
e PARZYSTA, jedli f(x) = f(—z), dla kazdego = € R,

e NIEPARZYSTA, jesli f(z) = —f(—x), dla kazdego = € R.

Jest jasne, ze jedyna funkcja, ktéra jest jednocze$nie parzysta i nieparzysta jest funkcja zerowa. Zachecam
Czytelnika do sprawdzenia, ze kazda funkcja f : R — R jest suma funkcji parzystej i nieparzyste;j.

Na koniec dodajmy jeszcze kilka zdan o mniej elementarnej, ale jednak obecnej w szkole wlasnodci.

Definicja 11.14: Funkcja okresowa

Niech D C R i niech f : D — R. OKRESEM funkcji f nazwiemy dowolng liczbe T # 0 (czasem
zaklada sie, ze T > 0) o nastepujacych wlasnosciach:

e dla dowolnej liczby « € D liczby 24T oraz 2 — T naleza do D (czasem opuszcza sie x —T € D)
e dla kazdego x € D zachodzi réwnosé f(x +T) = f(x).

Funkcje, ktora ma okres nazywamy funkcja OKRESOWA.

Podstawowymi szkolnymi przykladami funkcji okresowych sa oczywiscie funkcje trygonometryczne:
e okresem funkcji sinus i cosinus jest dowolna catkowita dodatnia wielokrotnosé¢ 27,

e okresem funkcji tangens i cotangens jest dowolna catkowita dodatnia wielokrotnosé m.



Jesli wsrod wszystkich okreséw funkeji f istnieje najmniejszy, to nazywamy go OKRESEM ZASADNICZYM.
Oczywiscie taki okres nie musi istnieé¢, jak na przyklad dla funkcji statej (okresem jest dowolna liczba
dodatnia) oraz funkcji Dirichleta (jej okresem jest dowolna liczba wymierna). Ostatnim przyktadem jest
slynny problem Collatza pytajacy czy pewna funkcja jest od pewnego momentu okresowa.

Definicja 11.15: Problem Collatza (1937)

Definiujemy nastepujaca FUNKCJE COLLATZA f: N — N:

f(n)={

3n+1, gdy n jest liczba nieparzysta,
s gdy n jest liczba parzysta.

Rozstrzygnaé czy dla kazdego k € N w ciagu f*)(n) znajduje sie liczba 1.

Zagadnienie to bylo rozwazane przez wielu stynnych matematykéw, miedzy innymi Ulama i Kakutaniego.
Paul Erdés wypowiedziatl o nim stynne zdanie: ,mathematics is not yet ready for such problems”.

Przyjrzyjmy sie ciagom (n, f(n), £ (n),...) dla kilku liczb calkowitych:

n==9:
n==6:
INIONCIONBES S
n=9:
n=10:

5,16,8,4,2,1,4,2,1,...)

6,3,10,5,16,8,4,2,1,4,2,1,...)

7,22, 11,34, 17,52, 26,13, 40,20, 10,5, 16,8,4,2,1,...)
8,4,2,1,4,2,1,...)

9,28,14,7,22,11,34,17,52,26, 13,40, 20, 10,5,16,8,4,2,1,...)
10,5,16,8,4,2,1,4,2,1,...)

o~~~ o~ o~ o~

Jak widzimy, ciagi te w koncu ,schodza” do 1, a potem powtarza si¢ cykl (1,4,2). Mozna by spodziewaé
sig, ze ciagi te nie beda osiagaly zawrotnych wartosci w poréwnaniu do liczby poczatkowej. Tymczasem
patrzac na n = 27 stwierdzamy, ze f%)(n) = 1186, za$ f(7)(n) = 9232. Okazuje si¢ to jednak by¢
najwicksza warto$é tego ciagu, a juz f(1'"(n) = 1. Zachowanie f(*)(n) nie jest latwo przewidywalne.

Mozliwa dalsza lektura — funkcje

e B. Bzdega, Gdzie si¢ podzialy tamte funkcyje..., Kacik poczatkujacego olimpijczyka, Delta 11/2021,
deltami.edu.pl/2021a/11/2021-11-delta-art-15-kpo.pdf

e M. Krych, Relacje i funkcje, Skrypt dla XIV LO,
https://www.mimuw.edu.pl/ krych/staszic/skrypt07-relfun_D.pdf

e M. Krych, Funkcje liczbowe, Skrypt dla XVI LO,
https://www.mimuw.edu.pl/ krych/staszic/skrypt10-funkcje_D.pdf

e H. Pawlowski, Matematyka 1-3. Zakres rozszerzony. Wydawnictwo Operon 2004.


deltami.edu.pl/2021a/11/2021-11-delta-art-15-kpo.pdf
https://www.mimuw.edu.pl/~krych/staszic/skrypt07-relfun_D.pdf
https://www.mimuw.edu.pl/~krych/staszic/skrypt10-funkcje_D.pdf

Zadania — funkcje

Zadanie 1. Funkcja f : R — R dana jest wzorem f(x) = 4%%. Oblicz:

1 2 2000
! <2001> +f (2001) et (2001> '

Zadanie 2. ZnajdZ okres zasadniczy funkcji f : R — R danej wzorem
f(x) = |cos 3z + sin 3z| — | cos 3z — sin 3x|.

Zadanie 3. Funkcja f : R — R spelnia, dla kaidego x € R réwnanie

f0 - f(@) = .
Wykaz, zZe f ma funkcje odwrotng.

Zadanie 4. Dana jest funkcja f: R — R, Ze dla kaZdej liczby rzeczywistej x zachodzq réwnosci:

f(x) =f(2z) = f(1 —=).
Udowodnij, Ze funkcja f jest okresowa.

Zadanie 5. Niech f,g : R — R bedg funkcjami okresowymi. Wykaz, ze jesli istniejg okresy u,v, odpo-
wiednio funkcji f, g takie, Ze u/v € Q, to funkcja f + g jest okresowa. Czy funkcja f + g musi posiadad
okres zasadniczy?

Zadanie 6. Rozwigz rownanie cos(cos(cos(cos(z)))) = sin(sin(sin(sin(z)))).

Zadanie 7. (x) ZnajdZ wszystkie funkcje f: R — R spelniajgce dla wszystkich x,y € R réwnanie
ef(y) +yf(x) = (@ +y)f(2)f(y).

Zadanie 8. (x) Znajd? wszystkie funkcje réznowartosciowe f : R — R spelniajgce dla wszystkich xz,y € R
rownanie

f(f (@) —y) + f(fly) —z) = 0.

Zadanie 9. (x) Znajd? wszystkie funkcje nierosngce f : R — R spelniajgce dla wszystkich x,y € R
rownanie

f(f@) —y) + flz+y) =0.
Zadanie 10. (x) Funkcja f: R — R ma te wlasnosé, ze funkcja
g9(x) = f(z) +sin((f(2))
jest okresowa. Udowodnij, Ze funkcja f teZ jest okresowa.
Zadanie 11. (x) Udowodnij, ze jesli liczby a,b,c sq z przedzialu [0,1], to
a® + b+ < a’b+ e+ cfa+ 1.

Zadanie 12. (x) Wykaz, Ze jesli dla kazdego x € [—1,1] zachodzi nieréunos$é |az® + bz + c| < 1, to dla
kazdego x € [—1,1] zachodzi nieréwnoé |cx® — bz + a| < 2.

Zadanie 13. (xx) Niech x; € [0,1], dlai=1,2,...,n. Udowodnij, ze suma
1 +Tog+...+Tp —T1Ty —T2L3 — ... — Tp_1Ty — Tpli

nie przekracza [n/2], dla n > 2.

Zadanie 14. (xx) Funkcja rosngca f : N — N spelnia warunek f(f(n)) = 3n. Oblicz f(2001).



Rozdziat 12

Funkcje i r6wnania wielomianowe

12.1 Wielomiany jako obiekty algebraiczne

Wielomiany i funkcje wielomianowe to jeden z szerzej omawianych tematéw szkolnych. Jednoczesnie jest
to temat dosé¢ specyficzny, w ktorym ukryte sa rézne delikatnosci. Zasadnicze ujecie przedmiotu ma dwa
oblicza: algebraiczna i funkcyjne. Zacznijmy od tego pierwszego.

Definicja 12.1: Wielomian

WIELOMIANEM zmiennej o wspoétczynnikach w zbiorze K z wyrdznionym elementem 0 nazywamy
wyrazenie:
ap + a1z + asz® + ...+ apa”,

gdzie n jest nieujemna liczba catkowity oraz ag, a1, ..., a, € K. Utozsamiamy przy tym takie napi-
sy, jesli roznig sie o sktadniki postaci 0 - 2" oraz jesli r6znig sie kolejnoscia sktadnikow.

Innymi stowy, wielomiany zmiennej x o wspoétczynnikach w zbiorze K utozsamia¢ mozna z ciggami
nieskonczonymi (a;), gdzie a; € K, dla i € N, oraz gdzie a; # 0 tylko dla skoficzenie wielu 4.

Elementy a; nazywamy WSPOLCZYNNIKAMI wielomianu. Zbiér wielomianéw o wspétezynnikach ze
zbioru K oznaczamy przez K|[z]. Jesli wszystkie wspélczynniki wielomianu w sa réwne 0, to piszemy
w = 0, a wielomian w nazywamy woéwczas WIELOMIANEM ZEROWYM.

Definicja powyzsza jest bardzo szeroka, bowiem nie podaje zadnych nformacji o strukturze zbioru K.
W kontekscie szkolnym spotykamy najczedciej sytuacje, gdy K = R, ale tez niekiedy K = Z. Bardzo
rzadko rozwazamy sytuacje K = Q lub inne, znane z matematyki akademickiej, choéby Clz| czy Zp[z].
Nie jest to miejsce na wyklad z teorii pierscieni, wiec powiemy tylko, ze najbardziej typowa sytuacja jest
zalozenie, ze K jest cialem lub ewentualnie tzw. dziedzina catkowitosci, czyli pierScieniem przemiennym
z 1, w ktorym z rownosci ab = 0 wynika, ze a = 0 lub b = 0. Ma to duze znaczenie, o czym przekonamy
si¢ dalej. Domyslnie zakladamy jednak, ze K = R.

Kluczowa obserwacja wynikajaca z definicji jest nastepujaca.

Whniosek 12.1: Ré6wnosé wielomianéw
Jesli w = ag+a1x+a9x?+.. . +a,x™ oraz v = bg+bix+box?+. .. +b,z™, dla pewnych nieujemnych
liczb catkowitych n, m, to nastepujace warunki sa ronowazne:

e w = v jako elementy K|[z].

e m =n oraz a; = b;, dla kazdego 1 < i < n.

Powyzszy wniosek tatwo przelozy¢ na jezyk ciagéw nieskonczonych o skonczenie wielu niezerowych wy-
razach ze zbioru K. Dwa wielomiany, widziane jako ciagi, sa réwne, gdy sa rowne jako ciagi.



Definicja 12.2: Stopien wielomianu

Niech f = ag +a1x + asx® + ...+ a,2™ € K[z]. STOPNIEM WIELOMIANU f, ozn deg(f), nazywamy:
e najwicksze takie i, ze a; # 0, o ile f nie jest wielomianem zerowym.
e —00, jedli f jest wielomianem zerowym.

Jedli f # 0 to wspélezynnik ageg(p) nazywamy WSPOLCZYNNIKIEM WIODACYM wielomianu f.

Przyklady. Mamy deg f = 4,degp = 7 przy czym

1
f=1-2x+72%+ 5z € R[], p:ﬁt7—\/§t3—99eR[t].

W K|z] okres§lamy dziatania dwuargumentowe dodawania i mnozenia, pochodz@ceﬂ od dziatan w K.

Definicja 12.3: Suma i iloczyn wielomianéw

Dla wielomianéw f =ag+ a1z + ...+ apnz™, g =bo+ b1z + ... + b, x™ ze zbioru K|[x] okreslamy:
e sume f + g wielomianéw f, g dana wzorem
f+g="(ao+bo)+ (a1 + b))z + (az + ba)x* + ...
Innymi slowy wspélezynnik wielomianu f + ¢ stojacy przy z° réwny jest a; + b;.
e iloczyn f - g wielomianéw f, g dany wzorem

f -g= agby + (aobl + albo)x + (aobg + a1by + CLQbQ)fE2 + ...+ anbmx"H”.

, i
Innymi slowy wspélezynnik wielomianu f - g stojacy przy «* réwny jest > a;b;—;.
§=0

Jako ¢wiczenie pozostawiamy nastepujace wlasnosci stopnia, zwigzane z wprowadzonymi operacjamﬂ

deg(f + g) < max(deg(f),deg(g)), deg(fg)=deg(f)+deg(g). (V)

12.2 Funkcje wielomianowe

Czas przejsé do rozwazan o funkcjach wielomianowych. Definicja pojawila si¢ juz na ostatnim wyktadzie.

Definicja 12.4: Funkcja wielomianowa

Niech f = ag + a1 + as2® + ... + a,2™ € K|x]. Funkcje f : K — K dana wzorem
f(s) =ag +ai1s+ass®+ ...+ aps”
nazwiemy FUNKCJA WIELOMIANOWA odpowiadajaca wielomianowi f.
Zauwazmy, ze z punktu widzenia podejscia funkcyjnego, dwie funkcje wielomianowe f, g sa rowne, jesli

istnieja takie wielomiany F = ag + a1x + a2z + ... + apx™, G = by + byx + box® + ... + by,a™ € Klz],
ze dla kazdego s € K mamy

f(s8) =ag+ais+ass® 4+ ...+ aps™ = by + b15 4+ bas® + ...+ byps™ = g(s).

1 Korzystamy z przemiennosci dodawania i mnozenia w K oraz z umowy, ze " - a = az”, dla a € K.

2Trzeba tu dodaé trzy zastrzezenia. Pierwsze — te dzialania maja sens takze, gdy f,g sa zerowe, przy naturalnych
umowach typu max(—o00,1) = 1, —0o +n = 0o, —0c0 + —0c0 = —o0. Druga — réwno$é w pierwszej nieréwnosci zachodzi
wtedy (ale nie tylko wtedy), gdy deg(f) # deg(g). Trzecia — jesli K nie jest cialem, wéwczas tozsamosé dla iloczynu trzeba
zmodyfikowaé. Np. dla wielomianéw f, g € Z4[z] postaci: f = 2z,g = 1 + 2z mamy deg(f) = deg(g) = 1, ale deg(fg) = 1.



To kryterium réwnosci funkcji wielomianowych nie daje podstawy do latwego rozstrzygniecia, czy wielo-
miany F, G sg réwne. Wymaga to uzasadnienia. Nie jest trudno natomiast poréwnywac niektére wspot-
czynniki wielomianéw, choéby wspélezynniki ag oraz by, réwne odpowiednio f(0) oraz g(0). Z uwagi
na to, ze w szkole nastepuje zatarcie pomiedzy pojeciami wielomianu i funkcji wielomianowej tak, ze
w zasadzie pod pojeciem wielomianu umieszcza si¢ w istocie funkcje wielomianowa, formuluje si¢ tzw.
TWIERDZENIE O WIELOMIANACH ROWNYCH, méwigce ze réwnosé dwoch funkeji wielomianowych o wspot-
czynnikach w zbiorze R pocigga za soba réwnosé wszystkich odpowiadajacych im wielomianéw. Wynik
ten w szczegblnosci oznacza, ze istnieje bijekcja pomiedzy wielomianami i odpowiadajacymi im funkcjami
wielomianowymi. Zjawisko to ma miejsce, gdy zbiorem wspélczynnikéw wielomiandéw jest dowolne ciato
nieskoniczone. Dla wielomianéw f(z) = 3 oraz g(x) = 2% o wspélczynnikach w ciele trzyelementowym
Z3, odpowiadajace im funkcje wielomianowe sg identyczne na calej dziedzinie, tzn.

f(0)=9(0)=0, f(1)=9g(1)=1, [f(2)=9(2)=2

12.3 Twierdzenie Bezout i rozktad na czynniki liniowe

Skupimy sie w naszych rozwazaniach przede wszystkim na zwigzkach pomiedzy rozkladalnoscia wielomia-
noéw na czynniki, a istnieniem miejsc zerowych odpowiadajacych im funkcji wielomianowych. Az do XVII
wieku teoria rownan wielomianowych byla, jak wspominaliémy w rozdziale o wzorach skréconego mnoze-
nia, zagadnieniem rozwazanym w jezyku geometrycznym. Waznym osiggnieciem, obecnym juz u Claviusa
(1608) byto jednakze rozwazanie zera jako wspdlczynnika w réwnaniu wielomianowym i swiadomo$¢, ze
jego rozwiazanie moze by¢ uzyskane przez rozklad na czynniki liniowe. Twierdzenie Bezout w istocie
zdaje sie pochodzi¢ od Kartezjusza, a sformutowane jest w jego dziele Geometria z roku 1637. Zawierala
ona, z punktu widzenia teorii réwnan dowolnego stopnia, dwa istotne wzbogacenia dotychczasowej teo-
rii i notacji, wprowadzonej juz w XVI wieku przez Viete'a, a mianowicie czytelng notacje wykladnicza:

2, 2%, 2% itd. (choé nie #2, ktére pozostato jako zx az do XVIII wieku) i wlasnie owo twierdzenie.

Definicja 12.5: Pierwiastek wielomianu

PIERWIASTKAMI WIELOMIANU f € K|[z] (inaczej: miejscami zerowymi) nazywamy takie s € K, ze
funkcja wielomianowa odpowadajaca wielomianowi s przyjmuje w s wartosé 0, tzn. f(s) = 0. Jesli
f € KJz] jest wielomianem stopnia n, to réwnanie f = 0 nazywamy ROWNANIEM WIELOMIANOWYM
STOPNIA n o wspdlczynnikach w K.

Definicja 12.6

Moéwimy, ze wielomian o wspélczynnikach w zbiorze K jest ROZKLADALNY, jesli mozna go przedsta-
wi¢ w postaci iloczynu wielomianéw stopnia dodatniego. Jezeli natomiast taki rozklad nie istnieje,
to wielomian nazywamy NIEROZKLADALNYM.

Obserwacja 12.1: Twierdzenie Bezouta (czyli Kartezjusza)

Niech w(z) = ag + a1 + asx® + ...+ ap_12" "'+ a,z"™ bedzie wielomianem stopnia n > 0 o wspol-
czynnikach rzeczywistych. Nastepujace warunki sa réwnowazne.

(i) istnieje liczba ¢ € R taka, ze warto$é funkcji wielomianowej odpowiadajacej w w punkcie
¢ réwna jest w(c) = 0.

(ii) istnieje wielomian v(x) taki, Ze mamy réwnosé wielomianéw w(z) = (x — ¢) - v(x).

Samo sformulowanie wymaga komentarza. Zauwazmy, ze warunek (i) méwi o funkeji wielomianowej, a wa-
runek (ii) o réwnosci wielomianéw. Choé w szkole utozsamiamy te obiekty, to dowdd poprawnosci tego
utozsamienia wymaga twierdzenia Bezout! Sformutowanie powyzsze jest prawdziwe w znacznie ogélniej-
szym kontekscie, gdy wspétezynniki wielomianu sa dziedzing catkowitosci (w tym — cialem).



Ogdblnosé rodzi pewien problem — gdy méwimy o wielomianie (x — ¢) - v(z), to mamy na my$li to, ze po
wymnozeniu (z — ¢) - v(x) otrzymamy pewien wielomian, ktéry ma takie same wspélezynniki, jak w(z).
Dlaczego to jest wazne? Poniewaz chcemy korzystaé z nastepujacej implikacji: jesli w(x), v(x) € R[z] sa
wielomianami oraz h(z) = w(z) - v(z), to dla kazdego s € R mamy h(s) = w(s) - v(s).

Céz to za szalefistwo, czy to nie jest oczywiste? Dla wielomianéw o wspélczynnikach rzeczywistych,
istotnie jest to prawda, ale zmiana wspétczynnikéw moze to zaburzyé. Rozwazmy dwa wazne przyktady:

e Zal6zmy, ze wspOlczynnikami wielomiandéw sg... macierze 2 X 2 o wspoélczynnikach rzeczywistych!
Wezmy dwie macierze A, B € Masyo(R)[z] i rozwazmy wielomiany postaci: f(z) = z,g(xz) = B.
Rozwazymy odpowiadajace im funkcje wielomianowe i podstawimy A:

f(A)=A, g(A)=B, f(x)-g(z)=Bx, (f g9)(A)=BA, f(A) g(A)=AB.

e Pierscien kwaternionéw H jest nieprzemienny i przypomina liczby zespolone. Jego elementy sa
postaci a+ bi +cj +dk, gdzie a,b,c,d € R, przy czym i? = j2 = k? = —1 oraz ij = k, jk = i, ki = j.
Ma on bardzo wiele przyjemnych wlasno$ci, nazywany byl nawet kiedys$ cialem nieprzemiennym
(dzi$ méwimy, ze jest to pierScien z dzieleniem), poniewaz spelnia wszystkie aksjomaty ciala, poza
przemienno$ciag mnozenia. Rozwazmy iloczyn wielomiandw

h(z) = (z = i)(z = j).

Jesli roztozymy go zgodnie z tradycyjnymi zasadami, dostaniemy
2 . . ) . . ..
hz) =2 —ix —xj+ij =2 — (( + j)z +ij.

W ten sposéb poznajemy wspélezynniki wielomianu h(z) € H[z]. Podstawiajac jednak do odpowia-
dajacej mu funkcji wielomianowej kwaternion ¢ = i, dostajemy

h(i) = i* — (i +7)i +ij = 2k # 0.

Dlaczego? Przeciez twierdzenie Bezout” wyrazZnie méwi, ze wielomian h(z) ma pierwiastek ¢ = 1,
skoro ma dzielnik x — 1.

Problem wystepujacy w dwoch powyzszych przyktadach lezy w samej definicji mnozenia wielomiandw.
W istocie w pierwszym przykladzie f(z) - g(x) = xB, za$ iloczyn wielomianéw w drugim przykladzie, to
2% —ix — x5 + ij. Innymi slowy skalary nie sa przemienne ze zmiennymi. O tym wiecej tu nie powiemy.

Powiemy natomiast dokladniej o jakie dobre wtasnosci chodzi.

Rozwazmy przyporzadkowanie dziatajace w nastepujacy sposéb: dla kazdego a € K rozwazamy funkcje
ve : K[z] — K, ktéra przyporzadkowuje wielomianowi postaci w(x) = ro+r1x+roz? +... +r,a" € K|x]
wartos¢ odpowiadajacej mu funkcji wielomianowej w punkcie a, a wiec element

Vg (w) =ro+ria+ra®+...+rpa” € K.

Funkcja ta nazywa sie EWALUACJA WIELOMIANU w punkcie a. Przyzwyczailiémy sie do pewnych wlasnosci
ewaluacji, na przyktad do nastepujacych. Dla kazdego a € K mamy:

Va(w +w') = va(w) + v, ('), ve(w-w') =ve(w) - ve(w).

Jak sie jednak okazuje, tak byé nie musi, jesli zbiér wspoélczynnikéw wielomianu nie jest przemienny,
czego przyklad mamy wyzej! Czytelnik moze odczuwaé pewng konsternacje, dochodzac do tej konkluzji.
Wydaje mi sie jednak wazne, by pokazaé, ze stwierdzenie ,funkcja wielomianowa iloczynu to iloczyn
funkcji wielomianowych” ma glebokie podloZeﬂ

Prosze zauwazy¢, ze ewaluacja moze zdecydowanie utatwié¢ wykonywanie rachunkéw. Oto przyktad.

Zadanie. Rozwazmy zbiér A = {eq,...,e11} pierwiastkéw zespolonych stopnia 12 z 1. Uzasadnij, ze

(V3+i—eo)- (V3+i—e1)-...-(V34+i—en)=22—1

3Wiecej: https://mimuw.edu.pl/ amecel/referaty/nieprzemiennepulapki.pdf.


https://mimuw.edu.pl/~amecel/referaty/nieprzemiennepulapki.pdf

Prosze zauwazy¢, ze pierwiastki stopnia 12 z 1 mozna wyznaczyé, wyliczajac ich postaci ogélne. W ten
spos6b mozliwe jest policzenie powyzszego iloczynu przez wymnozenie 12 nawiaséw, odpowiednio grupujac
czynniki zawierajace pierwiastki sprzezone. Znacznie latwiej jest jednak zauwazy¢, ze wobec rozkladu

2P —1=(r—eo)(w—e1)- ... (&—en)

mozemy wyznaczy¢ zadany iloczyn, poprzez wyznaczenie wartosci funkcji wielomianowej odpowiadajacej

wielomianowi 2'2 — 1 w punkcie s = /3 + i. Innymi stowy, mamy:

(\/§+i)12—1=(\/§+i—€0)'(\/§—|—i—61)'...'(\/§+i—€11):212—1.

Juz wezedniej wspomnieliSmy, ze nie tylko przemiennosé, ale i kwestia bycia dziedzing calkowitosci, wcho-
dzi w gre. Cheemy bowiem z tego, ze 0 = h(s) = w(s)-v(s) wnioskowaé, ze w(s) = 0 lub v(s) = 0. Bez tej
wlasnoéci rozwigzywanie réwnan bedzie czesto trudne. Wystarczy zobaczyé, ze zwykly wielomian 22 + 5z
o wspdélczynnikach w pierscieniu reszt z dzielenia przez 6, czyli Zg (przemiennym, ale z dzielnikami zera)
ma wigcej niz dwa pierwiastki, bowiem z(x +5) = (z + 2)(z + 3) = 22 + 5z. Podobnie dla wielomianu
o wspélezynnikach kwaternionowych w(x) = 22 + 1 € H[z] mamy w(i) = w(j) = w(k) = 0, a w istocie
wielomian ten ma nieskonczenie wiele pierwiastkow.

Po tych nieco makabrycznych rozwazaniach, porzadkujacych nieco aparat pojeciowy, mozemy przejsé¢ do
szkolnego dowodu twierdzenia Bezout.

Dowdd. Jesli w(x) = (x — ¢)v(z), dla pewnego wielomianu v stopnia n — 1, to funkcja wielomianowa
w : R — R odpowiadajaca wielomianowi w, dana jest wzorem w(s) = (s — ¢)v(s), co oczywiscie przyjmu-
je warto$¢ zero, gdy s = c.

Zalézmy wiec, ze istnieje liczba ¢ taka, w(c) = 0. Woéwczas mozemy odnotowaé nastepujaca réwnosé
wielomianéw w zbiorze R[x]. Biorac element w(c) = 0 € K rozwazamy wielomian
w(z) = w(z) —w(c) =
=ao+a1r +ar® + ...+ ap_ 12" apx™ — (ap + arc+asc® + ..+ an_1" Fa,c)
=ai(z—c)Fay(z? =)+ ... Fap_ 12" =) +a,(z” — )
=(x—c)- (a1 +a(z+e)+...tap (2" 2 +a" e+ .+ ) dFan (@ H 2" e+ 4 TY)
=(x—c)-((ap +asc+ ...+ apc" )+ (az+... +anc Dz 4 ...+ (ap_1 + anc)z" 2 + apz™t).
Przyjmujac v(w) jako drugi czynnik iloczynu po prawej stronie widzimy, dostajemy roklad wielomianéw
w(z) = (x — ¢) - v(z), przy czym deg(v(xz)) = n — 1. W powyzszych przeksztalceniach skorzystali$my

z formuly
a — p" = (a _ b)(an—l +an—2b+ an—SbZ N a3bn—2 +abn—2 + bn—l)-

PrzedstawiliSmy zatem wielomian w(z) jako iloczyn wielomianéw z K[z] w zadanej postaci. O

Zauwazmy drobna subtelnoéc drugiej czesci dowodu. Caly rachunek wykonany jest na wielomianach, nie
za$ na funkcjach wielomianowych. Informacja o posiadaniu pierwiastka byla potrzebna tylko po to, by
element zerowy nalezacy do zbioru wspotczynnikéw ciata zapisa¢ w odpowiedni sposéb, co pozwolito na
utozsamienie wielomiandéw w(z) oraz w(x) — w(c). Istotnie, wspdlezynniki tych wielomianéw sa réwne.

Whniosek 12.2: Posta¢ iloczynowa wielomianu stopnia n o n pierwiastkach
Jesli dla pewnego wielomianu w(z) = ag +arz+asz®+...+an_12" 4 a,z™ stopnia n > 0 istnieje
n parami réznych liczb rzeczywistych cq, ..., c,, dla ktérych

w(cr) =w(c2) = ... =w(c,) =0,

to
w(z) =an - (x—c1)(x—ca)...(x —cp).



Dowdd. Indukcja ze wzgledu na stopien wielomianu. Dla n = 1 teza jest jasna. Zalézmy, ze teza jest
prawdziwa dla wielomianéw stopnia < n. Rozwazmy wielomian w o n réznych pierwiastkach cy,...,c,.
Woéwezas z twierdzenia Bezouta istnieje wielomian g(x) stopnia n — 1, taki ze w(x) = (& — ¢p,)g(z). Jest
jasne, ze wspdlczynnik wiodacy wielomianu g jest taki sam jak wspoélczynnik wiodacy w, czyli rowny
jest a, (wyymnazamy i poréwnujemy wspdlczynniki wiodace). Skoro wielomiany sa réwne, to réwniez
odpowiadajace im funkcje wielomianowe sa réwne. W szczegdlnosci

w(e;
o) = 49—
C; — Cp
dlai < n wartosé¢ 0. Zatem wielomian g stopnia n—1 ma pierwiastki ¢y, . .., ¢,—1 1z zalozenia indukcyjnego
ma on postaé an(z —c1) ... (x — cp1). Stad w(x) = ap, - (x —c1)(x — c2) ... (T — ¢p). O

Whiosek 12.3

Jesli wielomian o wspolczynnikach rzeczywistych jest niezerowy i ma n parami réznych pierwiast-
kéw, to jego stopien réwny jest co najmniej n. W szczegdlnosci liczba parami réznych pierwiastkow
niezerowego wielomianu jest nie wigksza od stopnia tego wielomianu. Wielomian stopnia nie wigk-
szego od n majacy n + 1 réznych miejsc zerowych jest wielomianem zerowym.

Dowdd. Pierwsza czes¢ rozumowania dowodzimy, korzystajac z twierdzenia Bezout. Niech n > 0 bedzie
najmniejsza liczba taka, ze wielomian w(z) = ap + ... + a,z™ o n + 1 réznych miejscach zerowych

Cly.-.,Cnt1 Spelnia a, # 0. Z poprzedniego wniosku widzimy, ze
0= w(c7l+1) = Qp * (Cn+1 - Cl) : (Cn-i-l - 62) et (Cn+1 - Cn)~
Skoro ¢p41 # ¢, dla i < n, mamy a, = 0. Sprzeczno$¢ z wyborem w. O

Definicja 12.7: Pierwiastek wielomianu

PIERWIASTKAMI WIELOMIANU f € K[z] (inaczej: miejscami zerowymi) nazywamy takie s € K, ze
funkcja wielomianowa odpowadajaca wielomianowi s przyjmuje w s warto$é 0, tzn. f(s) = 0.

Twierdzenie 12.1: O jednoznacznosci wspolczynnikéw wielomianow

Jedli ré6wnoéé ag + a1s + a28® + ... 4 ams™ = bg + b1S + bys® + ... + b, s™ zachodzi dla wiecej niz
max(m, n) réznych liczb rzeczywistych s, to m = n oraz ag = by, a1 = b1, as = ba,

ROZWIAZANIE. Z poprzedniego wniosku widzimy, ze wielomian
(ao + a1z + asz® + ...+ ama™) — (bo + by + box® + ... + bpa™)

ma wigcej niz max(m,n) réznych pierwiastkéw. A zatem 0 =ag —bg =a; — by =.... |
Whniosek 12.4

Przyporzadkowanie wielomianowi w € R[z] funkcji wielomianowej f : R — R danej, dla kazdego
s € R, wzorem f(s) = w(s), jest bijekcja.

Oczywiscie wniosek powyzszy mogliémy wyprowadzi¢ z zasady indukcji bezposrednio z twierdzenia Bez-
out. Nietrudno go uogélni¢ na wielomiany wigkszej liczby zmiennych.



Zadanie 95. Wyznacz wszystkie wielomiany w(zx) o wspélczynnikach rzeczywistych, ktore dla kazdego
x € R spelniajg warunek w(z + 3) = w(x).

ROZWIAZANIE. Zalézmy, ze w(0) = a i zauwazmy, ze z warunku w(z 4+ 3) = w(x) zachodzi w(3k) = a,
dla kazdej liczby calkowitej k. Zatem wielomian

w(z) —w(0) =w(z) —a
ma nieskonczenie wiele miejsc zerowych, a zatem jest to wielomian zerowy. Stad w(x) = a, dla kazdego
z € R. Oczywiscie dowolny wielomian staly spelnia warunki zadania. |
Zadanie 96. Wyznacz wszystkie wielomiany w(x) o wspélczynnikach rzeczywistych, ktdre spelniaje wa-
runki w(0) =0 oraz w(z — 1) + w(z + 1) = 2w(x), dla kazdego x € R.

ROzZWIAZANIE. Warunek z zadania mozna napisaé¢ w postaci w(z+1)—w(z) = w(z)—w(x—1). Rozpatrzmy
wielomian pomocniczy
p(z) =w(z) —w(x —1).
Wtedy mamy p(z + 1) = p(x). dla kazdego « € R. Podobnie jak w poprzednim zadaniu wnioskujemy
wiec, ze p(x) = a jest wielomianem stalym. A wiec: w(z + 1) = w(z) +a, co mozemy réwniez zapisaé jako
w(x + 1) —a(x + 1) = w(zr) — az, skad wynika, ze wielomian w(x) — azx jest staly, czyli w(z) — ax = b,
dla kazdego z € R. Zatem w(z) = ax + b. Ten wielomian spelnia réwnosé
w(z —1)+w(z+1) =2w(x).

Roéwnosé w(0) = 0 oznacza, ze b = 0, czyli odpowiedz to: w(z) = ax, dla a € R. [ ]

12.4 Zadanie interpolacyjne

Zadanie interpolacyjne Lagrange’a polega na znalezieniu dla danej funkcji f : R — R wielomianu
P,, € R[z] stopnia nie wyzszego niz n, ktérego wartosci w n+1 z géry zadanych parami réznych punktach
Zg- ..., T, sg takie same, jak wartosci interpolowanej funkcji, tzn.

P (z0) = ap + a1mo + agzd + ... + an,lngl +apzry =

-1
Po(z1) = ap + a1m1 + agz? + ...+ ap_127 " +azzt =

Py(z,) = ap + a1, + a22? + ...+ an_ 12"+ apa® = f(an).

Innymi stowy zastanawiamy sie na przyklad: czy przez dowolne dwa rézne punkty przechodzi dokladnie
jedna prosta? Czy przez dowolne trzy parami rézne punkty, ktére nie sg wspotliniowe, nie przechodzi
doktadnie jedna parabola, itd. Jakim wzorem zadany jest 6w jedyny wielomian?

Twierdzenie 12.2

Zadanie interpolacyjne Lagrange’a ma doktadnie jedno rozwiazanie. Mianowicie konstruujac funkcje
pomocnicze:

I*I’j .
(z) = . i=0,1,2,...,n,
pi() jl;[oxi_xj 7 n
i

okreslamy rozwiazanie zadania interpolacyjnego wzorem:

n

Po(x) = f(zo)po(x) + flz1)pr(@) + ...+ f(@n)pn(x) = > fla:) [ ;__ZJ
=0 j=0 ? J
J#i

Przyklad. Zalozmy, ze funkcja f : R — R spelnia warunki f(0) = 1, f(1) = 3, f(3) =2, f(4) = 1.

Wielomiany po(z), p1(z), p2(z), ps(z) wymienione w twierdzeniu wyzej sa woéwczas postaci:
(r-DE-3-1 @E-0e-3-4 @E-0e-DE-4) (E-0@-1)@-3)
0-1)(0-3)(0—-4)" (1-0(1-3)(1-4" B-00B-1)3-4)" (“A-04-1)4-3)"




Dowdd. Nietrudno widzieé, ze p;(x) to wielomiany stopnia n takie, ze:

(3;) = 1, dlai=j
PRYII=N0, dlai# .

Stad P,(x) jest wielomianem stopnia co najwyzej n przyjmujacym w punktach z; wartosci f(x;), czyli
jest rozwiazaniem problemu interpolacyjnego. Z drugiej strony z twierdzenia Bezout wiadomo, ze wielo-
mian taki jest jednoznaczny. Istotnie, gdyby pewien wielomian R, stopnia nie wigkszego od n réwniez
spelnial zadanie interpolacyjne, wéwczas P, (x) — R, (x) jest wielomianem stopnia n o n+ 1 pierwiastkach
Zoy - . -, Tn, co implikuje, ze P,(z) = Ry (z). O

Powyzsze twierdzenie zawiera pewien zaskakujacy element: definicje wielomianéw p;. Dlaczego maja one
taka wladnie postac? Podpowiedzi dostarczaja nam wzory Cramera zastosowane do uktadu n+ 1 réwnan,
w ktérym niewiadomymi sg wspoétczynniki wielomianu P, = ag + a1 + a2z + ... + ap_12" ' + a2,
spelniajacego dla pewnych z gory zadanych f(xq),..., f(x,). Wiemy juz, ze powyzszy uklad ma jedno-
znaczne rozwiazanie (ag, a1, ..., a,), & wiec jego macierz wspolczynnikéw jest odwracalna. Wyznacznik
tej macierzy — zwanej macierza Vandermonde’a ma, jak sie okazuje (i czego tu nie uzasadniamy) postaé:

IT @ —=).

0<i<j<n

Temat interpolacji nie nalezy oczywiscie do zagadnien szkolnych. Warto jednak mie¢ na uwadze, ze wy-
znacznik Vandermonde’a nie jest konieczny do uzasadnienia, ze wielomian stopnia < n jest jednoznacznie
okredlony przez n + 1 swoich wartosci, czyli twierdzenia o jednoznacznosci wspotczynnikéow. Wynika to
bezposrednio z tw. Bezout i definicji stopnia wielomianu (dla kazdego ciala o wiecej niz n elementach).

12.5 Pierwiastki wielokrotne, wzory Viete’a

Przechodzimy do zagadnien zwiazanych z pierwiastkami wielokrotnymi i wzorami Viete’a. Rozwazajac te
tematy mozna wyj$¢ od ogdlnej teorii podzielnosci wielomianéw, ktérej nie chcemy tu poruszaé z uwagi
na to, ze nie jest to temat szkolny, ale mozna tez sprébowaé podejs$é do kwestii zdroworozsadkowo (nie
uzywajac ,armat”), podajac Czytelnikowi pewne fakty do samodzielnego uzasadnienia.

Definicja 12.8: Pierwiastek wielokrotny wielomianu

Moéwimy, ze liczba ¢ € R jest k-krotnym pierwiastkiem wielomianu w(zx), jesli k jest najwieksza
liczba naturalng taka, ze istnieje wielomian v(z) stopnia > 0 spelniajacy warunek

Foo().

w(z) = (z—c)
Odnotujmy, ze w definicji powyzszej mieéci sie definicja pierwiastka wielomianu, jako pierwiastka poten-
cjalnie , jednokrotnego”. W oparciu o twierdzenie Bezouta widzimy, ze podejcia te sa zbiezne. Kluczowym
i nieco delikatnym rezultatem jest nastepujacy fakt.

Whiosek 12.5

Wielomian stopnia n o wspotczynnikach w R ma nie wiecej niz n pierwiastkéw, liczac krotnosci

Dowdéd. Indukcja ze wzgledu na stopien. Dla n = 0,1 teza jest jasna. Jesli natomiast wielomian w jest
stopnia n > 1 i ma pierwiastek ¢ krotnosci k, to krotnosé¢ pierwiastka ¢ w wielomianie w/(z — ¢) stopnia
n — 1 réwna jest k — 1, podczas gdy krotnos$é pierwiastkéw réznych od ¢, ktérych jest nie wigcej niz n — 1
(co juz pokazaliSmy we Wniosku 11.3), nie ulega zmianie. Wynika to z tego, ze dla dowolnych niezerowych
wielomianéw f, g o wspolczynnikach rzeczywistych oraz stalej ¢ € R, zachodzi réwnowaznosé

(z—c)- flz)=(x—-0c)-g(x) < [f()=g(2)

7 punktu widzenia zastosowan, takze w programie szkolnym, istotnym elementem sa wzory Viete’a.



Twierdzenie 12.3: Wzory Viete’a

Niech z1,xs,23,...,x, beda wszystkimi pierwiastkami wielomianu stopnia n o wspdtczynnikach
rzeczywistych f = a,a"4a,_12" ' +. . . +aix+ag, przy czym uwzgledniamy krotnoéci — pierwiastek
k-krotny wystepuje k razy w ukladzie z1,...,,. Wowczas zachodza réwnosc]}
Gp—1
1+ 2o+ ...+ T, = —
Qn
Up—2
12 + 213+ ... +Tp_1Tp =
Qn
Gn—3
T1X2X3 + L1X2Xy + ... + Ty _2Tp_ 1Ly, = —
QA
ao
T1T2T3 . .. T =(-1)"—.
Qn

®Nie wypisujemy doktadnie réwnosci dotyczacych wspoétczynnikéw stojacych przy kolejnych potegach. Po lewych
stronach stoja tzw. elementarne wielomiany symetryczne stopnia n od pierwiastkow wielomianu.

Dowdd. Indukcja ze wzgledu na n. Dla n = 1 dowdd jest oczywisty. Zaldézmy, ze dla kazdego wielomianu
stopnia n, wzory te sa prawdziwe. Rozwazmy wielomian stopnia n+1, o pierwiastkach: x1,xs, ..., Ty, Tpi1-
Zgodnie z twierdzeniem Bezout istnieje wielomian g(x) taki, ze: f(x) = apt1 - (x —x1) - g(x). Wielomian g
jest stopnia n, i jego pierwiastkami sa xs, T3, ..., Tn, Tpy1. Wiecej pierwiastkow, zgodnie z udowodnionym
wezesniej faktem, mie¢ nie moze. Zatem sa to jego wszystkie pierwiastki. Z zatozenia indukcyjnego mamy:

g@) =" — (xo+ o3+ ... F2pp)z" o+ (D" (w3 2py).

Wymnazajac g w takiej postaci przez a,1-(x—2x1) dostajemy teze, na mocy twierdzenia o jednoznacznosci
wspotczynnikéw wielomianu. O

Definicja 12.9

Méwimy, ze wielomian o wspotezynnikach w zbiorze K jest ROZKLEADALNY, jedli mozna go przedsta-
wi¢ w postaci iloczynu wielomianéw stopnia dodatniego. Jezeli natomiast taki rozklad nie istnieje,
to wielomian nazywamy NIEROZKLADALNYM.

Problem rozktadalnosci na czynniki ma naturalne zwiazki z teorig podzielnosci i metodami podobny-
mi do oméwionych w teorii liczb catkowitych dowodzi sie, dla wielomianéw o wspélczynnikach rze-
czywistych i wymiernych, twierdzenia o dzieleniu z reszta, lemat Bezout i twierdzenie o jednoznacz-
nosci rozktadu. Czytelnika zainteresowanego tymi wynikami odsytam na przyktad do swojego wyktadu:
https://mimuw.edu.pl/ amecel/wyklad_3.pdf| str. 11-13. My natomiast przyjrzyjmy sie kilku przy-
ktadom i sformutujmy rezultaty przydatne w szkole.

Rozklad 22 — 2 = ( + v/2)(z — v/2) jest rozkladem wielomianu o wspétczynnikach rzeczywistych na
czynniki liniowe, o wspétczynnikach rzeczywistych. Jednoczes$nie, z udowodnionego wezeéniej twierdzenia
wynika, ze rozklad na czynniki liniowe wymaga, aby istnial pierwiastek wielomianu 22 —2. Wielomian ten
nie ma pierwiastkéw wymiernych, wiec jest nierozkladalny jako wielomian o wspdlczynnikach wymiernych.

Istnienie pierwiastka nie jest oczywiscie warunkiem koniecznym, by wielomian byt rozktadalny. Wielomian
% +5 w sposéb oczywisty nie ma rzeczywistych miejsc zerowych (jego wartoéci sa zawsze réwne nie mniej
niz 2), ale mamy rozklad:

et 44 =0 4227 +4 207 = (22 +2)% — (V22)? = (2% — V22 + 2)(2® + V22 + 2).

Rozwiazywanie réwnan wielomianowych i pokrewnych zasadniczo sprowadza si¢ do ré6znych metod uzy-
skiwania rozkladow tak, by méc skorzystaé z wlasnosci ab = 0 = a = 0 lub b = 0. Podstawowa metoda
zwiazana jest oczywiscie z rozkladem na czynniki liniowe i rozmaitymi technikami, prezentowanymi juz
na pierwszych dwéch wyktadach.


https://mimuw.edu.pl/~amecel/wyklad_3.pdf

Zadanie 97. Dane sq liczby dodatnie a,b, c. Rozwiqz réwnanie T—3%— bz 73 —C 4 L= g —a _ 3

RozwiAZANIE. Po raz kolejny chcemy, aby po jednej ze stron rozwazanej réwnosci znalazto sie zero.
Nietrudno przenies¢ 3 na druga strone, ale kluczowe jest zrobienie tego w odpowiedni sposob. Metoda
ta jest niezwykle przydatna w dowodzeniu nieréwnosci. Pomyst jest taki, aby liczbe 3 znajdujaca sie po
prawej stronie réwnosci wyzej rozbi¢ na trzy skladniki i przenie$¢ na druga strone do postaci:

<m1>+<m1>+(ml)o_
c a b

Roéznice wystepujace w powyzszych nawiasach zamieniamy na utamki:

r—a—b—c r—b—c—a r—c—a—2>b
(=) +( )+ ( )-o
c a b

Widzimy teraz, ze w liczniku powyzszych sktadnikow znajduje sie ta sama liczba x —a—b—c. Wyciagajac
ja przed kazdy z nich dostajemy:

1 1 1
(x—a—b—c) (c+b+a> =0.

Mamy zatem x —a —b—c = 0 lub % + % + % = 0. Liczby a, b, ¢ sa jednak dodatnie, wiec druga mozliwo$é
nie moze zachodzié. Zatem z = a + b + c.

Uwaga. Rozwazane réwnanie jest liniowe. To oznacza, ze ma ono nie wiecej niz jedno rozwiazanie. A zatem
jesli zgadniemy rozwiazanie zadanie x = a + b + ¢, to ono musi by¢ jedynym. |

Wéréd rozkladéw wielomiandéw najwazniejsze sa rozktady na czynniki liniowe. Na poziomie szkoly $red-
niej nie jestedmy w stanie udowodnié, ze wielomian o wspétczynnikach rzeczywistych mozna roztozyé
na czynniki stopnia nie wiekszego od 2. Rezultat ten opiera sie o zasadnicze twierdzenie algebry. Ist-
nieje oczywiscie szereg technik zwiazanych z rozkladem na czynniki, zwiazanych ze wzorami skréconego
mnozenia lub technikami grupowania. Omawialiémy je juz na pierwszym wykladzie.

Wyprowadzimy teraz wzory na miejsca zerowe funkcji kwadratowej, z uzyciem wyréznika, czyli tzw.
wdelty”. O samej teorii wyr6éznikéw nie wspominamy tu szerzej. Zagadnienia dotyczace funkcji kwadratowe
sg w centrum zainteresowania algebry szkolnej.

Twierdzenie 12.4

Dana jest funkcja f(z) = az? + bx + ¢, gdzie a # 0 i € R. Niech A = b? — 4ac. Wéwezas f:

e nie ma miejsc zerowych, gdy A < 0,

b

e ma jedno miejsce zerowe, gdy A = 0; jest nim liczba —5~-,

e ma dwa miejsca zerowe, gdy A > 0; sg nimi liczby

—b—vVA —b+VA
2a 2a

Dowdd. Dla a # 0 mamy:
24+ b+ L2 2+_A + 2 2+_A
ax r+c=alx+ — —=a-||lx+ — — .
2a 4a 2a 4a?
Jest wiec jasne, ze ax? 4+ br +c¢ >0 <= A < 0. W takim przypadku funkcja f nie ma miejsc zerowych.
Jedli A =0, to oczywidcie f(z) =0 < (z+ %)2 =0,boa#0.

Wreszcie, rozwazmy przypadek A < 0. Wéwcezas ze wzoru na réznice kwadratéw mamy:

fl)=a- ((m+2ba>2—£2> :a~(a:+2ba+\/ﬁ2a> <x+2l;—\/32a).



Whiosek 12.6

Jedli f(x) = ax® + bx + ¢, gdzie a # 0, to
1. gdy A < 0, woéwczas f jest

e stale dodatnia, gdy a > 0, tzn. f(z) > 0, dla kazdego z € R,
e stale ujemna, gdy a < 0.

2. gdy § =0, wéwczas f jest:

e stale nieujemna, gdy a > 0,

e stale niedodatnia, gdy a < 0.

W tym wykladzie nie zajmujemy sie problemem wyznaczania wzoréw na pierwiastki wielomianéw stop-
ni 3 i 4, pochodzacymi od Cardano i Ferrary. Zainteresowanych odsylam do wykladu prof. Hajaca w
bibliografii. Z cala pewnoscig nie mamy miejsca na oméwienie problemu rozwigzywalnosci réwnan wie-
lomianowych przez tzw. pierwiastniki, rozwiazanego przez Abela, Ruffiniego i Galois. Rozwigzmy kilka
zadan ilustrujaca zar6wno uzycie wyréznika (delty) jak i wzoréw Viete’a.

Zadanie 98. Dla jakich wartosci parametru k pierwiastki réwnania x> + 2(3k — 1)z + 3k + 11 = 0 sq

liczbami przeciwnych znakow?

ROZWIAZANIE. Sprawdzamy najpierw, kiedy rozwazane réwnanie ma dwa pierwiastki rzeczywiste. Obli-
czamy wyrdznik A:

2 5
A=(20Bk—1)2—4-1-(3k+11) = 36k* — 36k — 40 = 36 <x—|—3> (x—S).
Mamy otrzymaé pierwiastki przeciwnych znakéw, a wiec rézne. A zatem A > 0,czyli k € (—o0,—2/3) U
(5/3,00). Aby sprawdzié¢ czy iloczyn pierwiastkéw zixo jest ujemny skorzystamy ze wzoréw Viete’a.
Mamy zizo = 3k + 11. A zatem:

11
2172 <0 <= 3k +11<0 = k:<—§.
Zatem pierwiastki rzeczywiste danego réwnania sa przeciwnych znakéw dla k € (—oo, —%) . ]

Zadanie 99. Dla jakich wartosci a,b, c liczba 1 jest trzykrotnym pierwiastkiem wielomianu
f(z) = 2* + ax® + ba? + cx — 17

ROZWIAZANIE. Zalézmy, ze mamy f(x) = (x — 1)g(z). Zatem ¢ jest wielomianem stopnia pierwszego. A
zatem f(x) ma cztery pierwiastki xq, 2o, 23, 24, przy czym mozna przyjaé x1 = 2o = 3 = 1. Z wzordw
Viete’a dostajemy zixox3x4 = —1, skad x4 = —1. A zatem skoro wspolczynnik wiodacy f to 1, mamy:

flx)=(x—13x+1) =2 — 223 + 220 — 1.
]

Zadanie 100. Dany jest wielomian w(x) = ax® + bz + ¢ o wspélczynnikach wymiernych, gdzie a # 0.
Udowodnij, ze jesli jeden z pierwiastkow tego wielomianu jest iloczynem dwdch pozostalych, to jest on
liczbg wymierng.

ROZWIAZANIE. Zalézmy, ze pierwiastkami tego wielomianu sa liczby 1, z9, 3, przy czym xs = xixs.
Wtedy na mocy wzoréw Viete’a mamy réwnodci:

-0 2 2 _ b 2 2_ €
T1+2x2+ 2122 =0, T122+ 2722+ 2125 = pe TriTH = o
7 pierwszych dwéch réwnosci ot ' — a2t =1 1 iu z trzecia réwnoscia daj
P y woch réwnosci otrzymujemy x1ze — 2123 = -, €O W polaczeniu z trzecia rownoscia daje
nam
b ¢ b-c
L1y = — — — = .
a a a

b—c
a

Skoro liczby a, b, ¢ sa wymierne, to réwniez liczba jest wymierna. |



Zadanie 101. Wielomian w(z) = 2™ + a,_12" 1+ ...+ a12 + 1 o nieujemnych wspdlczynnikach ma n
pierwiastkow rzeczywistych. Udowodnij, ze w(2) > 3™.

ROZWIAZANIE. Zauwazmy najpierw, ze wszystkie pierwiastki wielomianu w sa ujemne. Rzeczywiscie
w(0) =1, za$ dla z > 0 warto$é¢ w(x) jest suma n liczb dodatnich, wigc jest dodatnie. Mamy zatem:

w(z) = (x+x1)(x+z2) ... (x +2,), gdzie z; > 0.

W szczegdlnosci
w(2) = 2+ 21) (24 22) ... (24 2p).

Z nieréwnos$ci miedzy $rednimi, zastosowanej dla liczb 1,1, z; mamy 2 + x; > 3¥/z. Zatem
w(2) > 3" Yr1x9 .. Xy

Z wzoru Viete’a mamy jednak |x125...2,| = 1, co koniczy dowdd. |

12.6 Wielomiany o wspélczynnikach catkowitych

Na koniec przyjrzymy sie jeszcze kilku teorioliczbowym aspektom wielomianéw. Sa one zwiazane z twier-
dzeniami o wymiernym i catkowitym pierwiastku wielomianu, a takze z pewnymi zastosowaniami twier-
dzenia Bezout, ktore teraz wyslowimy.

Twierdzenie 12.5: O wymiernych pierwiastkach wielomianu o wspdélczynnikach catkowitych

Zalézmy, ze liczby ag, a1, ..., a, sa catkowite, a, # 0, n # 1 oraz ag + a1 + asx® + ... + a,z™ =0
dla pewnej liczby x. Jedli x = % i liczby calkowite p, ¢ sa wzglednie pierwsze, to p|ag oraz q|a,.

Dowdd. Pomndézmy rownosé

2 n
a0+a1§+a2 <§) +...+ay <p) =0

przez ¢" otrzymujac:
aoq" + apg" "t +azp’q" T+ ap 1" g+ anp” = 0.
Zauwazmy, ze:
qlanp™ = —qlaog" " +a1pg"* + agpg" "’ + ..+ ap-1p" ),

a poniewaz liczby p, ¢ sa wzglednie pierwsze, to p™, q tez sa wzglednie pierwsze, a z tego wynika, ze ¢ jest
dzielnikiem a,. W ten sam sposéb widzimy, ze p|agp™, co oznacza, ze p jest dzielnikiem ay. O

Whiosek 12.7

Jesli wielomian ma wspélczynniki catkowite, a jego wyraz wiodacy réwny jest 1, wowczas kazdy
wymierny pierwiastek tego wielomianu jest liczba catkowita bedaca dzielnikiem wyrazu wolnego.

Do waznych zastosowan tego twierdzenia, obok trywialnych poszukiwan pierwiastkéw, naleza dowody
niewymiernosci pewnych liczb algebraicznych. Oto typowy przyklad takiego dowodu.

Zadanie 102. Wykaz, ze liczba \/2 + /3 jest niewymierna.
ROzZWIAZANIE. Oznaczmy xg = V2 + V3. Wowcezas x% =242/64+43=5+ 2\/6, czyli .Z‘(Q) —5=2V6.
Stad
(23 —5)% = (2V6)? = 23 — 1022 + 25 = 24 = 2§ — 1023 + 1 = 0.
Liczba ¢ jest wiec pierwiastkiem wielomianu z* — 1022 + 1. Gdyby byla liczba wymierna, musiataby byé

liczba catkowita i dzielnikiem 1. Tymczasem zadna z liczb —1 i 1 nie jest pierwiastkiem tego wielomianu.
Liczba xg, jako pierwiastek tego wielomianu, nie moze by¢ liczba wymierna. |



Whiosek 12.8

Jedli wielomian w(x) ma wspo6lezynniki catkowite, to dla réznych liczb catkowitych a,b zachodzi
podzielno$é a — b|w(a) — w(b).

Zadanie 103. Wielomian w(x) ma wspélczynniki catkowite. Udowodnij, zZe jesli liczba w(b) dzieli sie
przez 2, za$ liczba w(2) dzieli sie przez 5, to liczba w(7) dzieli sie przez 10.

ROZWIAZANIE. Rzeczywiscie, mamy 7 — 5 | w(7) — w(5), czyli 2 jest dzielnikiem w(7) — w(5). Skoro 2 jest
tez dzielnikiem w(5), to 2| w(7). Analogicznie z podzielnosci 7—2 | w(7) —w(2) dostajemy 5 | w(7) —w(2),
co wobec podzielnosci 5 | w(2) daje nam 5 | w(7). [ |

Zadanie 104. Wyznaczyé wszystkie wielomiany w o wspolczynnikach catkowitych, ktore dla kazdego
naturalnego n spelniajg podzielnosé w(n)|2™ — 1.

ROZWIAZANIE. Jesli wielomian w jest staly, wéwczas musi zachodzi¢ réwnosé w(z) = 1 lub w(z) = —1.
W przeciwnym razie dla pewnego n mamy |w(n)| > 1 (wielomian stopnia > 0 moze przyjmowaé danag
warto$¢ tylko skonczenie wiele razy). A zatem w(n) ma dzielnik pierwszy p. Mamy wtedy tez p | w(n +p).
Dlaczego? Korzystamy z naszego faktu: n +p — plw(n + p) — w(n). A zatem z zalozen zadania mamy
p|2" — 1 oraz p|2"TP — 1, wigc p|2"TP — 27 czyli p|2P — 1. To jednak przeczy malemu twierdzeniu
Fermata. ]

W tekscie nie wspominamy o wielu zagadnieniach konkursowych dotyczacych wielomianéw, zwlaszcza do-
tyczacych wielomianéw wielu zmiennych, na przyktad o wielomianach jednorodnych czy symetrycznych,
o technikach rozwigzywania ukladéw réwnan, twierdzeniu o przedstawieniu wielomianu symetryczne-
go jako wielomianu od elementarnych wielomianéw symetrycznych. O wynikach tych przeczyta¢ mozna
w proponowanych nizej zrodlach.
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Zadania — wielomiany

Zadanie 1. Dla jakich wartosci parametru m réwnanie 2 —2max+m? —1 = 0 ma pierwiastki rzeczywiste
nalezgce do przedzialu [—2,4] ¢

Zadanie 2. Dla jakich wartosci catkowitych a pierwiastki réwnania (a — 1)z — (a®? + 1)z +a? +a =0
sq liczbami catkowitymi?

Zadanie 3. Jesli a,b, c sqg niezerowymsi liczbami rzeczywistymi, to co najmniej jeden z trojmiandw
ar® +2bx +c¢, br’+2cx+a, cx®+2ax+b
ma pierwiastek rzeczywisty.
Zadanie 4. Liczby a,b,c sqg parami rozne. Ile rozwigzan ma rownanie
1 . 1 1

=07
r—a x—b x—c¢

Zadanie 5. Znajdz wszystkie wielomiany w o wspolczynnikach rzeczywistych, ktore dla kazdego x € R
spetniajg warunek (x — Dw(x +1) = (x + 3)w(x — 1).

Zadanie 6. Wykaz, ze jesli wielomian o wspotczynnikach catkowitych przyymuge dla trzech parami réznych
argumentow warto$é £1, to nie ma on pierwiastkow catkowitych.

Zadanie 7. Przypusémy, Ze pierwiastki réwnania x> + 3x2 + 4x — 11 = 0 réwne sqg a,b,c oraz, Ze
pierwiastki 3 + ra? + sz 4+t = 0 réwne sg a + b, b+ c oraz c +a. Wyznacz t.

Zadanie 8. (x) ZnajdZ wszystkie wielomiany w o wspdlczynnikach rzeczywistych, ktore dla kazdego x € R
spetniajq warunek P(z?) = (P(x))?.

Zadanie 9. (x) Wykaz, ze jesli wielomian o wspélczynnikach calkowitych przyjmuje wartoéé 1 dla czterech
roznych argumentow calkowitych, to dla kazdego argumentu calkowitego nie przyjmuje wartosci —1.

Zadanie 10. (x) Wykaz, Ze jesli réwnanie kwadratowe ax?® + bz + ¢ = 0 o wspélczynnikach catkowitych
ma pierwiastek wymierny, to co najmniej jedna z liczb a,b, c jest parzysta.

Zadanie 11. (%) Niech f(x) = x? + 122 + 30. Dla kazdej liczby naturalnej n wielomian f™(x) ma
dokladnie dwa pierwiastki rzeczywiste.

Zadanie 12. (x) Wykaz, Ze jesli wielomian az®+bx?+cx+d, gdzie a # 0, ma trzy pierwiastki rzeczywiste,
to b2 > ac oraz ¢ > bd.

Zadanie 13. (x) Wielomian w o wspélczynnikach catkowitych ma te wlasnodé, ze w(n) jest liczbg pierw-
szq, dla wszystkich liczb naturalnych n. Wykaz, zZe w jest wielomianem stalym.

Zadanie 14. (x) Dana jest dodatnia liczba calkowita n > 1. Dla jakich liczb rzeczywistych x wyrazenie
22— gl g2 23 e T przyjmuje wartosé 0%

Zadanie 15. (%x) Niech w(z) bedzie wielomianem o wspélezynnikach calkowitych. Niech w™ (zq) = o,
dla pewnego xo € Z, przy czym w™ (z) jest n-krotnym zlozeniem funkcji w(x). Wykaz, e w(w(zo)) = xq.

Zadanie 16. (xx) Wyznacz w? + 22 + y? + 22, jesli

1.2 y2 22 w2
—1
PERE S PR R PR R P
1‘2 y2 222 w2
—1
Pt E T tE_p
{,C2 y2 22 ,w2
—1
-1 -3 -5 -7
1,2 y2 22 w2
—1
F-o1 g3 g5 g7



Rozdziat 13

Funkcje wymierne, potegowe,
wykladnicze 1 logarytmiczne

13.1 Funkcje wymierne

Wykonujac dzialania na wielomianach (czy ogdlniej — dowolnych funkcjach f,g o tej samej dziedzinie

méwié mozemy o ich ilorazie, czyli o funkeji okre$lonej wzorem h(z) = g Ei; , dla tych z, dla ktérych

g(z) # 0. Funkcje tego rodzaju pojawiaja si¢ w sposéb naturalny zaréwno w teorii jak i w zastosowaniach.
Definicja 13.1: Funkcja wymierna

Funkcje postaci

Fla) = 1@,

gdzie f(x),g(z) sa funkcjami wielomianowymi jednej zmiennej rzeczywistej, nazywamy FUNKCJA
WYMIERNA jednej zmiennej rzeczywistej. Zaktadamy przy tym, ze g nie jest wielomianem zerowym.
Funkcja F' ma dziedzing w zbiorze D = R\ {x € R : g(z) = 0}.

Nalezy rozumieé, ze nie zakladamy wymiernosci wspétczynnikéw wielomianéw. Choéby wielomian /2x
jest funkcja wymierna. Stad mozna sie zastanawiaé: w jaki sposob dowodzié, ze jaka$ funkcja nie jest
wymierna, cho¢by funkcja 1/z? Zacznijmy od przykladu fatszywego dowodu.

FALSZYWY DOWOD NIEWYMIERNOSCI funkcji +/x. Niech f(z) oraz g(x) beda wielomianami takimi, ze

@ P
VIS T R

A zatem deg(f?(z) — g*(z)) = degz = 1. A zatem 2deg(f(z) — g(x)) = 1. Stad

1

deg(f(x) — g(w)) = 5 ¢ 7.

Nie istnieje wielomian stopnia wymiernego, wiec szukane f(x) i g(z) nie istnieja. Gdzie jest blad?

Niestety argument jest nieprawidtowy, poniewaz deg(f?(x) — g%(z)) # 2 deg(f(x) — g(z)). Dla przyktadu,
dla f(z) = 2 + 1 oraz g(v) = z, woéwczas mamy deg(f?(z) — ¢*(z)) = 1 # 0 = 2deg(f(z) — g(z)).
Sam pomyst nie jest jednak zty. Sprébujmy go naprawié¢ wychodzac od réwnosci x - g?(x) = f2(x).

Zalézmy, ze obydwa wielomiany nie sa jednoczesnie podzielne przez x. Inaczej bowiem mozemy podzieli¢
f, g przez odpowiednia potege x 1 uzyskaé nowa reprezentacje ilorazu /x. Mamy f(0) = 0, czyli f(z)
jest podzielny przez x. A zatem f?(z) jest podzielny przez a2, réwniez g2(x) jest podzielny przez x, co
oznacza, ze jednak f i g maja w zerze obydwa wartos¢ 0, co nie jest mozliwe. Poréwnywalisémy wiec
krotnogci pierwiastka x = 0 dla wielomianéw z x - g?(z) oraz f2(z).



Czasami stwierdzanie niewymiernosci jest bardzo proste — funkcja sinus oczywiscie nie jest wymierna,
bowiem jest niezerowa, ale ma nieskonczenie wiele miejsc zerowych. Czasem wygodne jest wykorzystanie
narzedzi analitycznych. Chociazby w przypadku funkeji logarytmicznej (a takze wspomnianego wyzej
pierwiastka), o ktérej powiemy dalej, skorzysta¢ mozna chociazby z pochodnej, ktéra w przypadku loga-
rytmu jest funkcja wymierna. Zwréémy uwage na jeszcze jeden istotny detal. Formalnie funkcje

x?—1

_ 1
r—1" T

sa rozne z uwagi na roézng dziedzine, ale w wielu rozwazaniach sa jednak traktowane podobnie.

Definicja 13.2: Funkcje réwnowazne

Dwie funkcje wymierne F(x) i G(x) nazywamy ROWNOWAZNYMI, jezeli sa réwne we wszystkich
punktach, w ktorych sa jednoczesnie okreslone.

Definicja ta jest przydatna choéby po to, by w sposob bardziej rozsadny definiowa¢ sume funkcji wymier-
nych.

Definicja 13.3: Suma i iloczyn funkcji wymiernych

SumMa dwoéch funkeji wymiernych F(z), G(z) nazywamy taka funkcje H(x), ze dla kazdej liczby =z,
dla ktérej okreslone sa funkcje F(z) i G(x) zachodzi réwnosé:

Toczynem funkeji F(z) oraz G(x) nazywamy funkcje H(z), ze na czeSci wspdlnej dziedziny F oraz
G mamy

Definiujemy tez iloraz funkcji wymiernych, pozostawiam Czytelnikowi dopracowanie szczegdtow.

Definicja 13.4: Réwnanie wymierne

Jezeli f(x) 1 g(x) sa wielomianami oraz g nie jest zerowy, to réwnanie postaci:

~

(z
)

nazywamy rownaniem wymiernym z jedna niewiadoma x.

~—

:O’

<
—~

7Z okre$lenia funkcji wymiernej wynika, ze zbiorem rozwigzan réwnania wymiernego jak wyzej jest zbior
tych pierwiastkow wielomianu f, ktére sa pierwiastkami wielomianu g.

Warto przytoczy¢ przyktady zadan ,z trescia” prowadzacych do réwnan wymiernych, nalezace do klasyki
(budzacej jednak sporo probleméw). Pochodza one z podrecznika H. Pawlowskiego.

Zadanie 105. f.0dZ motorowa przebyla w ciggu 8 h 20 min droge 80 km z prgdem rzeki i takg samq droge
pod pred. Predkosé wlasna todzi wynosi 20 km/h, Jaka jest predkos$é produ rzeki?

ROzZwWIAZANIE. Oznaczmy przez x nieznang predkosé pradu rzeki. Czas przeplywu z pradem wynosi zatem

2(?21: h, za$ pod prad — 2(?991: h, Caly rejs trwat 8% godziny, wiec otrzymujemy réwnanie:

80 80 25

20+x+20—:z:_ 3’

ktérego rozwiazaniem jest = 4 (odrzucamy pierwiastek ujemny). Predko$é pradu rzeki wynosi 4 km /h.
[ |



Zadanie 106. Trzech robotnikow wykonywato pewng prace: pierwszy o 7 dni dluzej, drugi o 15 dni dluzey,
a trzeci 3 razy dluzej, niz gdyby pracowali razem. W jakim czasie wykonaliby te prace razem?

RozwiAZANIE. Niech z bedzie liczba dni, ktérej potrzebowaliby robotnicy pracujac razem. Stad kazdy z
nich pracujac samodzielnie uporalby sie z praca w ciagu odpowiednio x + 5, x 4+ 15 oraz 3z dni. Zatem w
ciggu 1 dnia wykonaliby, pracujac razem, % tej pracy, kazdy z nich z osobna odpowiednio %”, ﬁ, 3%

pracy. Stad wynika rownanie:

l_1 ot
x x+7 x+15 32’
ktorego jedynym dodatnim rozwigzaniem jest liczba x = 3. |

13.2 Funkcja homograficzna

Definicja 13.5: Funkcja homograficzna

Niech a,b,c,d € R, przy czym ad — bc # 0 oraz ¢ # 0. Jezeli funkcje f okre$lona na zbiorze

(=00, —4) U (4, 00) mozna zapisa¢ wzorem f(z) = %.

c c?

Szczegoblnie wazny jest przyklad funkcji &, gdzie a # 0. Jest ona okredlone w zbiorze R \ {0}, a zbiorem
jej wartosci jest takze zbidr R\ {0}. Gdy a > 0, wéwczas wartosci ten funkcji sa tego samego znaku, co
argumenty, w ktérych je przyjmuje. Gdy a < 0, wowczas znaki argumentéw i przyporzadkowanych im
wartosci sa przeciwne. W Istocie, z definicji bardzo latwo pokaza¢, ze funkcja £ jest malejace w przedzia-
tach (—o00,0) 1 (0,00), gdy a > 0, za$ rosnaca (na tych samych przedzialach), gdy a < 0.

Wazna jest réwniez interpretacja praktyczna funkcji £. Biorac pod uwage, ze iloczyn dowolnego argu-
mentu i odpowiadajacej mu wartosci jest wielkoscia stata. Méwiac jeszcze inaczej — wartosci tej funkcji
sg proporcjonalne do odwrotnosci argumentéw, ktérym sa przyporzadkowane. Dlatego funkcje ta nazywa

sie czesto proporcjonalnoscia odwrotna. Przyklady zastosowan:
e dlugosé prostokata o danym polu jest odwrotnie proporcjonalna do jego szerokodci,

e liczba kilometréw przebyta przebytej przez samochdd trasy jest w przyblizeniu odwrotnie propor-
cjonalna do liczby litrow paliwa, jakie pozostalo w baku;

e w ruchu jednostajnie prostoliniowym predkos¢ ciala poruszajacego sie po danej drodze jest odwrot-
nie proporcjonalna do czasu potrzebnego na jej przebycie,

e liczba réwnych odcinkéw, na ktére dzielimy odcinek o danej dlugosci, jest odwrotnie proporcjonalna
do ich dlugosci.

Warto powiedzie¢ kilka stéw o zwiazku iteracji funkcji homograficznych z macierzami i rekurencjami.

Obserwacja 13.1

Niech f(z) = ggi_db i niech f()(z) = f(f»~V(z)) bedzie n-tg iteracja funkcji f. Wowczas

(n) _apT +by . an by| |a b "
U (x) = crtd’ gdzie e dl = le da -
Przyktady:
e Niech f(z) = 1E2. Woéwcezas f(f(z)) = =5 oraz f(f(f(z))) = z—;}, czyli f®(z) = z. Z drugiej
strony

1o > [0 2 s [-2 2 s[4 0
S e B | B

e Dla funkcji f(z) = 25;11 mamy f©)(z) = f3%(z). Istotnie, mamy:

-9 0
0 -9

2

AP

11] — A5:[ } — [P (2) = [P ().



13.3 Funkcja potegowa i wyktadnicza

Czas na poswiecenie miejsca funkcjom potegowym, wykladniczym i logarytmicznym. W tym sensie nalezy
przypomnie¢ kilka informacji o potegowaniu i przedyskutowaé¢ niektére definicje.

Definicja 13.6: Potega calkowita liczby rzeczywistej

Niech a # 0 bedzie liczba rzeczywista, zas n — liczba catkowita. Okreslamy potege liczby a wzorami:

1, dlan=0
a*=<a" '.q, dlan>1
afn, dla n < 0.

Definicje powyzsza mozna rozszerzy¢ tak, by okresli¢ potegi o wyktadniku wymiernym, a potem takze po-
tegi o wyktadniku rzeczywistym. Kluczowe jest zachowanie nastepujacych wlasnoéci dzialan na potegach

catkowitych m,n liczby a:
am+y — am . an’ (am)n — amn'

W ten sposéb pojawiaja sie ograniczenia, bowiem wlasnosci te po ewentualnym rozszerzeniu do wyktad-
nikéw wymiernych prowadza do warunku:

a=al=all?. al/% = (a1/2)2 > .

Od podstawy potegi musimy zatem wymagac¢ nieujemnosci. Nie moze by¢ ona tez rowna 0. bo mielibySmy
wtedy 0° = 1, co prowadzi do 1 = 0' - 0! = 0- 07!, co jest niemozliwe. Dlatego tez zaktada sie, ze dla
kazdej dodatniej liczby rzeczywistej 2 mamy 0% = 0. Nie definiuje si¢ natomiast 0°, ani 0%, dla = < 0,
bowiem pojawiaja sie¢ wéwczas kolejne trudnosci.

Gdy zalozymy, ze a > 0 oraz, ze w € Q, to biorac liczby catkowite g > 0 oraz p takie, ze w = 23. Interesuje
nas przyjecie definicji a¥ = ¥/aP. Warto$é¢ potegi wymiernej jest wowczas dobrze okreslona, bowiem jesli
dla liczb calkowitych ¢’ > 0 oraz p’ takich, ze w = % = % mamy: vaP = Var'.

Twierdzenie 13.1

Niech a > 0 bedzie liczba rzeczywista. Wéwezas funkcja f, : Q — R okreslona wzorem f,(w) = a®

ma nastepujace wlasnosci:
e dla dowolnych w,v € Q mamy f,(w +v) = fo(w) - fo(v).
b fa(]-) =a,

e jezeli @ > 1, to funkcja f, jest Scisle rosnaca; jesli a = 1, to f, jest stala, zas f, jest $cisle
malejaca dla 0 < a < 1.

e dla kazdej liczby wymiernej w mamy f,(w) > 0.

W szkole pomijamy ten aspekt, ale definicja funkcji wyktadniczej o dziedzinie rzeczywistej wymaga na-
stepujacego wyniku, ktérego dowdd mozna znalezé w tekécie dr. Krycha.

Twierdzenie 13.2
Dla kazdej liczby a > 0 istnieje dokladnie jedna funkcja ciagta fa : R — R, zwana FUNKCJA

WYKLADNICZA O PODSTAWIE a ktéra jest przedtuzeniem funkcji f,, to znaczy: dla kazdej liczby
wymiernej w mamy fo(w) = fo(w), przy czym f,(1) = a, takze dla kazdych z,y € R zachodzi

falz +y) = falz) - faly).



Mozna pokazaé, ze zamiast cigglosci funkcji a® zakladaé¢ mozna monotonicznosé. Te kwestie nie mieszcza
sie juz w matematyce szkolnej. Zobaczmy wiec kilka przykltadéw zadan dotyczacych potegowania.

Zadanie 107. Liczby 2™ oraz 5™ zaczynajq sie tg samgq cyfrg. Jaka to cyfra?

ROZWIAZANIE. Jaka by nie byla szukana pierwsza cyfra ¢, z pewnoscia znamy pierwsza cyfre iloczynu
2" . 5" = 10". Jest to 1. Zalézmy, ze 2™ ma k + 1 cyfr, a 5™ ma [ 4+ 1 cyfr. Wéwczas mozna zapisac:

2" = (c41r1)-10%, 5" = (c+ry) - 10,

gdzie ¢ jest szukana cyfra, a r1, r9: liczbami wymiernymi z przedziatu [0, 1). Krétko méwiac 1, ro powstaja
przez podzielenie 2" oraz 5" odpowiednio przez 10¥ oraz 10'. Na przyklad:

1024 = (1 +0,024) - 10%.

Teraz wykonujemy iloczyn:
2" 5" = (c+ 1) - 108 - (c+1r9) - 10

A zatem 0 < (¢ + r1)(c + r2) jest dodatnia potega liczby 10. Biorac jednak pod uwage, ze ¢ < 9 oraz
r1,72 < 1 mamy
0<(c+mr)(c+ra) <100 = (c+7r1)(c+1r2)=10.

To szacowanie daje nam od razu wynik ¢ = 3. Istotnie, mamy:
(24+7r1)(241r2) <9, (4+7m1)(4d+r2) > 16.
Nietrudno widzieé, ze biorac n = 5 mamy
2° =32, 5°=3125.

Prosze sprébowaé pokazaé, ze jesli pierwsze dwie cyfry od lewej w przedstawieniu liczb 2™ oraz 5" sa
identyczne, to sa to kolejno (od lewej) cyfry 3, 1. Opieramy si¢ tu na szacowaniu /10 ~ 3.16227766. MW

Zadanie 108 (XI OM). Niech n > 2, gdzie n € N. Rozwigzaé réwnanie

V(x+1)2+ Q/(m—l)2:4”\/x2—1.

ROZWIAZANIE. Podstawiamy
vVe+1l=u, oraz Vr—1=w.

Mamy wéwcezas x + 1 = u™ oraz x — 1 = v", czyli otrzymujemy dwa warunki:

ut - =2
u? + 02 =duw.
Nietrudno pokazaé (nie robimy tu tego), ze nastepujace warunki sa réwnowazne:
e liczba x > 1 jest rozwigzaniem wyjéciowego réwnania,

e liczby dodatnie u, v spetniaja powyzszy uktad réwnan.

Wyznaczmy rozwiazania uzyskanego ukltadu. Wyznaczamy stosunek u/v:

ORIORED

Wiemy, ze u > 0 oraz v > 0, wigc z drugiego réwnania mamy u > v i dostajemy # = 2 + V2, co daje

. 2 (2+V3)"+1

— X .
(2+V3)"—1 (2+V3)"—1
Aby znalezé pozostale pierwiastki wyjsciowego réwnania nalezy zauwazyé, ze uwagi na prawa strone
musi byé 22 > 1 oraz, ze jedli = jest pierwiastkiem réwnania, to réwniez ma ono pierwiastek —z. Zatem
réwnanie ma jeszcze dodatkowe rozwiazanie.
2+ (2
2+V3)n -1 (2

—V3)"+1
_\/g)n_l'




13.4 Funkcja logarytmiczna
Do zdefiniowania logarytmu kluczowy jest nastepujacy wniosek.

Whiosek 13.1

Jedli a jest liczba dodatnia i rézna od 1, wowczas dla kazdej liczby dodatniej x istnieje dokladnie
jedna liczba rzeczywista y, ze = a¥. Piszemy wtedy y = log, = i liczbe y nazywamy LOGARYTMEM
PRZY PODSTAWIE a z liczby x.

Definicja 13.7: Funkcja logarytmiczna o podstawie a
Funkcje, ktéra liczbie z > 0 przypisuje jej logarytm przy podstawie a nazywamy LOGARYTMICZNA.

Przyktady:
3

1 1
logip V10 = =, log;) —— .
£10 2 210 1000 9

Logarytmy stuzyly jeszcze pokoleniu naszych dziadkéw do mnozenia duzych liczb, poczawszy od astrono-
moéw, ktérzy mnozyli naprawde duze liczby. Zanim w 1970 roku pojawily sie pierwsze kalkulatory, nawet
mnozenie (malych) liczb rodzaju 6931 - 5743 = 39804733. moglo prowadzié¢ do wielu bledéw. Zachecam
kazdego, by sprébowat. Z drugiej strony zauwazmy, ze: 10,3408 . 1017591 = 13,5999 = 3980.

1
log, 8 = 3, log% 9=-2, logs2= 7

Widzimy wigc, ze nawet znajomosé bardzo przyblizonych wartoéci logarytméw pozwala na uzyskiwanie
przyblizonych wartoéci iloczynu. A moze je wyznaczaé ze znacznie wieksza dokladnoscia. W starszych
podrecznikach znalezé mozna jeszcze metody zwiazane z cechg i mantysa. Czytelnika zainteresowanego
innymi tego typu historiami, na przyklad sposobem dzialania suwaka logarytmicznego (ciekawe zdjecia),
odsytam do sympatycznego tekstu autorstwa dr Tomasza Plucinskiego z Uniwersytetu Gdanskiego.

Niezaleznie od tego typu motywacji (istotnych kiedy$), kluczowa motywacja z punktu widzenia tzw.
zastosowan matematyki w zyciu codziennym jest rozumienie czym jest skala logarytmiczna. Wielko$¢ pH
uzywana w chemii, skala Richtera, decybel, skala muzyczna, Rozumienie na czym polega kolejny poziom
skali jest chyba istotne nawet dla przezycia. Dobrze by bylo, by ludzie chodzacy po Tatrach rozumieli,
ze zagrozenie lawinowe stopnia drugiego rozumie¢ nalezy raczej nie jako 2 razy wigksze niz zagrozenie
stopnia pierwszego — ale raczej jako dziesigé razy wigksze.

Obserwacja 13.2: Podstawowe wlasnosci logarytmow

Jedli 1 # a > 0, to dla kazdego y > 0 mamy y = a'°%« ¥. Ponadto:
(a) dla dowolnych z,y > 0 zachodzi log,(xy) = log, = + log, v,
(b) dla dowolnych z,y > 0 zachodzi log,, + =log, x —log, y,
(c) log, 1 =0 oraz log,a =1,
(d)
)

d) dla dowolnych z,y € R oraz x > 0 zachodzi log,(z¥) =y - log, x,

log, =
log;, a’

(e) jesli b,z > 0 oraz 1 # b, to log, x = czyli
logy a - log, © = log, z,

(f) jeslia,b>0,a,b# 1, z,y € R oraz y # 0, to

log,, b* = L. log,, b.
Y



Wilasnosé (e) nazywamy czesto twierdzeniem o zamianie podstawy logarytmu. Kolejna istotna wlasnoscia
jest réznowartosciowosé funkeji logarytmicznej, a dokladniej — monotonicznosé. Dla a € (0, 1) funkcja lo-
garytmiczna jest malejaca, natomiast dla a > 1 jest rosnaca.

Pamietajmy jeszcze, ze log,qx, czyli tak zwany LOGARYTM DZIESIETNY, czyli logarytm o podstawie
a = 10, oznaczamy po prostu jako log x. Nie zajmujemy sie logarytmem naturalnym o podstawie e.

Zadanie 109. Oblicz log5 - log 20 + (log 2)2.

RozwiazaNiE. Korzystamy wielokrotnie z wlasnosci (a):

log 5 - 1og 20 + (log 2)* = log 4 - log 5 - 5 + (log 2)*

@ log5 - (log5 4 log 4) + (log 2)?

= (log5)* + (log 5)(log 4) + (log 2)?
= (log5)? + (log 5)(log 2?) + (log 2)*

@ (log 5)% + 2(log 5)(log 2) + (log 2)?

= (log 5 + log 2)? @ (log10)* =1

—

[ |
Zadanie 110. Oblicz log, /327 - logg 16.
ROZWIAZANIE. Tym razem korzystamy z wlasnodci (e) oraz (f):
log. /5 27 - 10gg 16 = logy1/2 3% - logg2 2' =23 -log, 3 - % -4 -logy 2 = 12log, 3 - logy 2 = 12.
[ |

Zadanie 111. Oblicz iloczyn
log, 3 -logz 4 -log, 5 - ... loggg 100 - logyg 2.
ROzZWIAZANIE. Stosujemy do kazdego z logarytméw wzoér (e) tak, by zamienié¢ na podstawe 10, dostajac:

log3 log4 logh log100 log2
log2 log3 log4 =~ log99 log100

Zadanie 112. Oblicz (log5)? + (log 20)? + (log 8)(log 0, 25).

RozwiazANIE. Kluczowe jest dobre uzycie tozsamosci log2 + logh = 1. Przyjmujac = = log2. Mamy
wéwczas:

(1+2)*+ (1 -2+ Bx)(-22) =1+32+ 322 + 2% + 1 — 32+ 322 — 2° — 62 = 2.
]

Przy okazji omawiania logarytmdéw sensowne jest powiedzenie kilku stéw o rownaniach, dziedzinie i po-
dobnych zagadnieniach. Czesto rozwiazywanie réwnan logarytmicznych zaczynamy od wyznaczania dzie-
dziny. Na przyklad dla réwnania logz — log(z — 3) = log4 mamy x > 0 oraz 3 —z > 0, czyli = € (0, 3).
Stad

log <

x
x_g—log4:>x7_3—4:>x—4(m—3):>x—4.

7 drugiej strony liczenie dziedziny réwnania

1

log, (21logs (1 + logy (1 + logy(z)))) = B

wydaje sie niepotrzebnie pracochtonne. Bardziej odpowiednie wydaje sie¢ odwotanie do metody analizy
starozytnych, ktora polega na sprawdzeniu jakie warunki arytmetyczne spelnia potencjalne rozwiazanie
powyzszego (czyli nie przeksztalcamy réwnowaznie) i sprawdzenie na koficu, czy spelnia ono wyjsciowe
rownanie. W powyzszym przypadku takim jedynym rozwiazaniem jest z = 8.



Mozliwa dalsza lektura — funkcje wykladnicze i logarytmiczne

e M. Krych, Potegi i logarytmy, Skrypt dla XIV LO,
https://www.mimuw.edu.pl/“krych/staszic/skrypt18-logarytmy_D.pdf

e M. Krych, Funkcja wykladnicza, logarytmy, kosinus i sinus, materialy dla studentéw Chemii,
https://www.mimuw.edu.pl/ krych/chemia/2016-2017/ch13-14_logsin.pdf

e H. Pawlowski, Matematyka 1-3. Zakres rozszerzony. Wydawnictwo Operon 2004.

e T. Plucinski, Logarytmy, suwak logarytmiczny i inne maszyny do liczenia,
http://www.tomek.strony.ug.edu.pl/logarytmy.htm


https://www.mimuw.edu.pl/~krych/staszic/skrypt18-logarytmy_D.pdf
https://www.mimuw.edu.pl/~krych/chemia/2016-2017/ch13-14_logsin.pdf
http://www.tomek.strony.ug.edu.pl/logarytmy.htm

Zadania — funkcje wyktadnicze i logarytmiczne

Zadanie 1. Oblicz a, jesli wiadomo, zZe 10g12 -+ log13a + 10g14a =1
Zadanie 2. Udowodnij, ze jedyng liczbg naturalng n spelniajgcq warunek 3™ + 4™ = 5" jest n = 2.
Zadanie 3. Czy istniejg dodatnie liczby calkowite a, b, ¢ spelniajgce rownosé
20" 4 2V = 97
Zadanie 4. Rozwigz w liczbach rzeczywistych réwnanie
9% — 6% = 47.
Zadanie 5. Wykaz, Ze jesli a,m,n,p,q sq liczbami dodatnimi, przy czym a # 1, oraz zachodzqg réwnosci
am +an _ ap +aq’ a3m +a3n _ aSp +a3q,
tom-n=p-q.
Zadanie 6. Wykaz, zZe dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich a,b zachodzi:

a+b
<a+b) S ab e
2

Zadanie 7. Wykaz, Ze jezeli a,b,p,q sq takime liczbami rzeczywistymi, Ze a > b >0 1ip > q, to
a? —bP _ a?—b?

> .
ap+bp G,Q+bq

Zadanie 8. Ile jest ciggow geometrycznych ay,as, ... o pierwszym wyrazie a; = a oraz ilorazie q, gdzie
a,q sg dodatnimi liczbami catkowitymi oraz logg a1 + logg as + ... + logg a12 = 2006.

Zadanie 9. (x) Liczby dodatnie a i b spelniajg warunek ab > 2004a + 2005b. Udowodnij, Ze

Va+b > /2004 + v/2005.

Zadanie 10. (x) Liczby dodatnie spelniajq dla pewnej liczby naturalnej n > 2 réwnosci:
a"=a+1, " =3a+b.

Udowodnij, ze a > b.

Zadanie 11. (%) Wyznacz wszystkie liczby calkowite a,b, dla ktérych
log, (logya (IOng(Qlooo))) =0.
Zadanie 12. (x) Dodatnie, parami rézne liczby rzeczywiste a, b, ¢ spetniajq réwnodé

loga  logb logc

b—c c—a a-b
Wykaz, e a® - b - ¢ = 1.
Zadanie 13. (x) Ponizszy uklad réwnan ma jedno rozwigzanie x > 1. ZnajdZ b

3log,(vxlogy ) =56
loglogb(I)(x) = 54.

Zadanie 14. (xx) Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2 zachodzi réwnodé
[¢/n] + [¢/n] + ...+ [¥/n] = [logyn] + [logzn] + ... + [log, n].
Zadanie 15. (xx) Udowodnij, Ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2 zachodzi nieréwnosé

log,, 2 -log,, 4 -log,, 6-...-log,(2n —2) < 1.



Rozdziat 14

Funkcje i r6wnania
trygonometryczne

14.1 Geometryczne zrédla definicji funkcji trygonometrycznych

W szkole definicja funkcji trygonometrycznej ma pochodzenie geometryczne. Zaczynamy od katow ostrych.

Definicja 14.1: Funkcje trygonometryczne kata ostrego

Przypusémy, ze dany jest trojkat prostokatny ABC, w ktérym L ACB = 90°. Przyjmijmy tez, ze

a=BC, b=AC, c=AB, a=4ABAC, = 4ABC.

Definiujemy wéwczas funkcje SINUS, COSINUS, TANGENS i COTANGENS kata « € (0°,90°):

. a b a
sina¢=—, cosa=-, tga=-, ctga=-.
c c b a

Na mocy cechy kat-kat-kat przystawania tréjkatow stwierdzamy bez trudu, ze powyzsze definicje sg nieza-
lezne od wyboru tréjkata prostokatnego ABC. Juz z tej definicji wyprowadzi¢ mozna wiele przydatnych
zalezno$ci. Przytaczamy jedynie najbardziej podstawowe fakty, pomijajac ich proste dowody.

Obserwacja 14.1

Niech «a bedzie katem ostrym. Wéwczas:
e wartodci funkcji trygonometrycznych kata o sa dodatnie,
e sin(90° — ) = cosa, ¢0s(90° —a) =sine, tg(90° —a) =ctga, ctg(90° — a) = tg(a).
e zachodza réwnosci tg o - ctg o = 1 oraz (tzw. jedynka trygonometryczna) sin? a + cos?a = 1.
Na podstawie tych obserwacji mozna rozwiazywaé szereg zadan geometrycznych, w tym zwiazanych

7 prostymi zastosowaniami. Te ostatnie wymagaja czesto uzycia tablic trygonometrycznych zawieraja-
cych przyblizone wartosci funkcji dla argumentéw z dokltadnoscia do np. 1 stopnia.



Przypomnijmy definicje funkcji trygonometrycznych, przytoczona juz w wyktadzie 10. Zalézmy, ze od-
mierzyliémy luk okregu o mierze ¢ od punktu (1,0) do punktu P. Wtedy wspdlrzednymi punktu p sa
liczby, ktére oznaczamy jako cost oraz sint — to jest definicja SINUSA i KOSINUSA kata o mierze t.

(cos o, sino) o

sinat

cos o
cos B

sinp

(cos B, sin B)

0-1)

Rys. 1 Definicja sinusa i cosinusa kata o mierze ¢ € R. Rysunek na podstawie materialéw dr. Krycha.

Funkcje sinus i cosinus maja dziedzine rzeczywista. definiujemy tez dla D = R\ {(k + 1)7/2,k € Z}

sin(x) cos(x)

funkcje TANGENS tg(z) = cos(zy oraz dla D = R\ {km, k € Z} funkcje COTANGENS ctg(z) = S (a)

14.2 Miara stopniowa i miara lukowa

Osobne rozwazania mozna by zwiazaé ze stowami ,odmierzyliémy tuk” i w istocie w stwierdzeniu tym
zawarte sa pewne umowy, ktdre trzeba z uczniami oméwié dokladniej (choé zawsze jest tu watek nieele-
mentarny). Definicja wyzej stosuje tzw. miare lukowa kata, poznawana w liceum. Co to jest w ogdle
miara? W podreczniku Henryka Pawlowskiego mowa jest o mierze kata jako o funkcji przypisujacej
katom liczby rzeczywiste. Takich funkcji jest w istocie wiele. Wystarczy zdefiniowaé¢ kat jednostkowy,
zwany krétko jednostka tej miary, a nastepnie sprawdzi¢ ile razy kat jednostkowy miesci si¢ w danym
kacie. Otrzymana liczba jest miarg kata. Katowi jednostkowemu przypisujemy miare 1. Zakladamy przy
tym, ze: katy réwne (geometrycznie) maja réwne miary oraz, ze miara sumy dwoch katéw réwna jest su-
mie ich miar. Oczywiscie w szkole rozwazamy konkretne przyklady miar, ale robimy to jedynie pogladowo.

W szkole podstawowej poznajemy miare stopniowa kata, ktérej jednostka jest kat réwny ﬁ kata pel-
nego. Jego miara wynosi 1°. Rozszerzamy ta miare tak, by przyjmowata dowolng wartos¢ rzeczywista,
bowiem chcemy zdefiniowaé funkcje trygonometryczne w dziedzinie rzeczywistej (lub w maksymalnym
mozliwym podzbiorze R). Zasadniczo chodzi o jaka$ prébe formalnego utozsamienia katéw i obrotéw
plaszczyzny wokot ustalonego punktu. Mianowicie rozwazamy na zorientowanej plaszczyznie z pro-
stokatnym ukladem wspoélrzednych polprosta, ktérej punkt poczatkowy znajduje sie w poczatku tego
uktadu i obracamy ja dookola tego punktu. Za poczatkowe potozenie pétprostej przyjmujemy polozenie
dodatniej potosi osi OX. Moéwimy teraz o obrocie w kierunkach: zgodnym ze wskazdéwkami zegara
oraz przeciwnym do ruchu wskazdwek zegara tak, ze zakreslony zostaje pewien kat zorientowany. Gdy
zakre$laliSmy w strone przeciwnag do ruchu wskazéwek zegara — katowi temu przypisujemy miare dodat-
nia, a gdy w przeciwnym — miar¢ ujemng. W ten sposéb mozemy méwié¢ np. o k@cieﬂ o mierze —100°.
W realiach szkolnych trudno wchodzié w te szczegdly (mozna jeszcze wspomnieé o polu zorientowanym).

Polprosta wspomniang w powyzszej definicji mozemy obréci¢ dowolng calkowita ilosé razy i jeszcze o pe-
wien kat mniejszy od kata pelnego, co prowadzi do definicji miary kata wiekszej niz 360°. Dla przykladu,
jesli polprosta obrécimy cztery razy w kierunku przeciwnym do ruchu wskazowek zegara i jeszcze o kat
45°, wowcezas polprosta ta zakreslita kat o mierze 4 - 360° + 45° = 1485°. Oczywiscie ramie poczatkowe
i koncowe kata o mierze 1485° pokrywa si¢ z ramieniem odpowiednio poczatkowym i koficowym kata 45°.
A zatem utozsamiamy ze soba katy, ktérych miary réznig sie o catkowita wielokrotnosé liczby 360°.

1Dopiero majac na plaszczyznie pewng orientacje mozemy dopiero méwié o obrotach i o kacie zorientowanym...



Miara stopniowa jest dogodna w geometrii, gdzie nie mamy oporéw przed postugiwaniem sie szesédzie-
sigtkowym systemem mierzenia katéw, ale przy odrobinie uparto$ci mozemy nawet okresli¢ funkcje trygo-
nometryczne dowolnego kata pozostajac przy tej wladnie mierze (przez utozsamienie z obrotami). Stan-
dardowo jednak rozwazamy mniej elementarna, ale intuicyjnie czytelniejsza miare tukows.

Definicja 14.2: Miara lukowa kata

Rozwazmy dowolny kat « i zatoczmy z jego wierzchotka okrag o dowolnie wybranym promieniu
r. Niech [ oznacza dlugos¢ tuku okregu, zawartego w tym kacie, przy czym dlugosé¢ ta moze by¢
ujemna, jesli kat zakreslamy w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara. MIARA LUKOWA
kata nazywamy stosunek dtugosci tego tuku do dtugosci promienia.. Jednostka tej miary jest RADIAN
(w skrécie rad). Radian jest to kat, dla ktérego dlugosé tuku jest réwna jest dlugosci promienia.

Kat pelny ma miare tukowa 27 i czesto méwimy po prostu, ze kat pelny ma miare 27 (radianéw). Miara
tukowa kata jest iloczynem jego miary stopniowej przez liczbe 155. Jeden radian to w przyblizeniu 57
stopni, 17 minut i 44 sekundy.

Przypominanie powyzszych definicji moze nie nasuwaé zbyt wielu skojarzen algebraicznych, ale powinno
da¢ poglad na to, ze rozwazany tu styk geometrii i analizy jest z réznych wzgledéw nietrywialny i de-
likatny. Dotykamy tu pojeé kata, orientacji, miary, dtugosci tuku, ktore to sa wszystkie nieelementarne.
Nie powinno zatem dziwi¢ Czytelnika, ze w uporzadkowanym wykladzie akademickim z analizy mate-
matycznej, funkcje trygonometryczne definiuje sie za pomoca szeregéw funkcyjnych (ktérych zbieznosgé
trzeba najpierw dokladnie przedyskutowac). Jeszcze inne podejécie i metody pracy z funkcjami trygo-
nometrycznymi oferuja liczby zespolone i funkcja wykladnicza. Znowu jest to jednak material pozaszkolny.

Zwracam na te zagadnienia uwage po to, by uswiadomi¢ Czytelnikowi, ze funkcje trygonometryczne, choé¢
nieelementarne, obecne sa w szkole gléwnie z uwagi na ich istotne znaczenie w zastosowaniach. Zasta-
nawiaé sie oczywiscie mozna na ile rozbudowana technologia operowania wzorami trygonometrycznymi
wnosi cokolwiek sensownego do rozwoju ucznia, ktéry nie ma powaznego kontaktu z fizyka i nie zna czesto
motywacji stojacych za tymi wzorami (choéby zjawisko interferencji faEI). Mozna pytac jaki jest cel tak
silnej obecnosci funkcji i réwnan trygonometrycznych zwlaszcza na poziomie podstawowym. Oczywiscie
zastosowania praktyczne trygonometrii sa wszechobecne, poczawszy od nawigacji czy inzynierii przez ja-
kiekolwiek niemal zagadnienia fizyczne, Niegdy$ trygonometria miala niebanalne znaczenie militarne (np.
artyleryjskie). Program szkolny w wielu miejscach te kwestie omija, co raczej nie moze dziwic.

14.3 Podstawowe wlasnosci i ich wyprowadzenie

Skupmy sie na algebrze. Podstawowe wlasnosci funkcji trygonometrycznych wnosimy z definicji geome-
trycznej i dotycza one parzystosci i nieparzystosci tych funkcji, a takze ich okresowo$ci. Ponizsze wzory
wynikaja z tego, ze punkty

(cost,sint) oraz (cos(—t),sin(—t))

leza symetrycznie wzgledem srodka uktadu wspotrzednych.

Obserwacja 14.2

Funkcja sinus jest nieparzysta, a funkcja cosinus jest parzysta. Dokladniej, dla kazdego a@ € R mamy:
sin(—a) = —sina, cos(—a) = cosa.

Dla kazdego 3 € R takiego, ze istnieje tg 3 oraz dla kazdego v € R, dla ktérego istnieje ctgy mamy
takze:
tg(—a) = —tg(a), ctg(—a)= —ctg(a).

Oczywiscie podstawowsg role w rozwazaniach algebraicznych stanowi fakt, ze funkcje trygonometryczne
(zmiennej rzeczywistej) sa okresowe. Fakt ten wynika natychmiast z tego, ze obrét o kat 27 jest prze-
ksztalceniem identyczno$ciowym: punkt (z,y) przeksztalcany jest na ten sam punkt (z,y).

%http://www.iwiedza.net/download/ruch_falowy.pdf
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Obserwacja 14.3: Okresowos¢é funkcji trygonometrycznych

Dla kazdej liczby rzeczywistej t zachodza wzory:

cos(t + 2m) = cost, sin(t+ 27) = sint.

Z faktu, ze obrét o kat w/2 wokdl punktu (0, 0) przeprowadza punkt (z,y) na (—y, ) wynika natychmiast,
ze dla kazdego t € R mamy:

™ _ . 7r
cos(t + 5) = —sint, sin(t+ 5) = cost.

W podobny sposéb mozna uzasadnié¢ szereg innych wzoréw redukcyjnych, np. dla kazdego t € R
mamy:
cos(t+m) = —cost, sin(t+m) = —sint.

Dysponujac powyzszymi wzorami wiekszo$¢ istotnych dla nas obserwacji trygonometrycznych sprowadzié
mozemy do dowodéw geometrycznych, czasami bardzo eleganckich. I tak na przyktad dowodzimy praw-
dziwos¢ jedynki trygonometrycznej (i twierdzenia odwrotnego!), korzystajac w zasadzie z twierdzenia
Pitagorasa (i twierdzenia odwrotnego).

Dla wielu rozwazan istotne jest przesledzenie przebiegu zmiennosci funkcji sinus i kosinus, ktére przepro-
wadzi¢ mozna geometrycznie, szkicujac odpowiednie promienie i odcinki styczne do okregu.

Obserwacja 14.4: Nieréwnosci

Niech 0 < o < 8 < 5. Wéweczas:
e sina < sin 3 oraz cos a > cos 3,
e tga < tg [ oraz ctga > ctg [,

e siha < a <tgo.

Idac za podejéciem prof. Guzickiego z ksiazki Geometria ¢ trygonometria, warto niektére rozumowania
dotyczace formul trygonometrycznych rozumieé¢ w jezyku obrotéw i ich zlozen (oczywiscie sa w tej ksiaz-
ce tez dowody geometryczne, dla katéw ostrych). Przy obrocie o kat o wokét punktu (0,0) punkt (z,0)
przechodzi na (z cos a, 2 sin o), za$ punkt (0,y) przechodzi na punkt (—ysin a,y cos «). Nietrudno rozu-
mieé, na poziomie wektorowym, ze pojedynczy obrot przeprowadza sume wektoréw na sume obrazow tych
wektoréw przy tym obrocie (ogélniej — jest przeksztalceniem liniowym), co w szczeg6lnosci znaczy, ze ob-
razem dowolnego punktu (z,y) przy obrocie o kat a wokét punktu (0, 0) jest punkt, ktérego wspdlrzedne
sa sumami wspélrzednych obrazéw punktéw (z,0) oraz (0,y) przy tym obrocie, czyli

(xcosa —ysina, zsina + ycosa).
Mozemy do tego dolozyé¢ geometrycznie jasny fakt, ze zlozenie dwdch obrotéw wokét punktu (0,0)

odpowiednio o katy «, § jest obrotem woko6l punktu (0, 0) o kat a+ [ i zastanawiajac sie z tej perspektywy
nad punktem (cos(a + 3),sin(a + 3)) dostajemy natychmiast wzory:

sin(a + ) =sina - cos 4 sin 5 - cos «,
cos(a+ ) = cosar - cos B — sina - sin 3.
To sa moim zdaniem jedyne dwa wzory trygonometryczne, ktore trzeba znaé, i ktorych wyprowadzenie

trzeba zrozumie¢. Na ich podstawie dowodzi sie¢ oczywiscie wzory na funkcje trygonometryczne wielo-
krotnosci katéw, a takze wyprowadza sie formuly typu (nie wymieniamy wszystkich mozliwych):

sina+sinﬁ:2sina;_ﬁ -COSQ;B,
cosa+cosﬁ:2cosa+ﬁ -cosa_ﬁ.

2 2



Oczywiscie wzory powyzsze mozna tez uzyskiwaé czysto geometrycznie. Ponizej przyklady kilku ,,dowo-
déw bez stow”, dla katéw ostrych, ktore uzupetnié nalezy nastepnie odpowiednimi wzorami redukcyjnymi.
Wiecej tego typu dowoddéw mozna znalezé w ksigzkach Rogera B. Nielsena (bibliografia).

o
a i b
= y t oy
a,Be(0,m/2)= y=acosa=bcosf
sinasinf cosasinf}
, a X o
] g :
: X 18 : &,
' 2N 2 ' %
1 1 1 ]
] . o
) g 3
sin(a + B) =sinocos B+ cosasin B ‘“?6 g sin(a — B) = sinacos B — cosasin B c?"
cos(a + B) = cosacos B —sinasin B ] % cos(a - B) = cosacos B +sinasin B o .
cosacosf sinacosf
tanatanf tanf
o X @
4 )
LY
E )
o & \3
o~ 8 &
tana + tan B B & 2 _ tano—tanf B :
t 4 )= 22T AUE ] tan(a - f) = —— :
an(e+f) 1-tanatanf : (@-f) 1+tanotan B y, !
o ] ,
1 tano

sina

sinf8

—Yukio Kobayashi
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Whiosek 14.1

Zalézmy, ze 0 < o < 7 oraz 0 < 8 < w. Wowczas
e warunek sin a = sin § implikuje « = g lub aa + 5 =,

e warunek cos a = cos 4 implikuje a = (3.

14.4 Roéwnania i nier6wnosci trygonometryczne

Powiedzmy kilka stéw o réownaniach i nieréwnoéciach trygonometrycznych, Podstawowsa umiejetnoscia
jest znajdowanie przeciwobrazéw punktow z przeciwdziedziny, czyli rozwiazywanie réwnan typu

flx)y=m, dlameR.

Oczywiscie w przypadku funkcji sinus i cosinus rownanie to ma rozwiazania wtedy i tylko wtedy, gdy
|m| < 1. Dokladniej,

e dla kazdego m € [—1, 1] istnieje dokladnie jedno x € [—7/2,7/2] takie, ze sin(z) = m,
o dla kazdego m € [—1, 1] istnieje doktadnie jedno x € [0, 7] takie, ze cos(x) = m.

Liczby x wystepujace w warunkach wyzej oznaczamy symbolami arcsinm, arccosm i nazywamy od-
powiednio: arkus sinus m oraz arkus cosinus m. Krotko méwiac, po ograniczeniu dziedziny funkcji
sinus oraz cosinus do maksymalnego przedzialu (dtugosci 7, na ktérym kazda z tych funkcji jest rézno-
wartosciowa, okresli¢ mozemy funkcje odwrotne do nich, i to sg wtaénie funkcje arkus sinus i arkus cosinus.

W przypadku funkcji tangens i cotangens, przeciwdziedzina stanowi zbiér wszystkich liczb rzeczywistych
i mozna pokazad, ze:

o dla kazdego m € R istnieje doktadnie jedno = € (—m/2,7/2) takie, ze tg(x) = m,
e dla kazdego m € R istnieje dokladnie jedno x € (0, 7) takie, ze ctg(x) = m.

Liczby z wystepujace wyzej oznaczamy symbolami arctgm oraz arcctgm i nazywamy odpowiednio
arkusem tangensem oraz arkusem kotangensem m.

Rozwiazywanie konkretnych réwnan sprowadza sie czesto do rozmaitych rozwazan na wykresie i czesto
prowadzi to do gubienia przypadkéw i licznych bledéw (ktéry wykres jest ktory...). Wygodniejsze wydaje
sie rozumowanie za pomoca kola trygonometrycznego (nawet dla réwnan wyzszych stopni).

e Rozwiazan réwnania sin 2z = 1 szukamy w nastepujacy sposéb. Zastanawiamy sie jakie punkty na
kole trygonometrycznym o wspélrzednych (cos 2z, sin 2x) maja druga wspélrzedna réwna 1. Jedyny
taki punkt na kole trygonometrycznym to punkt (0, 1), a punkt ten jest konicem krzywej zakreslonej
na okregu jednostkowym za pomoca katéw w/2 + 2k, gdzie k € Z. Zatem 2z = /2 + 2k, gdzie
keZ. Stad ¢ = w/4 + km, gdzie k € Z.

Oczywiscie mozna pisa¢ standardowo: okresem funkcji sinus jest 2w, wiec wystarczy znalezé roz-
wiazania w przedziale [0, 27]. Wiadomo, ze dla t € [0, 27] mamy sint = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy
t = w/2. Teraz jednak uczen moze si¢ zgubié. Czy powinien zapisaé x = /4 i uznaé to za jedyne
rozwiazanie w przedziale [0,27]? Jak ma nie zgubié rozwiazania 57/47 Czy ma od razu wiedzied,
ze okresem funkcji sin 2z jest w7 Oczywiscie uczen powinien zapisa¢ t = 2r = 3 + 2k, gdzie k € Z,
a nastepnie wykonaé ostatni krok.

e Rozwigzaniami réwnania sin £ = 1 sq wszystkie liczby postaci (—1)" arcsin% + km, gdzie k € Z.
Oczywiscie mozna z réznych powodéw szukaé¢ w tablicach wartosci przyblizonej funkcji arcsin %. Nie
mozna natomiast zawsze oczekiwaé, ze liczba ta bedzie na przykltad zapisywalna za pomoca dziatan
arytmetycznych (lacznie z pierwiastkowaniem) od argumentu 4/5. Innymi stowy niektére wartosci

funkcji trygonometrycznych sa liczbami niekonstruowalnymi. Jak jest w przypadku arcsin 3?7



14.5 Wymierne, algebraiczne i przestepne wartosci

Skoro dotknelidémy problemu wymiernosci i niewymiernosci wartosci funkcji trygonometrycznych, trzeba
powiedzied, ze sa to w ogélnosci zagadnienia trudne. Na przyklad, pierwszy dowdd faktu, ze dla niezerowej
liczby wymiernej r licha tgr jest zawsze niewymierna przeprowadzil J.H. Lambert (1761) za pomoca
ulamkow tancuchowych. Za pomocs calek fakt ten mozna wywnioskowa¢ niemal elementarnie, a takze
wyprowadzi¢ z niego choé¢by niewymierno$¢ liczby m, czy e (patrz artykul Znou i Markova w bibliografii).
Do klasyki nalezy natomiast nastepujacy fakt, wynikajacy ciekawie z tozsamog$ci trygonometrycznych.

Twierdzenie 14.1

Niech kat o ma miarg¢ bedaca wymierng wielokrotnodcia 27, czyli @ = = - 2w, dla pewnych liczb

calkowitych m,n, gdzie n # 0. Wéwczas cosa jest liczba wymierna wtedy i tylko wtedy, gdy
cosa € {—1,-1,0,3,1}.

Dowéd. Zalézmy, ze 2cosa = § jest liczbg wymierna. Mozemy wybrac a,b € Z, gdzie b # 0 takie, ze
NWD(a,b) = 1. Ze wzoru cos 2a = 2 cos? a — 1 mamy:
2 2 _ 92
2cos2a = Z—Q - 2= GT.
Zauwazmy jednak, ze NWD(a? — 2b%,b%) = NWD(a?,b?) = 1. A zatem, jesli b nie jest réwne +1, to
w ciagu liczb wymiernych
2cos o, 2 cos 2a, 2 cos 4o, 2 cos 16a, . . .

zapisanych w postaci nieskracalnej, utamki sg coraz wigksze. Z drugiej jednak strony zalozyliSmy, ze
a = T .360° . Wiemy tez, ze cosinus jest funkcja o okresie 27. A zatem ciag (2 cos 2Fq) przyjmuje co
najwyzej n réznych wartosci. To jednak przeczy obserwacji dotyczacej mianownikéw wyrazéw tego ciagu,

zapisanych w postaci nieskracalnej. Widzimy zatem, ze mozliwa jest jedynie sytuacja, gdy b = +1. O

Analogiczne twierdzenie mozna udowodnié¢ dla funkcji sinus, co pokazuje, ze choéby rozwazana juz licz-
ba arcsin% jest niewymierna. To oczywiscie nie jest koniec historii, ale wrecz przeciwnie. W tym celu
powiedzmy kilka stéw o liczbach algebraicznych i przestepnych. Nie mieliSmy wczeéniej takiej okazji.

Definicja 14.3: Liczby algebraiczne i przestepne

Liczbe r € R nazwiemy ALGEBRAICZNA, jedli istnieje niezerowy wielomian o wspélczynnikach wy-
miernych, ktérego pierwiastkiem jest liczba r. Liczbe rzeczywista r nazywamy PRZESTEPNA, jesli
nie jest ona algebraiczna. Najmniejszy stopien wielomianu o wspétczynnikach wymiernych, ktérego
pierwiastkiem jest r, nazywamy stopniem liczby algebraicznej 7.

Wiekszo$é rozwazanych w szkole liczb niewymiernych to liczby algebraiczne (poza liczba 7, co nie jest,
jak wiemy z wykladu z Analizy, prostym faktem). Naleza do nich oczywiscie liczby typu ¥w, gdzie w
jest liczba wymierna, ale takze wartosdci funkcji trygonometrycznych sa, dla wymiernych wielokrotnosci
kata pelnego, liczbami algebraicznymi. Dowdd nie jest trudny i wymaga umiejetnego uzycia formuty
wyrazajacej np. cosinus catkowitej wielokrotnoéci kata a jako wielomianu od cosinusa kata a. Do dowodu
odsylam na przyklad do tekstu Jorga Jahnela (bibliografia). Zobaczmy to na przykladzie: mamy

cos Taw = 64 cos” av — 112 cos? a + 56 cos® a — 7 cos a,

co mozna wyprowadzi¢ z wielokrotnego stosowania formutl WyZeﬂ Zatem jesli a = -360°, to cos Taw = 1,
czyli spelnione jest rownanie

1 = cos360° = 64 cos” a — 112 cos® o + 56 cos® av — 7 cos av.
Liczba cosa jest zatem pierwiastkiem réwnania 6427 — 1122° + 562* — 7z — 1 = 0, a wiec jest licz-

ba algebraiczna (ale nie stopnia 7 tylko co najwyzej 3, dlaczego?). Biorac np. kat o = 27/7 mozemy
zastanawia¢ sie czy mozliwa jest konstrukcja cyklem i linijka siedmiokata foremnego. Wiedzac, ze jego

3W podreczniku Geometria analityczna prof. Guzickiego odpowiedni rachunek jest na stronie 153.



cosinus spelnia réwnanie wyzej nie mamy jeszcze w pelni rozwiazania tego problemu, ale jesteSmy na do-
brej drodze, wyznaczonej trzy stulecia temu przez Galois, Ruffiniego i Abela. Jak sie okazuje, kat « jest
niekonstruowalny i mozna to zrozumieé¢ poprzez badanie rozkladu wielomianu wyznaczonego wyzej. Nie
ma tu miejsca, by opowiadaé¢ o tych zagadnieniach. Pokazuje sie ogélne twierdzenie: liczba algebraiczna
jest konstruowalna wtedy i tylko wtedy, gdy jest ,iterowana niewymiernoécia kwadratowa’, to znaczy
jest liczba wymierng, albo jest pierwiastkiem wielomianu kwadratowego o wspotczynnikach bedacych
yiterowanymi niewymierno$ciami kwadratowymi” nizszego stopnia. Szczegdly przystepnie opisuje prof.
Guzicki w 13. rozdziale GA. Zagadnienia te omawia sie na studiach w jezyku rozszerzen cial i grup Galois.

Przyjrzyjmy sie na koniec (bardzo szkicowo) ciekawym zastosowaniom trygonometrii do zagadnieni kon-
kursowych, oczywidcie pozageometrycznym. Klasycznym zagadnieniem jest rozwiazywanie rownan i ich
ukladéw (a potem tez liczenie calek) przez rozmaite podstawienia trygonometryczne. Oto najprostszy
przyklad: jesli rozwiazujemy réwnanie zmiennej z i z warunkéw zadania wynika, ze || < 1, to mozna
przyjmowa¢ z = sin o, dla pewnego a € [~7, §) lub z = cos 3, dla pewnego 3 € [0, 7]. Nawet jedli nie ma
takiego zalozenia, a wiadomo, ze zmienna moze przyjmowaé¢ dowolng wartos¢ rzeczywista, zawsze mozna
podstawi¢ tangens lub cotangens. Zacznijmy od przykladu pochodzacego z ksiazek H. Pawlowskiego.

Zadanie 113. Rozwigi réwnanie /1 — 22 = 4a3 — 3x.

RozwiAZANIE. Mamy oczywiscie |z| < 1 i choé zatroszczywszy sie o znak liczby pod pierwiastkiem
mozemy podnies¢ obydwie strony do kwadratu i rozwiazywaé réwnanie wielomianowe stopnia 6, mozemy
tez dokonaé podstawienia trygonometrycznego x = cos «, gdzie o € [0, w]. Mamy wéwczas:

V1 — cos? a = 4 cos® e — 3 cos a.
Tak si¢ sktada, ze mamy tozsamosci
1—cos?a=sin’a, oraz 4cos®a— 3cosa = cos3a,

co prowadzi nas do réwnania |sin«a| = cos3a. W zaleznosci od wydajnosci naszej inzynierii rozwiazy-

. , . .. L . L T
wania rown?n trygon%metrycz'nych dochodzuny. szybciej lub WOlnl/eJ df) 'rlast(—gp'u‘]acy'ch rozvvlqzarz ar =g
oraz ap = gm,a3 = 47, nalezacych do przedziatu [0, 7]. Sa to réwniez rozwigzania naszego réwnania.

Oczywiscie korzystajac z twierdzen o cosinusie kata poléwkowego (czy dwukrotnego) mozemy wyznaczy¢

dokladne wartosci:
1 + cos s
T = cos - 2+ \/5,
1 + cos 5“ 1 —cos & 1
$2:COS78T \/ i =3 27\/5,

T3 = COS — ﬂf—cos—:——.
4 4 2

Dwa ponizsze przyklady pochodza z ksiazki Titu Adreescu i Zumina Fenga (bibliografia).

Zadanie 114. Niech xg = 2003 ¢ niech x,11 = J””" , dlan > 1, Oblicz x2004,

RozwiazANIE. Nietrudno widzieé¢ (por. poprzedni wyklad), ze ciag ten ma okres dlugosci 4, tzn. dlan > 1
mamy Z,i4 = T,. 10 rozwiazuje zadanie, ale istnieje tez trygonometryczne uzasadnienie, korzystajace

ze wzoru
tga + tg g

1—tga-tgfh’
Rzeczywiscie, biorac 1 = tg45° oraz podstawiajac x,, = tgay,, dla pewnych a,, € (—90°,90°) mamy:

tg(a + 3) =

tg 45° +tg oy
tg g = ———————— = tg(45° n)-
g Ont1 — tg45° tg o, g(45° + an)

Teraz okresowo$¢ ciagu x, wynika natychmiast z tego, ze tg ma okres réwny 180°. Zatem x5904 = 2003.
|



Zadanie 115. Wykaz, zZe wsrdd pieciu parami réznych liczb rzeczywistych istniejg dwie: nazwijmy je a, b
takie, ze |ab+ 1] > |a — b|.

R0ozZwWiAZANIE. Tym razem skorzystamy w pomystowy sposéb z zasady szufladkowej Dirichleta. Mianowi-
cie traktujemy pieé liczb z zadania jako tgx1,tg xa, tg xs, tg x4, tg x5, gdzie x; € (—90°,90°) i rozbijamy
ten przedzial na cztery: (—90°, —45°], (—45°,0°], (0°,45°] oraz (45°,90°]. Widzimy, Ze co najmniej dwie
z pigciu wskazanych liczb, nazwijmy je x; oraz x; musza naleze¢ do jednego z powyzszych czterech prze-
dziatéw. A zatem mamy |z; — 2;| < § i kladac a = tgx; oraz b = tgx; mamy;

a—2>b
1+ab

™

=1
4

| tgx, —tguy
|1+ tgmitg

= |tg(w; — x5)| < tg
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Zadania — funkcje trygonometryczne

. . 1 V3
Zadanie 1. Oblicz Sni0° — sovige -
Zadanie 2. Oblicz sin 20° - sin 40° - sin 80°.
Zadanie 3. Wykaz, ze dla dowolnego o # km, gdzie k € Z zachodzi réwnos$é:

sin(2" o
cosa - cos2a - cosda - ... cos(2"a) = 2"5'1751no¢)
Zadanie 4. Dla jakich liczb rzeczywistych m réwnanie 3sinx + 4 cosx = m ma rozwigzanie?
Zadanie 5. Udowodnij, ze jesli cosa+ cosfB =1 oraz sina+sin 8 = a, to a < 3.

Zadanie 6. Wyznacz wszystkie liczby t € R, ze funkcja f(x) = |sintx + cos x| przyjmuje wartosé 2.
Zadanie 7. Wykaz, ze jezeli liczby A, B sq rézne od zera, to ponizsza funkcja nie jest okresowas:

f(z) = Asinz + Bsin(v2z).

Zadanie 8. Liczby a,b,c z przedziatu (0, g) spelniajg réwnosci
cosa =a, sin(cosb) =5, cos(sinc)=c.

Rozstrzygnij, ktora z liczb a, b, ¢ jest najmniejsza, a ktora najwieksza.

Zadanie 9. (x) Rozwiqs réwnanie \/sinz — /sinz + cosz = cos .

Zadanie 10. (x) Dla danej liczby naturalnej n wyznacz najwiekszq warto$é iloczynu sinxy - sinxg - ... -

sinx,, gdzie x1,%a,...,T, Sq¢ takimi liczbami rzeczywistymi, Ze tgxy - tgxs - ... - tgr, =1
Zadanie 11. (x) Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x1,xa, ..., Ty zachodzi nieréwnosé
(Z sinm) + (Z cosxlv) < n?.
i=1 i=1
Zadanie 12. (x) Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych aq, az, - .., a, € R zachodzi nierdwnosé:

|sinaq| + |sinag| + ...+ |sinay,| + |cos(a; + ... + ap)| > 1.

Zadanie 13. (x) Wykaz, Ze jezeli cos®> a+cos® B+ cos?y = 1 i a, 3,7 sq katami ostrymi, to a+ +7 <
180°.

Zadanie 14. (%) Niecht € R bedzie takie, ze cost = % Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi:

an

cosnt = 30

gdzie a, jest liczbg calkowitq niepodzielng przez 3. Wywnioskuj stqd, Ze jezeli cosmx = %, tox ¢ Q.

Zadanie 15. (xx) Liczby rzeczywiste x,y, z spelniajg warunek y — x — z = xyz. Wykaz, ze

2 2 .3 _10
22+1 y2+1 2241 37

Zadanie 16. (xx) Wykaz, Ze jezeli sinxy + ... +sinz, =0, to

2
|sinzy + 2sinzs + 3sinas + ...+ nsinz,| < {Z] .



Dodatek A. Algebra, jej historia
i znaczenie w matematyce

Celem ponizszego tekstu jest przyblizenie Czytelnikowi najwazniejszych faz rozwoju algebry jako czesdci
calej matematyki. Naszemu spojrzeniu przys$wieca gérnolotne by¢ moze stwiedzenie, ze ,,matematyka jest
jedna”. Warto to przekonanie wyrazi¢ zwlaszcza w tekscie po$wieconym konkursom matematycznym,
ktore potrafia budzi¢ skrajne emocje. Mozna broni¢ swojego prawa do zajmowania sie w matematyce
tym, co nas ciekawi, co pozwala mierzy¢ sie ,zywa matematyka’ i méwié, ze konkursy to réwnie dobra
matematyka, jak i kazda inna. Liczniejsza jest istotnie w naszym $rodowisku grupa oséb mowigcych, ze
matematyka cho¢ zaczyna i konczy sie na wielkich i ciekawych zadaniach, jest jednak czyms$ wiecej — jest
caloscia, w ktérej poszczegdlne dziedziny przenikaja sie, wzajemnie sie opisuja i zadaja sobie pytania.

Wyjé¢ musimy oczywiscie od czaséw, gdy ani algebra, ani nawet matematyka nie byla traktowana jako
osobna dyscyplina ludzkiej dzialalno$ci. W czasach starozytnych z jednej strony szukano praktycznych
rozwiazan probleméw wywodzacych sie z zycia, nie poszukujac koniecznie abstrakcyjnego wyrazenia wy-
pracowanych metod, z drugiej strony — liczby i figury wlaczono do rozwazan filizoficznych, prowokujac
pytania, ktére byé moze w innym kontekscie nie zostalyby zadane. Prze$ledzimy teraz szereg watkéw
zwigzanych z poszczegdlnymi waznymi watkami podejmowanymi w trakcie wyktadu.

Réwnania rozwigzywano od czasow starozytnej Mezopotamii, rozwigzywano je réwniez w Egipcie i oczy-
wiscie w starozytnej Grecji. Za ojca algebry wielu uwaza starozytnego matematyka Diofantosa zyjacego
(by¢ moze) w III wieku, ktérego fragmenty prac zachowaly sie w jezyku greckim oraz w arabskich ttuma-
czeniach. Jego znane dzieto Arytmetyka jest w zasadzie zbiorem 130 zadan algebraicznych, polegajacych
na poszukiwaniu rozwigzan pewnych réwnan w liczbach naturalnych. Sa wéréd nich réwnania liniowe
oznaczone (o jednym rozwigzaniu) i nieoznaczone, ktére nazywa sie czesto réwnaniami diofantycznymi.
Pojawiaja sie réwniez uklady réwnan, w tym kwadratowych, a takze pytania o mozliwos¢ zapisywania
pewnych liniowych wyrazen w postaci sum kwadratéw oraz szedcianéw. Diofantos rozwiazuje réwnania
prowadzace do wymiernych rozwiazan, co jest jak na 6wczesne czasy podejSciem niespotykanym, choé
same utamki byly oczywiscie znane, zwlaszcza w Egipcie. Za ,absurdalne” uwaza natomiast rownania
typu
4 = 4x + 20.

Grecy réwniez nie uznawali istnienia liczb ujemnych. Oznacza to, ze réwnania kwadratowe typu z? = 4
miaty w Arytmetyce jedno tylko rozwigzanie, a niektére nie miaty go wcale.

Nie ma w Arytmetyce zadnych twierdzen, aksjomatéw czy innych charakterystycznych cech dedukcji.
O jej gigantycznym znaczeniu $wiadczy raczej rozpieto$¢ problemow i rozmaitych typow zadan, ktore
podejmuje. Jeszcze dla szesnastowiecznych uczonych zadania te stanowi¢ beda cenna inspiracje do for-
mulowania ogdlnych probleméw choéby zwiazanych z rozkladami liczb catkowitych na sumy kwadratow,
interesujace Fibonacciego, Fermata, Lagrange’a czy Gaussa. I nie ma tu az tak wielkiego znaczenia to,
ze Diofantos nie myslal w kategoriach rezultatéw klasyfikujacych ogélne typy réwnan. Choé pytania by-
ly konkretne, a rozwigzania by¢ moze odgadywane — to stojace za nimi problemy byly naprawde glebokie.

Jak odnotowuje prof. Wiestaw w Drogach i manowcach rozwoju algebry (patrz bibliografia), metoda Dio-
fantosa, cho¢ unikalta greckiego podejécia traktujacego wszystkie liczby jako dlugosci odcinkéw, miala
tez wielkie znacznie dla geometrii. Diofantos prowadzi sieczng przez dwa wymierne punkty krzywej, albo
styczna w punkcie wymiernym, otrzymujac (na ogél) punkt wymierny. Metoda ta, stosowane pé6zniej
przez Fermata w XVII wieku, zostala ostatecznie usankcjonowana przez Poincarego w 1901 roku. Oto
jak olbrzymi byl impact factor zbioru 130 zagadnien spisanych na kilkunastu waskich paskach papirusul!



Wprowadzona przez Diofantosa symbolika pozwalala na jasniejsze niz wczesniej ukazanie rozwiazan po-
szczegblnych problemdw. Jak inni autorzy w starozytnosci, Diofantos uzywal rozszerzonego alfabetu grec-
kiego do zapisu liczb. Wprowadzil réwniez szereg symboli stuzacych miedzy innymi do zapisywania réw-
nosci, odejmowania, podnoszenia do potegi itd. Oczywiscie uzyskiwane w ten sposdb réwnania i notacja
dalekie byly od dzisiejszego zapisu, ktory ksztaltowal sie przez wiele stuleciEl7 zwlaszcza za$ w wieku
XVI. W podejsciu Diofantosa brakuje tez owych operacji na rownaniach: redukcji i przenoszenia. Jest
natomiast podstawienie. To one manipulacje jednak, nie zas sama symbolika, sa blizej esencji algebry,
takze z dzisiejszego punktu widzenia. Wspomnijmy tez, ze to na marginesie wydania Arytmetyki z 1621
roku Fermat sfomutowal ,Wielkie Twierdzenie Fermata”, ktérego wszakze raczej nie umial dowiesc.

Podejscie Diofantosa, bedace swego rodzaju klarowniejsza synteza metod babiloniskich i egipskich nazywa-
my czesto przeddedukeyjnym lub empirycznym. Byto ono zasadniczo odmienne od podejscia dedukcyjnego
wypracowanego juz kilka stuleci wezesniej, znajdujacego swéj pomnik w Elementach Euklidesa (ok. -370
r.). To nastynniejsze dzielo matematyczne starozytnosci bylo przez ponad 2000 lat ,podstawa” nie tylko
wykladu geometrii, ale i nauczania matematyki. Tekst ten nie mial charakteru dialogicznego — przed-
stawial ,prawdy niepodwazalne” i ,metode¢ doskonala”, wychodzac od poje¢ i faktow pierwotnych do
twierdzen uzyskiwanych na podstawie wnioskowan. Elementy doczekaly sie ponad 1000 Wydafﬂ Pierw-
sze ksiegi Elementow wykladane byly na uniwersytetach i w szkolach, w zasadzie do samych poczatkéw
XX wieku. Oczywiscie Elementy, choé pisane jezykiem geometrii, zawieraly tez (ksiegi 5-12), patrzac z
naszego punktu widzenia, szereg rezultatéw teorioliczbowych, algebraicznych i analitycznych.

Widzimy na powyzszym przyktadzie, ze dwa sposoby uprawiania matematyki — empiryczny i dedukcyj-
ny, przenikaly sie przez dzieje. Na poczatku zawsze staly konkretne pytania, obserwacje, czesto setki
obserwacji spisywanych przez dziesieciolecia i stulecia. PéZniej dopiero przychodzil czas syntezy, zmiany
jezyka, a takze budowa teorii, ktéra obejmowaltaby poczynione obserwacje. Tak jest poniekad i dzi$.

Termin algebra pochodzi z tytulu arabskiego traktatu z poczatkéw IX wieku autorstwa perskiego uczo-
nego Muhammada ibn Musa al-Chwarizmiego, bibliotekarza Bagdadzkiego Domu Nauki. Tytul ten —
Zasady redukcyi © przenoszenia — ukrywa w sobie stowo al-gabr oznaczajace w jezyku arabskim wuzupet-
nianie, przenoszenie. ale tez bilansowanie (co mialo praktyczne znaczenie). Dostownie chodzi o operacje
przenoszenia wielkoéci z jednej strony na druga, np. o zamiane réwnania 22 = 40z — 422 poprzez ,al-
gabr” w réwnanie 5x2 = 40z. Przez redukcje (arab. al-Mugabala) autor rozumial natomiast odjecie tej
samej dodatniej wielkoéci od obydwu stron réwnania, np. 2245 = 4024422 zamieniamy na 5 = 40z +3z2.

Dla wielu autoréw to wlasnie dzielo al-Chwarizmiego jest poczatkiem formalnej algebry, poniewaz nie
rozwiazuje si¢ w nim jedynie konkretnych réownan, ale podaje si¢ ogdlne metody dla rozwigzywania row-
nan pewnych typéw (czyli prowadzi sie klasyfikacje réwnan ze wzgledu na metody rozwiazania). Praca
ta zawiera kompletne rozwiazania i dyskusje rozwigzan réwnan stopnia pierwszego i drugiego. Kluczowe
jest jednak pewne zastrzezenie. W matematyce arabskiej nie istnialy liczby ujemne. Wazna role zaczy-
nalo odgrywaé zero (nie tylko z uwagi na zapis dziesietny, o czym dalej). Konstrukcja rozwiazan réwnan
kwadratowych (rozwiazan dodatnich) prowadzona byla w sposéb geometryczny przypominajac (uprasz-
czajac nieco sprawe), geometryczne dowody wzordw skréconego mnozenia. W ten sposéb wyrdzniono
nastepujace trzy rodziny réwnan, ktérych rozwiazania opisano, dla a,b > 0:

> +ar=>b, 2?+b=azx, z*>=ax+b.

Al-Chwarizmi znany jest réwniez z bardzo udanej adaptacji wypracowanego w Indiach systemu pozy-
cyjnego o podstawie 10. W dziele O liczbach indyjskich, przettumaczonym na tacine jako Algorithmi de
numero Indorum (pierwsze stowo jest znieksztalceniem nazwiska autora), oméwione sa sposoby wykony-
wania dzialan pisemnych w systemie dziesiatkowym. Te metody daly poczatek stowu algorytm. Metody
te przeniesione zostana nastepnie przez Fibonacciego do Europy, gdzie dadza poczatek rewolucji w $wie-
cie handlu i rachunkowosci. Istotna role graé tu bedzie spér (natury filozoficznej) o akceptacje istnienia
liczby zero, ktérej koncepcje Al-Chwarizmi poznal thumaczac dzielo indyjskiego uczonego Brahmapu-
try, i ktérej uzycie tak bardzo zachwycito Fibonacciego. Jedli zreszta mowa o zerze, warto podkreslié, ze
i w starozytnej Grecji byto to pojecie — jesli w ogdle funkcjonujace — to raczej w $wiecie handlu niz filozofii.

47 zadaniami Diofantosa oraz stosowana notacjg mozna zapoznaé sie na przyktad poprzez artykul https://staff.um.
edu.mt/jmusl/Diophantus.pdf. Polecam tez artykut The Universal Symbol - Equals Sign opisujacy w skrocie histori¢ znaku
réwnos$ci https://the-axiom.uk/the-universal-symbol-equals-sign/

5Szczegélnie pigknego wydania cyfrowego Elementéw realizujacego idee ,pogladowosci” dokonat grafik Nicholas Ro-
ugeux, przenoszac na strone https://www.c82.net/euclid/|stynne wydanie Olivera Byrne z 1847 roku. Pelne ttumaczenie
interlinearne 13 ksiag Elementéw na jezyk angielski: https://farside.ph.utexas.edu/books/Euclid/Elements.pdf
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Oczywiscie mowiac o Al-Chwarizmim nalezaloby wspomnie¢ o wielu innych osiggnieciach Ztotego Wieku
nauki arabskiej, przede wszystkim o wybitnej astronomii i zwigzanych z nig osiagnieciach w trygonome-
trii i geometrii sferycznej, ale poprzestanmy na motywacji algebraicznej. Potrzeby rozwiazywania réwnan
wielomianowych wyzszych stopni, dzi§ zupelnie niezrozumiale dla uczniéw, bralty sie choéby z potrzeby
obliczenia sin § znajac sin . Same réwnania stopnia 3 prébowano rozwiazywa¢ od tysiacleci...

Wré6émy do $redniowiecza. Nie ma tu miejsca na dogltebne oméwienia znaczenia matematyki arabskiej
w kontekscie rozwoju algebry poza niezbednym stwierdzeniem, ze badania arabskie stanowily synteze
zarowno osiagnie¢ greckich, jak i chinskich czy hinduskich. To zestawienie rozmaitych perspektyw do-
prowadzilo do duzego rozwoju, choé algebraiczna rewolucja miata nadejs¢ dopiero kilka stuleci pdzniej.
Okoto XII wieku osiagniecia arabskie trafiaja na kontynent europejski poprzez kontakty handlowe.

Leonardo z Pizy, zwany Fibonaccim, zyt na przetomie XII i XIIT wieku. Jako syn kupca wloskiego, dzig-
ki licznym podrézom po basenie Morza Srédziemnego posiadl zaréwno wiedze o matematyce arabskiej,
jak i hinduskiej, miedzy innymi zapoznajac si¢ z notacja dziesietna wykorzystujaca cyfry 0,...,9. Miatl
tez kontakt ze starozytnymi dzielami Grekéw. Jego dzieto Liber Abaci (Ksiega rachunkéw) z 1202 roku
pokazalo uzyteczno$é¢ owych metod na wielu przyktadach rachunkowych, szczegdlnie zwigzanych z prze-
liczaniem miar, wag, obliczaniem zyskéw, odsetek, wymiana pieniedzy itd.

Dziela Fibonacciego omawialy tez rozmaite problemy starozytne (pierwszy dowd6d prostego faktu o roz-
kladzie liczby wymiernej na ulamki proste o réznych mianownikach) oraz stawialy nowe (np. problem
congruum). W 1225 roku napisal rozprawe Liber Quadratorum (Ksiega kwadratéw), ktéra miata byé
kontynuacja Arytmetyki Diofantosa. Mozna powiedzieé, ze u Fibonacciego pojawily sie typy rozumowan
i potrzeba prowadzenia dowodéw, ktore nie wystepowaly w algebrze wczesniej. Pojawily sie tez pytania,
ktore choéby Fermata doprowadzily do dowodow przez tzw. nieskonczone schodzenie. Nie byty to przeto-
mowe dla samej matematyki osiagniecia, ale jednak byla twoércza (takze pod wzgledem metod) synteza,
w wielu miejscach nowatorska.

W péinym sredniowieczu jedna z popularnych praktyk matematykow byla publiczna dyskusja swojej
pracy w formie wyzwan czy tez pojedynkéw. Gdy jeden matematyk akceptowal wyzwanie drugiego, kaz-
dy musial rozwiazaé zestaw probleméw zaproponowanych przez drugiego. Zwyciestwo oznaczalo wielki
splendor, ale porazka — nawet strate funduszy na badania lub utrate pozycji na uniwersytecie.

By¢ moze pojedynki te zapoczatkowal cesarz Fryderyk II (syn Barbarossy), ktéry odwiedzil Pize w 1225
roku. Znajac reputacje Fibobacciego cesarz uznal, ze warto poddac ja prébie przez... zorganizowanie tur-
nieju. Druzyne cesarza stanowili Jan z Palermo i Mistrz Teodor, za$ druzyne Leonardo stanowit on sam.
Pytanie mu postawione brzmiato: znalez¢é kwadrat liczby wymiernej, ktéry pozostaje kwadratem liczby
wymiernej zaréwno gdy dodamy do niego 5, jak i gdy odejmiemy od niego 5. Innymi (naszymi) stowy
oczekiwano przyktadu, ze 5 stanowi congruum, czyli réznice w ciagu arytmetycznym trzech kwadratow
liczb wymiernych. Najmniejszy przyklad rozwiazania problemu turniejowego to 1681/144 — co Leonardo
wykryl (choé¢ przed nim inni). W swoim drugim waznym dziele Liber quadratorum Fibonacci atakowal
ogdblny problem congruum prébujac zastapié¢ liczbe 5 innymi, w tym kwadratami liczb catkowitych (np.
1), dla ktérych nie umial go rozwiazaé. Zrobil to dopiero Fermat, co wymagalo prostego (ale jednak
jakosciowo bardzo nowatorskiego) pomystu zakladajacego, ze z istnienia ,najmniejszej realizacji kwadra-
towego congruum” wywie$é mozna istnienie jeszcze mniejszej realizacji (i dostaé sprzecznosé). Jest to
technika nieskoniczonego schodzenia.

Od czasow starozytnych przez cale $redniowiecze powszechnie uzywanym narzedziem rachunkowym byt
abak (lac. abacus). Mial wiele postaci, ale zwykle byla to deska z zaznaczonymi liniami, gdzie rachowalo
sie przesuwajac na pasach odpowiednie kamyczki. W Polsce abaki uzywane byty jeszcze w XX wieku
pod nazwa liczydlta. W XIV wieku pojawit sie, a w wiekach XV-XVI wielkiego znaczenia nabral zawdd
rachmistrza, ktory na zlecenie wladz lokalnych, bankéw, kupcow itd. prowadzil ksiegowos¢ i wykony-
wal rozmaite rachunki: wymiane walut, naliczanie procentu prostego i skladanego, obliczanie objetosci
czy ciezaru w oparciu o pomiary itd. Oczywiscie abak byl podstawowym narzedziem pracy rachmistrza.
Zawdd byl tak poptatny, ze rachmistrzowie prowadzili wtasne szkoty i pisywali ksigzeczki z wyjasnieniem
swoich metod. Zaleta abaku bylo miedzy innymi to, ze mogli na nim liczy¢ ludzie nie umiejacy pisaé czy
czytaé, nie byl tez potrzebny do tego drogi woéwczas papier. Takich rachmistrzow nazywano abacystami.
Oczywiscie byli i tacy, ktorzy uzywali pior i tych nazywano algorystami. Ci zwykle wypelniali ksiegi.



To wtlasnie z grona algorystéw wywodza sie pierwsze oryginalne nowozytne metody algebraiczne.
Dla tatwiejszego wykonywania dzialan wprowadzali symbole dodawania, odejmowania, pierwiastkowa-
nia, a to z kolei zachecalo do stawiania dalszych pytan. Pojawilo sie rozwazanie zagadnien z niewiadoma
oraz wypracowywanie umiejetnosci jej obliczania. To wsérdd tego grona wyrdzniono ludzi nazywanych
algebraikami. To wladnie oni zapoczatkowali przelom w algebrze, ktéry umiejscawiamy w XVI wieku.
Najwieksza stawe osiagneli znani i dzi§ Wlosi parajacy sie¢ rozwiazywaniem réwnan stopnia trzeciego
i czwartego: Nicolo Tartaglia i Geronimo Cardano. Rosto rozumienie liczb i bieglo$é w stosowaniu metod
algebry. Zaczeto uzywaé zera i liczb ujemnych, a w XVI wieku, cho¢ z oporami, stosowaé zaczeto liczby
zespolone. Do wybitnych, szesnastowiecznych algebraikéw nalezal tez Francois Viete, prawnik z zawodu.
Jak pisze prof. Wiestaw, caly wiek szesnasty jest okresem intensywnego rozwoju symboliki algebraicznej
tak, ze za czasow Kartezjusza proces ten jest niemal zakonczony. Newton uzywa w wieku XVII prawie
tej samej symboliki, jakiej uzywamy wspotczesénie, z wyjatkiem nawiasu, ktory zapisuje jako a + b. W ten
sposOb powstaje miedzy innymi symbol v/a + b oznaczajacy pierwiastek w nawiasie, tj. z liczby a + b.

Wréémy do Europy przetomu epok, czyli do wieku XV. Powiemy teraz o pewnych podstawowych proble-
mach algebry nowozytnej. Jak juz wspomnieliSmy, dzieto ”Liber abaci” z 1202 roku stanowilo nie tylko
zebranie i podsumowanie znanej 6wczesnie wiedzy matematycznej, takze arabskiej, ale tez w pewnych
miejscach jej rozwiniecie. Dzielo to stawialo wazne dla przysztych pokolen pytania. Dopdki jednak nie
rozwing sie uniwersytety oraz nie zostanie na szeroka skale wykorzystany wynalazek druku, nauki éciste
beda w stagnacji, a rozwijaC sie bedzie w zasadzie gléwnie ,matematyka stosowana” w handlu i ban-
kowosci. W 1494 roku franciszkanin Luca Pacioli wydaje ,,Summa de arithmetica”, w zasadzie pierwsze
powazne drukowane dzielo matematyczne (uwazane, nomen omen, za kamief milowy w historii rachunko-
wosci) w ktérym umiesci teze o nierozwiazywalnosci réwnania stopnia trzeciego. Rozpocznie tym samym
szeroka dyskusje i otworzy nowy rozdzial w historii réwnan algebraicznych. Czotowa role w tej dyskusji
ogrywaé beda przez caly XV i XVI wiek matematycy wloscy. Jak przebiegalaﬁ ta dyskusja?

Pierwsza osoba, ktéra znalazla rozwiazanie réwnania 22 + ax = b byt bolonski profesor Scipione del Ferro
(1465-1526). Jego ojciec Floriano pracowal w przemysle drukarskim i juz w wieku mlodzienczy!t Scipione
mial dostep do prac klasycznych prac, w tym oczywiscie do ,Liber...”. Czytelnika zaskoczy by¢ moze fakt,
ze nie zachowaly sie zadne prace del Ferro. Wydaje sie, ze obawial sie wyzwania i ewentualnej utraty
pozycji na uniwersytecie w Bolonii. Trzymal wigc swoja prace w ukrycie, dzielac si¢ jedynie z najblizszymi
uczniami. Zachowal przy tym notatnik, w ktérym zapisal wszystkie najwigksze osiagniecia. Po Smierci,
jego zie¢ Annibale della Nove — sam matematyk i byly uczen del Ferro, odziedziczyl notatki stryja, wraz
7 pozycja na uniwersytecie. Same notatki pozostaly jednak w ukryciu az do roku 1543, gdy della Nove
odwiedzili dwaj bardzo znani matematycy: Gerolamo Cardano i Lodovico Ferrari, poszukujacy metody
del Ferro. Skad o niej wiedzieli?

Kilka lat wczedniej w Wenecji glosno bylo o matematyku samouku Nicolo Targaglii, chetnie uczestnicza-
cym w pojedynkach matematycznych. Do jenego z tych pojedynkéw stanatl z Tartaglia niejako Fior —
jeden z uczniow del Ferro, niezbyt pojetny, jak podaja relacje. Kazda ze stron podata drugiej 30 rownan
do rozwiazania. Wszystkie dotyczyly réwnania wielomianowego stopnia 3. Co o nich wéwczas wiedziano?

Matematycy wiedzieli wéwczas, ze rozwiazanie ogélne réwnania trzeciego stopnia moze by¢ zredukowane
do rozwigzania jednego z dwoch typéw réwnan: x® + mx = n oraz 3 = ma + n, gdzie m,n > 0. Dlacze-
go dwa typy? Nie uznawano wéwczas liczb ujemnych i przeksztalcen réwnowaznych z ich uzyciem. Fior
wiedzial jak rozwiazywaé tylko pierwszy z wymienionych wyzej typdéw. Zadania Fiora dotyczyly zatem
jedynie tej klasy réwnan, podczas gdy zadania Tartaglii byly bardzo réznorodne. W trakcie pojedynku,
13 lutego nad ranem, Tartaglia odkryl metode rozwiazywania réwnan pierwszego typu i mecz wygral, co
dalo mu wielka stawe i zainteresowanie stynnego lombardzkiego matematyka Cardano.

Cardano poprosit Tartaglie w 1539 roku o wyjawienie metody rozwiazywania tych réwnan i obiecal do-
chowania tajemnicy i nieujawniania metody. W 1540 roku asystent Cardano Lodovico Ferrari opracowatl
metode redukcji réwnan czwartego stopnia do réwnan szeéciennych, co motywowalo dodatkowo do zla-
mania obietnicy. Jak to zrobi¢? Rozwiazaniem okazala sie¢ wizyta u ziecia del Ferro — wspomnianego juz
della Nove w 1543 roku. Cardano uznal, ze to wlasnie del Ferro odkryl jako pierwszy metode rozwigzania
réwnan stopnia 3 i poczul sie zwolniony z tajemnicy danej Cardano.

6 Jej szersze oméwienie znajdzie Czytelnik w tekscie prof. Pawta Gladkiego: http://www.math.us.edu.pl/ pgladki/faq/
nodel129.html.
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W 1545 roku Cardano opublikowal Artis Magnae, Sive de Regulis Algebraicis Liber Unus (Ksiega Pierw-
sza o Wielkiej Sztuce, lub o Zasadach Algebry, stanowiace obok stynnego ”De revolutionibus” Kopernika
i ”De human corporis fabrica” Vasaliusa, jedno z trzech najwazniejszych traktatéw naukowych wczesnego
renesansu. Pierwsze wydania tych trzech dziel mialy miejsce w latach 1543-1545.

Wielko$¢ dzieta Cardano oparta byta na kilku czynnikach. Kojarzymy przede wszystkim pierwsze bez-
posrednie wprowadzenie do jezyka matematyki pierwiastkéw z liczb ujemnych, zwanych pézniej liczbami
zespolonymi. Istota rewolucji nie byly wéwczas jednak same liczby zespolone (ktérych wystepowanie ba-
gatelizowal sam autor, nie potrafiac im przypisa¢ zadnego fizycznego znaczenia), poniewaz liczby te wcale
nie postuzyly Cardano do rozwiazywania rownan stopnia 3. Z uwagi na to, ze éwczesnie nie stosowano w
przeksztalceniach algebraicznych liczb ujemnych, Cardano zmuszony byt rozpatrywaé az trynasci rozma-
itych klas réwnan stopnia 3. Rozwiazanie zadnej z tych klas nie wymagalo uzycia liczb zespolonych. Liczby
zespolone wspomniane sg przy rozwiazywaniu klasycznego problemu poszukiwania liczb, ktérych suma
rowna jest 10, a iloczyn rowny jest 40. Cardano wprowadzil réwniez koncepcje pierwiastka wielokrotne-
go wielomianu, miedzy innymi rozpatrujac liczbe —2 jako dwuktorny pierwiastek réwnania 23 = 122+ 16.

W wieku XVII i XVIII wzrasta ogromnie znaczenie matematyki, a zwlaszcza analizy i algebry. Nie jest
to juz miejsce na dokladny opis rozwazanych probleméw. Z pewnoscig do centralnych zagadnien alge-
braicznych naleza wciaz problemy rownan, w tym problemu rozwiazywalnoéci réwnan wielomianowych
wyzszych stopni. W pracach Eulera i Lagrange’a pojawiaja sie, cho¢ implicite, grupy (zwlaszcza gru-
py permutacji zbioru skonczonego). Badane sa w tym kontekscie binarne formy kwadratowe (postaci
f(x,y) = ax® + by + cy? o wspoétezynnikach catkowitych). Wyniki wielkich matematykow XIX wieku —
Ruffiniego, Gaussa, Abela, Galois, Bettiego i Jordana oraz odpowiedZ na problem rozwiagzywalnosci row-
nan oraz starozytne problemy konstruowalno$ci wielokatéw foremnych, podwojenia szeScianu czy trysekcji
kata stanowia istotna motywacje dla rozwoju teorii grup. Innym waznym kierunkiem jest teoria liczb,
zwlaszcza problem Fermata, ktéry motywuje szereg konstrukcji autorstwa Eulera, Cauchy’ego, Gaussa,
Dirichleta, Kummera i innych.

Od polowy XIX wieku algebra stopniowo zaczela stawaé sie czyms$ wiecej niz teorig réwnan diofantycz-
nych lub wielomianowych, cho¢ mozna powiedzie¢, ze wszystkie dzialy algebry wywodza sie w jaki$ sposéb
z teorii réwnan. Teoria rozwiazywania rownan wielomianowych dala poczatek rozwojowi teorii grup i cial.
Prace nad zagadnieniami teorioliczbowymi przyczynity si¢ do polozenia podwalin pod badanie pierscieni
przemiennych i idealéw. Badania stozkowych i kwadryk w jezyku geometrii analitycznej ukazaly geome-
tryczne aspekty teorii réwnan, prowadzace do geometrii algebracznej, algebry liniowej, teorii krzywych
az do uprawiania geometrii ,nad” dowolnym pierscieniem. Wraz z pojeciem cyklu dla wielo$cianéw wpro-
wadzonym przez Poincare na przetomie XIX i XX stulecia, rozwija¢ sie zaczeta teoria grup homologii,
topologia algebraiczna, a w dalszej perspektywie — algebra homologiczna i teoria kategorii. Czytelnika
zainteresowanego rozwinieciem waznego tematu wspotczesnej roli algebry w matematyce, odsytam przede
wszystkim do dwoéch artykuléw prof. Bialynickiego-Biruli: O algebrze oraz Bourbaki a sprawa polska.

Dalsza mozliwa lektura

e S. Balcerzyk, A. Bialynicki-Birula, O algebrze, Wiadomosci Matematyczne 12 (1971)
https://wydawnictwa.ptm.org.pl/index.php/wiadomosci-matematyczne/article/download/
2030/1905

e A. Bialynicki-Birula, Bourbaki a sprawa polska, MSN 2003,
https://smp.uph.edu.pl/msn/32/bb.pdfl

e Farliest Uses of Various Mathematical Symbols, MacTutor History of Mathematics Archive, https:
//mathshistory.st-andrews.ac.uk/Miller/mathsym/.

e M. Kordos, Wyklady z historii matematyki, Warszawa 2006.

e M. Kordos, Stabilnie czy dynamicznie?, Delta 12/2016, https://wuw.deltami.edu.pl/temat/
roznosci/historia_i_filozofia/2016/11/27/2016-12-delta-kordos.pdf.

e L. Stallings, A Brief History of Algebraic Notation, School Scienc and Mathematics 100 (2000),
230-235.

o W. Wiestaw, Drogi i manowce poczgtkow algebry, Szkota Matematyki Pogladowej, https://smp.
uph.edu.pl/msn/15/16-26.pdf.
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Dodatek B. Kalendarium —
matematycy starozytni

Zrédlem ponizszych danych jest serwis MacTutor History of Mathematics https://mathshistory.
st-andrews.ac.uk/, pewne komentarze z podrecznikéw M. Kordosa i J. Stilwella, stynna ksiazka A Short
Account of the History of Mathematics W.W.R. Balla (1888), a takze encyklopedie internetowe: Wikipedia
oraz (bardzo dobry) serwis https://www.encyclopedia.com/.

Starozytna Grecja

Podane daty nalezy traktowaé orientacyjnie. Pomijam wigkszo$¢ osiagnie¢ geometrycznych.

e Tales (-624, -547). Postaé¢ na granicy mitu (jesli nawet napisal jakie§ dziela, byly one zaginione
juz w czasach Archimedesa), wymieniana jednak przez Plutarcha jako jeden z Siedmiu Medreow
(przed Sokratesem). Uznawany za ,pierwszego matematyka” stosujacego rozumowania dedukcyjne
(choé raczej nie byly to dowody formalne). Przypisuje sie mu przeniesienie egipskiej matematyki do
Grecji, zmierzenie wysokosci piramid, definicje liczby oraz pieé¢ twierdzen elementarnej geometrii:

okrag jest dzielony na poét przez kazda $rednice,
— katy przy podstawie tréjkata réwnoramiennego sa réwne,

— katy pomiegdzy przecinajacymi si¢ prostymi sa rowne,

cecha kbk przytawania i podobienstwa,

kat oparty o Srednice okregu jest prosty.

e Pitagoras (-570, -490). Kolejna postaé na granicy mitu, ktéra nie pozostawila dziel pisanych. Utoz-
samiany czasem z cala szkola filozoficzna, ktéra sformulowala haslo: wszystko jest liczba (mozna je
tez rozumieé jako — rzeczywisto$é jest w swojej naturze matematyczna). Przypisuje si¢ mu naste-
pujace wyniki (choé¢ prawie na pewno byly to raczej wyniki czlonkéw jego szkoly):

— okreslenie wlasnosci liczb parzystych, nieparzystych, trojkatnych, doskonalych itd., w tym
fakty o sumie pierwszych n liczb naturalnych oraz pierwszych n liczb nieparzystych,

— badanie nad proporcjami w geometrii, w tym zlotym podzialem (w pentagramie), figurami
podobnymi oraz dowod tw. Talesa,

— odkrycie niewspo6tmiernosci przekatnej kwadratu z jego bokiem,

— dowdd, ze suma katéw tréjkata réwna jest dwém katom prostym oraz uogdlnienie na inne
wielokaty wypukte,

— konstrukcje figur o danym polu (algebra geometryczna), w tym rozwiazywanie réwnan postaci
a(a — r) = 2% metoda geometryczna,

— konstrukcje wieloscianéw foremnych (raczej tylko pierwszych trzech),

— pierwszy dowdd twierdzenia Pitagorasa (znanego przez inne cywilizacje od stuleci).

e Hipokrates z Chios (-470, -410). Znany gléwnie ze stynnych  ksiezycow”, zwiazanych z docie-
kaniami nad kwadratura kota. Zostal usuniety ze szkoly pitagorejczykow za nauczanie za oplata.
Sprowadzil problem podwojenia sze$cianu do znalezienia takich dwéch liczb z,y, ze dla dwéch da-
nych, dowolnych liczb a i b, zachodzi a : * = z : y = y : b, co wykorzystal pézniej Archytas.
Jego Elementy stanowily podstawe wykladu Euklidesa, choé¢ nie zachowaly sie do dzi$. Wprowa-
dzil uzywana pézniej przez Grekéw konwencje oznaczania punktow i odcinkéw za pomoca liter.
U Hipokratesa znajdziemy tez wyraznie zaznaczona metode redukcji jednych twierdzen do innych.
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e Platon (-428, -347). Tworca Akademii Ateniskiej, najdtuzej dzialajacej instytucji naukowej w dzie-
jach (az do VI wieku n.e.). Choé nie mial wielkiego wkladu w sama matematyke (mimo nazwy
takiej jak wielo$ciany platonskie), byl nauczycielem Eudoksosa, Arystotelesa, Teatejosa (i by¢ mo-
ze Archytasa, cho¢ sg tu rézne szkoly). Przypisujemy mu przy tym:

— ograniczenie $rodkéw konstrukcyjnych w geometrii do cyrkla i linijki,

— wprowadzenie dowodzenia apagogicznego (nie wprost), czyli przez uzyskiwanie absurdalnych
wnioskow z zaprzeczenia dowodzonej tezy.

e Archytas (-428, -350). Pitagorejczyk, blisko zwiazany z Platonem, jeden z pierwszych, ktérego
tekst O harmonii przetrwal we fragmentach. Jeden z twércow teorii harmonii i skal muzycznych,
badajacy trzy podstawowe $rednie: arytmetyczna postaci a — b = b — ¢, geometryczna postaci
a:b=b: coraz harmoniczna postaci (a — b) : (b —¢) = a : ¢ (ta trzecia zawdziecza mu nazwe).

— Wykazal, Ze nie istnieje catkowitoliczbowa $rednia geometryczna liczb pozostajacych w sto-
sunku (n + 1) : n, (proporcja wazna w muzyce), czyli fakt o niewymiernosci \/n(n + 1).

— Przypisuje sie mu pierwsze geometryczne rozwiazanie problemu podwojenia szescianu ( nie za
pomoca cyrkla i linijki), pdzniej rozwiniete przez Menaechmusa i jego teorie stozkowych.

— Uwazany jest za tworce mechaniki matematycznej, ktéra wprowadzila ruch do rozwazan geo-
metrycznych (przy problemie podwojenia szeScianu poprzez tzw. krzywa Archytasa).

— Znany z eksperymentu myslowego majacego dowodzié¢ nieskonczonosé wszech$wiata.

e Eudoksos (-408, -355). Najwybitniejszy matematyk Akademii Platonskiej, po ktérym nie za-
chowaly sie dziela, ale jego teorie zawiera ksiega V Elementéw (wydana niedawno w Polsceﬂ).
Jego teorie proporcji i wyczerpywania uznawane sa za fundament teorii miary i liczb rzeczywistych
(Archimedes oraz czy Newton rozwineli teori¢ wyczerpywania, za$ Dedekind rozwinal teori¢ pro-
porcji do teorii przekrojéw).

— Tworca teorii proporcji, wylozonej u Euklidesa, a p6zniej rozwijanej przez Archimedesa czy
Dedekinda (definicja liczb rzeczywistych przez przekroje), w ktérej (za Bourbakim) wielkosci
tego samego rodzaju sg scharakteryzowane przez to, ze moga by¢ poréwnywane, dla dwoch
wielkosci tego samego rozmiaru istnieje wielkos¢ tegoz rozmiaru rowna ich sumie oraz zachodzi
aksjomat przypisywany Archimedesowi (ktéry go skutecznie uzywal), czyli kazda wielko$é
dodana do siebie dostatecznie wiele razy przekroczy dowolna wielnoéé (wtedy rozwazano tylko
wielknosci dodatnie)

— Tworca teorii wyczerpywania, ktéra hastowo ujmuje si¢ czasem jako catke EudoksoseEl7
przypisuje sie mu takze dowdd tego, ze pola kél (objetosci kul) maja sie do siebie tak, jak
kwadraty ich promieni (szesciany), oraz wyznaczenie objetosci ostrostupa i stozka.

e Teajtet (Teajtetos) (-417,-369). Czlonek Akademii Ateniskiej, znany z dialogéw zapisanych przez
Platona (takze pod nazwa Teajtet). Odkrywca dwunasto$cianu foremnego. Uczony zajmujacy sie
teoria wspétmiernoéci, w jezyku ktérej formutuje algorytm Euklidesa. Dtugosci odcinkéw poréwny-
wal poprzez ten algorytm za pomoca ciagdéw proporcji (potencjalnie nieskoniczonych), uznawane za
alternatywne podejscie do liczb rzeczywistych, ujmowane p6zniej w jezyku utamkéw tancuchowych.

e Arystoteles (-384, -322). Obok Sokratesa i Platona, jeden z trzech nastynniejszych filozoféw sta-
rozytnej Grecji. Twérca odmiennego od platonizmu systemu filozoficznego, ktéry legt u podstaw
gléwnej chrze$cjanskiej doktryny filozoficznej (tomizm). Arystoteles zalozyl wlasna szkole filizo-
ficzng w Atenach, zwang Liceum. Szkola ta, wspierana pdzniej przez Aleksandra Macedonskiego,
wyparta wkrétce znaczeniem Akademie. Nie uznawal matematyki za samodzielng teorie, ale raczej
za narzedzie do opisu réznych zjawisk naturalnych (np. teczy).

— Zapoczatkowal logike formalng, zwlaszcza stosowana do dzi$ tzw. teorie sylogizméw.

— Twoérca termindéw nieskoniczono$é potencjalna i aktualna (ktérej stosowania zabranial).
Wielu jej aspektow nie rozumial, czego przyktadem jest obalone przez Galileusza twiedzenie,
ze Arystoteles uwazal, ze w swobodnym spadku predkos¢ jest proporcjonalna do drogi.

— Uwaza sig, ze Arystoteles jako pierwszy sformulowal intuicje wektorowe (w odniesieniu do sit),
w tym tzw. zasade rownolegloboku dodawania wektoréw, obecna péniej w Mechanice Herona
(I wiek) oraz w Principiach Newtona (1687).

7https ://ccpress.pl/euklides-elementy-teoria-proporcji-i-podobienstwa
8https://wuw.mimuw.edu.pl/sites/default/files/wyczerpywanie.pdf
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e Euklides (-325, -265), zyjacy w Aleksandrii, zwiazany z wielka biblioteka, by¢ moze nawet pierwszy
jej kierownik. Tzw. ojciec geometrii, postaé, ktorej autentycznosé jest dyskutowana. Twoérca dziela
Elementy — najwazniejszego podrecznika, a moze i najwazniejszego dzieta naukowego w dziejach
(na pewno ma najwiecej wydan — ponad 1000). Dzieto Euklidesa uwaza sie za kompilacje wiedzy
antycznej 1 triumf metody dedukcyjnej, ustalonej przez Akademie Atenska. Podejrzewa sig, ze moze
by¢ efektem prac calego zespolu uczonych. Elementy zlozone sa z trzynastu ksiag, ktére krétko
omawiamy. Tresci ksiag I i IT znane byly Pitagorejczykom. Ksiega III zawiera tematy poruszane
przez Hipokratesa. Ksiega V to teoria Eudoksosa, za$ ksiegi IV, VI, XI i XII prawdpodobnie sa
autorstwa pigagorejskich lub atenskich matematykow. Ksigga X moze by¢ oryginalnym podejéciem
do teorii Teatejosa. Warsztat redakcyjny calosci pracy nadaje jej jednak ponadczasowy i monumen-
talny charakter. Material wcze$niejszych autoréw zostal odpowiednio uporzadkowany, pominieto
oczywiste dedukcje, a w niektérych miejscach pojawily sie¢ nowe dowody. Na podstawie Elementow,
zwlaszceza pierwszych ksiag, uczono geometrii az do poczatkéw XX wieku (choé nie bezposrednio).

Szczegdlnie pieknego wydania cyfrowego Elementow realizujacego idee ,,pogladowosci” dokonal gra-
fik Nicholas Rougeux, przenoszac na strong https://www.c82.net/euclid/ stynne wydanie autor-
stwa Olivera Byrne z 1847 roku. Pelne ttumaczenie interlinearne 13 ksiag FElementow na jezyk
angielski: https://farside.ph.utexas.edu/books/Euclid/Elements.pdf.

Ksiega I — Podstawy geometrii ptaszczyny. Zawiera definicje, stynne pie¢ postulatéw oraz piec
aksjomatéw. Pierwsza polowa to podstawowe fakty dotyczace przystawania trojkatow, a da-
lej trojkatéow réwnoramiennych i prostopadlosci. Kilkanascie twierdzen dotyczy rownoleglosci,
kolejne — wielokatéw o réwnych polach. twierdzenia Ostatnie dwa twierdzenia to twierdzenie
Pitagorasa, oraz twierdzenie odwrotne. Ksiega zawiera tez podstawowe konstrukcje (w duchu
Platona) np. symetralna odcinka czy dwusieczna kata.

Ksiega IT — , Algebra geometryczna”, gdzie za pomoca réwnoéci pél dowodzi sie podstawowe
tozsamosci algebraiczne, w tym wzory skréconego mnozenia. Ksiega zawiera konstrukcje, dla
danego odcinka o dlugosci a, odcinka o dtugosci v/a. Sa tez uogdlnienia twierdzenia Pitagorasa
na katy ostre i rozwarte.

Ksiega ITI — Okregi i ich wlasnosci, znajdowanie érodka, katy érodkowe, wpisane, dopisane,
styczne do okregu, tuki Talesa (czyli Hipokratesa), potega punktu, twierdzenie Talesa.
Ksiega IV — Konstrukcje okregu wpisanego i opisanego na tréjkacie, a takze wielokatéw forem-
nych o 3, 4, 5, 6, 10 i 15 bokach.

Ksigga V — Teoria proporcji Eudoksosa, w tym podstawowe zasady rachowania na proporcjach
(czyli we wspodlczesnym jezyku — liczbach rzeczywistych).

Ksigga VI — Teoria proporcji w geometrii, zwlaszcza w teorii figur podobnych. Zawiera twier-
dzenie o proporcjonalnoéci pél i podstaw trojkatéow o rownych wysokosciach, a takze dowod
twierdzenia Talesa za pomocg pol.

Ksiega VII — Elementarna teoria liczb (ujecie geometryczne): podzielnosé, liczby pierwsze i
zlozone, algorytm Euklidesa, znajdowanie NWD i NWW.

Ksiega VIII — Konstrukcja i istnieje ciagéw geometrcznych liczb catkowitych.

Ksiega IX — Zastosowanie poprzednich dwéch ksiag do dowodu istnienia nieskonczenie wielu
liczb pierwszy oraz wszystkich parzystych liczb doskonatych.

Ksiega X — Niewymiernos¢ pierwiastkow z niekwadratow liczb catkowutych, klasyfikacja nie-
wspélmiernych pierwiastkéw, w tym konstrukcje pierwiastkéw typu va2 + b2 oraz v/ab. For-
muta na tréjki Pitagorejskie.

Ksiega XI — Stereometria; prostopadlosé, réwnoleglto$é, objetoéé¢ i podobienstwo réwnoleglo-
Sciandéw. Twierdzenie o tym, ze suma rozwarto$ci dwoch katow naroza tréjsciennego jest wiek-
sza od trzeciego kata.

Ksiega XII — Teoria wyczerpytania; objetosci stozkéw, ostrostupow, walcéw i ich stosunki.
Ksigga XIII — Wielo$ciany foremnych, w tym dowdd, ze jest ich pig¢. Konstrukcja wieloscianéw
platonskich wpisanych w sfere. Poréwnanie stosunkéw ich krawedzi do promienia.

ksiega I ||| IV |V | VI|VII| VI | IX| X | XI | XIT | XIII | tacznie
definicje 23| 2 | 11| 7 | 18] 4 22 - - 16 | 28 - - 131
postulaty 5| - | — - =] - - - - - - - - 5
pojecia pierwotne | 5 - - - - - - - - - - - - )
twierdzenia 48 | 14 | 37 | 16 | 25 | 33 | 39 27 |1 36 | 115 | 39 | 18 18 465



https://www.c82.net/euclid/
https://farside.ph.utexas.edu/books/Euclid/Elements.pdf

e Archimedes (-287, -212). Uznawany za najwybitniejszego matematyka starozytnosci. Autor me-
tody wyczerpywania, twérca hydrostatyki i statyki (np. prawo Archimedesa, zasada dZzwigni, prawa
réwni pochylej, sSrodek masy), astronom (globus, planetarium). Wybrane dziela

— O wymierzaniu kola — metoda wyczerpywania zastosowana do wyznaczenia pola kola za po-

moca wielokatéw foremnych, przyblizenia 3% << 3%—(1) oraz % <3< %.

O kuli 1 walcu — wykorzystanie asjomatu Teatejosa czyli tzw. aksjomatu Archimedesa, zalez-
noéci wiazace pole powierzchni i objetosé kuli, walca i czasy kuliste;j.

— Kwadratura paraboli — pole powierzchni ograniczonej przez parabole oraz prosta jest réwna
4/3 pola tréjkata wpisanego w ta figure — w istocie jest to problem znajdowania sumy ciagu
geometrycznego o ilorazie 1/4.

— O liczeniu piasku — o wielkich liczbach, o tym ile ziarenek piasku potrzebne jest do wypelnienia
catego wszech§wiata (wyszto 8 - 109%), a najwicksza rozwazana liczba byta 10810,

— O liniach spiralnych — wprowadzil tu spirale Archimedesa

e Erastotenes (-276, -194), drugi dyrektor biblioteki aleksandryjskiej, znany najbardziej z tzw. si-
ta Erastotenesa (obecnego juz u Euklidesa). Najwieksza stawe przyniosta mu Geografia, w tym
obliczenie dlugosci promienia Ziemi (jako kulistej) oraz odleglosci od Ksiezyca. Obliczyl réwniez
nachylenie osi Ziemii.

e Ptolemeusz (85, 165), wielki astronom aleksandryjski, twérca wielkiego dziela Almagest, poswie-
conemu zastosowaniu geometrii w astronomii, opisujacy ruch Stonca, Ksiezyca i planet. Model geo-
centryczny tego uczonego przetrwal ponad 1400 lat. Za pomoca cieciw powstalych przez wpisanie
360-kata foremnego wyznaczyl nowe przyblizenie m oraz /3. Rozwaza réwniez metody trygonome-
ryczne w oparciu o funkcje blisko stowarzyszong z sinusem, uzyskujac miedzy innymi analogi formut
na sin(a + b) oraz sin(a — b). Przerwaly réwniez inne wazne dziela: Optyka i Geografia.

e Diofantos (ok. 200-284), uczony aleksandryjski, tzw. ,ojciec algebry”. Autor stynnej Arytmetyki,
liczacej 13 ksiag, z ktérych znamy obecnie tre$é 10 (ostatnie cztery zostaly odnalezione w II polowie
XX wieku!). Wprowadzil symbolike skracajaca zapis réwnan. Réwnania diofantyczne, czyli zadajace
rozwiazan w liczbach catkowitych lub wymiernych (dodatnich!), byly zar6wno oznaczone, jak i
nieoznaczone. Arytmetyka liczyla 13 ksiag. Przez wieku znano jedynie pierwsze 6. W 2023 roku
ukazalo si¢ pierwsze pelne angielskie tlumaczenieﬂ Przykladowe zagadnienia:

— Ksiega 1: problemy sum i réZnic, np. znajdz dwie liczby znajdac ich sume i iloczyn, znajdz
dwie liczby takie, ze ich suma i suma ich kwadratéw sg dane, znajdz dwie liczby, ktérych suma
i réznica ich kwadratéw sa dane, znajdz dwie liczby takie, ze ich roznica i iloczyn sa dane,

— Ksigga 2: problemy dotyczace réznic kwadratow i pokrewnych zagadnien

— Ksiega 3: problemy dotyczace kwadratow, ktérych ,nie mozna rozwiazac”, np. znajdz trzy
liczby takie, ze iloczyn dowolnych dwdch zwiekszony o trzecia daje kwadrat.

— Ksiega 4: problemy kwadratéw i szeSciandéw, np. znajdz dwa kwadraty, ktérych suma jest
szeScianem.

— Ksiega 5: podobna do ksiegi czwartej, ale z wyzszymi potegami i bardziej skomplikowanymi
rozwigzaniami, np. uklad réwnan

z+y =20 z* + my? = n?
23 + 3 = 140(z — y)?

— Ksiega 6: do powyzszych probleméw dochodza pierwiaski, np. 22 - y? + /23 - y2 = n?.

— Ksiega 7: podobne problemy, ale wielu zmiennych, np. podzieli¢ kwadrat na cztery czesci
takie, ze dwie odjete od wysciowego kwadratu sa kwadratami, a dwie pozostale dodatne do
wyjsciowego kwadratu sa kwadratami, i wiele bardziej skomplikowanych.

Problemy te, przypomnijmy to, rozwiazywane sa w konkretnych przypadkach, bez omawiania ogdl-
nych metod. Czesto jednak prezentowane rozwiazania ilustruja glebokie zrozumienie algebraiczne.

Niezwykle istotny jest réwniez watek geometryczny rozwiazan Diofantosa. Wiele prezentowanych
rozwiazan ma w istocie charakter, ktéry znamy z geometrii analitycznej, patrz np. https://en.
wikipedia.org/wiki/Diophantus_II.VIII,

90aks, Christianidis, The Arithmetica of Diophantus A Complete Translation and Commentary, Routledge 2023.


https://en.wikipedia.org/wiki/Diophantus_II.VIII
https://en.wikipedia.org/wiki/Diophantus_II.VIII

Dodatek C. Nauczanie matematyki
w kontekscie historycznym

Nasze przygladanie si¢ nauczaniu algebry zamykamy kilkoma uwagami dotyczacych drog jakimi ludzie
poznawali matematyke na przestrzeni dziejéw. Chodzi jedynie o kilka spostrzezen, ktére moga wzmocnié
nasza intuicje dydaktyczna. Wpisuje sie tym samym w stare juz postulaty tzw. zasady paralelizmu, ku
ktérej sklanialo sie wielu znanych matematykéw (m.in. F. Klein, H. Poincare, G. Polya, R. Thom).
Wedlug tej zasady rozwdj intelektualny osobnika powtarza, oczywiscie w duzym uproszczeniu, rozwdj
intelektualny ludzkosci. Jak pisze prof. Roman Duda w artykule Ksztalcenie matematyczne przysztych
nauczycieli matematyki z roku 1985 (link pod koniec dodatku):

Zasada paralelizmu dostarcza tez waznej wskazowki metodologicznej: czesto najlepsza dro-
ga do zrozumienia jakiego$ pojecia czy twierdzenia jest powtérzenie (w skrécie) drogi jego
odkrywania. Powinno to nas powstrzymywa¢ przed pokusa formulowania pojeé czy twierdzen
od razu w wyrafinowanej postaci, jaka uzyskaly w toku diugiej ewolucji, i jaka dla nieprzy-
gotowanego umystu jest trudna do przyjecia. Z tych uwag chce wyciagnaé trzy wazne, moim
zdaniem, wnioski. Wniosek pierwszy: przedmiotem nauczania w szkole jest i musi pozostaé
matematyka w znacznym juz stopniu martwa, ale kulturowo wazna. Wniosek drugi: nauczanie
matematyki powinno by¢ tak prowadzone, by byla to matematyka dydaktycznie zywa...

Zachecam Czytelnika do lektury calosci powyzszego artykutu, z ktérego tezami mocno sie utozsamiam,
ale réwniez do zatrzymania si¢ przez kilka chwil nad rozwazaniem tego jak ludzkos$¢ uczyta si¢ algebry,
i jakie byly przelomowe kroki w tym procesie. Przyjrzymy si¢ temu naturalnie w wielkim uproszczeniu.

W starozytnosci, bardziej jeszcze niz w pdzniejszych epokach, status spoteczny byl w zasadzie dany wraz
z urodzeniem i ewentualne pobieranie nauki wigzalo si¢ z przeznaczeniem wytyczonym mtodemu cztowie-
kowi. Dotyczylo to zaréwno Grecji jak i Rzymu, gdzie zwykle do okoto dwunastego roku zycia wybrane
dzieci uczone byty w domu, badz to przez rodzicéw, badz to wyksztalconego niewolnika. Wiekszo$é¢ z nich
poznawala pismo, muzyke, gimnastyke i drobne elementy arytmetyki i geometrii. Po tym czasie chlopcy
przenoszeni byli do szkoty, gdzie uczyli si¢ gramatyki oraz podstaw logiki i retoryki. Pod koniec tego etapu
wielu nie szlo dalej. Nielicznych staé¢ bylo na zatrudnienie prywatnego nauczyciela (Rzym) lub wejécie do
akademii prowadzonych przez takich ludzi jak Pitagoras, Platon czy Arystoteles.

Duza role w zachowaniu i przekazaniu dorobku starozytnoéci we wczesnym okresie sredniowiecza ode-
grali w V i VI wieku duchowni Marcjan Capella, Boecjusz oraz Kasjodor. Capella napisal obszerne
dzielo, ktorego cze$¢ pierwsza obejmowala podstawe nauczania w starozytnym Rzymie: gramatyke ta-
cinska, retoryke i dialektyke, a druga — arytmetyke, muzyke, geometrie i astronomie, ktére sktadaly sie
na pitagorejska matematyke. Wyrdznione przez Capelle przedmioty zostaly nazwane pozniej sztukami
wyzwolonymi (lac. artes liberales). Boecjusz ujal je w dwa wielkie cykle: nizszy zwany trivium, czyli
gramatyka, retoryka i dialektyka oraz wyzszy zwany quadrivium, stanowi¢ beda dyscypliny ustalone juz
przez pitagorejczykéw: muzyka, astronomia, arytmetyka i geometria. Kasjodor zalozyl pierwsza wielka
biblioteke zakonng w Vivarium w poludniowej Italii. Swoim mnichom nadal obowiazek opracowywania
i przepisywania starozytnych rekopisow. Bylo to, rzecz tak mozna, pierwsze sredniowieczne wydawnictwo.

Cykle Boecjusza staly si¢ w $redniowieczu podstawa nauczania w calym $wiecie lacinskim. Jego Insti-
tutis Arithmetica, w istocie lacinski przektad Arytmetyki Nikomachosa z okoto 100 r. n.e., wprowadzat
w arytmetyke liczb calkowitych dodatnich i w tej roli stuzyl Arabom i Europie ponad 500 lat. Jego
Geometria zawierala wyciag z trzech pierwszych ksiag Elementéw Euklidesa, z catkowitym pominieciem
dowodow. Dodane zostaly natomiast wskazéwki praktyczne, jak mierzy¢ pola dzialek oraz wprowadzenie
do podstawowego narzedzia, za pomocg ktérego wykonywano setki lat rachunki — abaku, o ktérym dalej.



O ile thumaczenia antycznego trivium uwazane byly przez kolejne wieki za udane, o tyle tlumaczenia
dziet antycznego quadrivium krytykowano w takim stopniu, ze w XII wieku wielka potrzeba (i bodzcem
rozwoju) stalo si¢ uzyskanie ponownego laciniskiego tlumaczenia, juz na podstawie dorobku arabskiego.

We wczesnym $redniowieczu zakladano przy klasztorach szkoly, prowadzace systematyczne nauczanie.
Bylo ono pamieciowe i bierne, bez podzialu na klasy i godziny lekcyjne. Uczono gléwnie czytania i pisa-
na, gtéwnie na potrzeby stanu duchownego. W IX wieku Karol Wielki stworzyl pierwsze po cesarstwie
rzymskim duze panstwo w Europie. Dalo ono oparcie tzw. odrodzeniu karolinskiemu, ktérego podstawa
byl powszechny w zamierzeniu system szkolny. Przy kazdym biskupstwie i opactwie postawaly szkoty,
a organizatorem szkolnictwa byl sprowadzony z Anglii Alkuin (ok. 730-804). Oprécz szk6t dla mnichéw
powstawaly tez szkoly dla $wieckich. Uczono w nich, z nielicznymi wyjatkami, jedynie trivium.

Po $mierci Karola Wielkiego cesarstwo sie rozpadlo, ale do jego refom wrocil po 200 latach papiez Grzegorz
VII. Europa wiekéw XI-XIII przezywala intensywny rozwéj. Czynnikiem postepu stawaly sie ambitniejsze
szkoly katedralne, ktérych wykladowcy i uczniowie wzorem cechéw zaczeli tworzy¢ wspélnoty. Czasem
byly to szkoly przyuczajace do waznych zawoddw, ale szybko pojawily sie tez szkoly o szerszym profilu.
Modelem uniwersytetu jako takiej szerszej instytucji stat sie Paryz, ktéry az do konca sredniowiecza po-
zostawal wzorem i gléwna uczelnig tacinskiego $wiata. Waznymi osrodkami byly tez Bolonia i Oksford.
Prawo zakladania uniwersytetow miat tylko papiez, co zapewniato im jednolita forme i koniecznosé utrzy-
mania nalezytego poziomu, a takze te sama strukture wydzialowa. Uniwersytet ,pelny” mial 4 wydzialy,
propedeutyczny, inaczej filozoficzny, gdzie niezaleznie od dalszego kierunku uczono sztuk wyzwolonych,
a nadto medyczny, prawny i teologiczny. Obowiazek przejscia kazdego zaka przez quadrivium ogromnie
sprzyjal ustabilizowaniu sie istotnego miejsca matematyki w kulturze Europy.

Celem nauczania propedeutycznego bylo raczej ¢wiczenie umyshu w sztuce $cistego wyrazania my$li i prze-
prowadzania dowodow, mniej za$ uczenie obliczen, pomiaréw czy sztuki prowadzenia rachunkéw. Zaintere-
sowani powazniejszymi zastosowaniami studiowali matematyke p6éZniej u osobnych mistrzéw (przykladem
takiego studenta byl Kopernik). Mimo wszystko roslo zainteresowanie matematyka réwniez w szkolach
nizszych typéw. Az do konca éredniowiecza nie pojawily sie znaczniejsze osiggniecia matematyczne.

Polskie szkoly zaczely powstawaé wraz z zageszczaniem i stabilizacja administracji koscielnej. Przy sie-
dzibach biskupich, a z czasem i poza nimi, powstawaly szkoty, ktérych liczba pod koniec wieku XIII
doszta do 30. Wymagano takze (z czasem), by nauczanie prowadzone byly takze w jezyku polskim.
Polacy zaczeli tez odbywaé studia we Wtoszech i Paryzu. Wyksztatceni na Zachodzie Polacy wracali
i wydatnie przyspieszali rozwéj wlasnego kraju. Szkoly nie uczyty wedlug ustalonego kanonu. Krytycznie
istotnym momentem stalo sie powotanie uniwersytetu w Krakowie w 1364 roku, z katedra sztuk wyzwo-
lonych przy koéciele mariackim. W 1402 roku mieszczanin krakowski Jan Stober ufundowal w ramach tej
uczelni osobna katedre nauk $cistych, druga po Bolonii na europejskich uniwersytetach.

Jak wygladalo nauczanie matematyki w czasach nowozytnych? Wielkie znaczenie miata tu Reformacja.
Tak jak w wiekach XI-XIII wysitkiem Kosciola powstaly i ugruntowaly sie uniwersytety, tak w wieku XVI
uksztaltowala sie nowozytna szkola érednia, ksztalcaca juz w rozumieniu humanistycznym, wcigz jednak
mocno nacechowanym religijnie. Wzorem takiej szkoly stalo sie protestanckie gimnazjum Jana Sturma,
zalozone w Strasbourgu w 1536 roku. Nowoscig byl w nim system klasowo-lekcyjny, potem powszechnie
przyjety. Jezykiem nauczania byla tacina, a podstawa nauczania trivium i quadrivium, z wyrazng prze-
waga tego pierwszego. Uczniem tej szkoty byl chocby Jan Zamojski, tworca Akademii w Polsce. Na szkole
Sturma wzorowaly si¢ zaréowno katolickie, jak i protestanckie szkoly, nazywane czesto gimnazjami lub
kolegiami. Dotychczasowe szkoly parafialne i klasztorne w wigkszosci spadly na poziom podstawowy.
Dziatania Soboru w Trydencie zaowocowaly powstaniem seminariéw duchownych i motywacje dla ist-
nienia szkél parafialnych ulegly zmianie, co sprawilo, ze staly sie dostepne dla wszystkich. W szkotach
srednich uczono w zasadzie jedynie przedstawicieli zamozniejszych sfer: szlachty, arystokracji i patrycjatu
miejskiego. Z czasem stalo sie to przyczyna duzego kryzysu, widocznego choéby w Polsce.

W $wiecie katolickim czolowa role odegral nowo utworzony zakon jezuitéw, ktory ustalit w 1599 roku
pierwszy w historii program nauczania w szkotach $rednich, zwany w skrécie Ratio. Byl to powszech-
ny program nauczania i wychowania zawierajacy rowniez wytyczne dla profesoréw. Poczatkowo w Ratio
niewiele bylo miejsca dla matematyki, Z czasem, w ciggu oSmiu lat nauczania, wyktadano FElementy
Euklidesa, arytmetyke i geometrig. Te i inne innowacje nadaly duza dynamike nauczaniu na poziomie
Srednim, wyprzedzajaca pod wieloma wzgledami rozwdj uniwersytetow, zatrzymany az do wieku XIX.



Uniwersytety, uksztaltowane wedlug sredniowiecznych wzorcéw i gtéwnie pod nadzorem koscielnym, mia-
ly niechetny stosunek do idei humanistycznych, Zywy ruch intelektualny przestal odbywac sie na uczel-
niach, a przeszedt pod opieke moznych mecenasow: kroléw, ksiazat i miast. W tych nowych srodowiskach
intelektualnych wybitna role odegra¢ mialy tworzace si¢ towarzystwa naukowe (m.in. Londyn, Paryz), na-
tomiast uniwersytety skupione na uczeniu tradycyjnym zaczely popada¢ w marazm. Takze w Polsce byto
to szczegblnie widoczne. Szlachta, majac gwarancje monopolu waznych stanowisk i godnoéci, ograniczala
sie do nauki w kolegiach i gimnazjach, uzupelnianej ewentualnie studiami zagranicznymi. W Akademii
Krakowskiej w XVIII wieku odsetek populacji szlacheckiej wynosit ok 10%. Odbijato si¢ to niekorzystnie
na jej statusie i finansach. Do tego doszly wieloletnie konflikty o wplywy z jezuitami.

W nauce, a takze w matematyce, nowozytnosé¢ rozpoczeta sie w zasadzie od prac Kopernika i Galileusza.
Zmienil sie paradygmat nauki. Do$wiadczenia Galileusza dotyczace opisu ruchu, ograniczonego do swo-
bodnego spadania, oraz jego matematyczny opis, stanowity zachete do $émielszego stosowania matematyki
i rodzily przekonanie, ze matematyka jest jezykiem przyrody. Byla to wielka, cho¢ z poczatku bardzo
powolna i trudna, zmiana w rozumieniu $wiata. Oczywiscie prowadzilo to do znanych sporéw z instytu-
cjami kodcielnymi i uniwersyteckimi. Nie chodzito jedynie o wybdr miedzy ta czy inng teoria, jak to miato
miejsce w przypadku Kopernika. Nauka ,uniwersytecka” dotad starala sie odkry¢ istote rzeczy i odpo-
wiadaé¢ na pytania dlaczego rzeczy sie dzieja, ujmujac te przyczyny w jezyku filozoficzno-teologicznym.
Ujecie Galileusza, Newtona, Keplera i kolejnych wielkich geniuszy XVII i XVIII wieku polegaé bedzie
na zastapieniu powyzszych pytan problemem wyjadnienia jak sie rzeczy maja i dzieja. Newton nie be-
dzie szukal odpowiedzi na pytanie ,czym jest grawitacja”, natomiast opisze precyzyjne jak ona dziata.
W koncu metoda znajdzie réwniez filozoficzne oparcie w kartezjanskiej metodzie metodycznego watpienia.

Wréémy teraz do kluczowego dla polskiej i (nie tylko) edukacji okresu konica XVIIT wieku. Nie wdajac
sie w szeroki kontekst, nalezy powiedzie¢ kilka stéw o wielkiej wizji i reformie proponowanej przez Komi-
sje Edukacji Narodowej. W 1772 roku nastapil pierwszy rozbiér Polski, a w roku 1773 ogloszono kasate
zakonu jezuitéw, prowadzacego wigkszosé kolegiéw w Rzeczypospolitej. Grozito to upadkiem szkolnictwa
i dalo impuls do reform. W tym samym roku Sejm powolal w zasadzie pierwsze w Europie ministerstwo
edukacji, ktére w skrécie nazywamy dzis Komisja Edukacji Narodowej. Zadania postawione KEN byty
ambitne: przejecie szkdl jezuickich i opracowanie podstaw prawnych i organizacyjnych nowego systemu
edukacyjnego dla calego kraju, opracowanie jednolitych programéw szkolnych i podrecznikéw dla reali-
zacji tych programéw, przygotowanie nauczycieli i administratoréw. Byta to pierwsza w dziejach $wiata
préba przeksztalcenia chaotycznego systemu szkolnego w system obowiazujacy na terenie kraju wszystkie
szczeble nauczania, zorientowany przy tej okazji na wychowanie wedlug oswieceniowych wartosci.

Nie sposéb opisaé tu calej tytanicznej pracy, wszystkich sukcesow i pomystéw dwudziestoletniej dziatal-
nosci KEN, nadzwyczaj na tamte czasy nowatorskiej (przejete zostaly one wlasciwie bez istotnych zmian
np. w zaborze rosyjskim). Z naszego punktu widzenia kluczowe moze by¢ stwierdzenie, ze reforma eduka-
cji oparta byla o matematyke, ktora wydzielona zostala jako osobny przedmiot, bedacy na szczycie listy
przedmiotéw nauczania, opatrzony podrecznikami wyltonionymi w ramach konkursu, przettumaczonymi
na jezyk polski i bardzo nowoczesnymi. Po reformach KEN utrwalit sie w szkotach polski jezyk nauczania.
Istotnie posunatl si¢ proces tworzenia polskiej terminologii matematycznej. Zainteresowanych podejéciem
KEN do nauczania matematyki, odsytam do tekstu Zofii Iwaszkiewiczowej. Czytelnika zainteresowanego
szerszym kontekstem odsylam do pieknej pracy zbiorowej Epoka wielkiej reformy. Studja i materijaly do
dziejow osSwiaty w Polsce X VIII wieku, wydanej przez Ksiaznice w 1923 roku.

Od poczatku XIX wieku powszechniejsze stalo sie ksztalcenie inzynieréw cywilnych i wojskowych, na-
uczycieli itp. co wymoglo zmiany w systemie nauczania, przede wszystkim we Francji i w Prusach. Byt
to réwniez czas narodzin powszechnego nauczania, rozwoju szkét wyzszych typu politechnicznego oraz
znacznego wzrostu poziomu nauczania kadr niematematycznych. W Prusach wypracowano koncepcje
uniwersytetu jako instytucji nie tylko nauczajacej, ale prowadzacej badania naukowe. Wzorem stal sie
uniwersytet w Berlinie, zalozony w 1811 roku. Cechg wyrézniajaca reformy pruskie bylo wyrazne roz-
graniczenie poziomu $redniego i wyzszego. Na poziomie érednim najwazniejsze byto 8-letnie gimnazjum,
koniczace sie egzaminem dojrzatosci, czyli matura. Dopiero ona pozwalata na wstep na uniwersytet. W slad
za tym szla zasada, ze nauczycielem gimnazjalnym mégl byé jedynie absolwent uniwersytetu, ktéry zda-
wal do tego trudny panstwowy egzamin nauczycielski. Na uniwersytetach ugruntowal sie panujacy obecnie
ustroj stopni i tytutow naukowych. Reformy te okazaly sie niezwykle skuteczne i trwale.



Potrzeby nauczania wymusily postep w kierunku tzw. rygoryzacji analizy (byly réwniez powody ma-
tematyczne). Jednym z efektéw byl chociazby podrecznik ,,Cours d’Analyse” Cauchy’ego czy notatki
Weierstrassa publikowane przez jego studentéw. Jeszcze w wieku XIX-tym niektére podreczniki dla szkot
$rednich zawieraly istotne informacje o rozwoju matematyki jako nauki, dajace (nauczycielowi, dla kto-
rego pisano podrecznik) choéby poczucie bycia na biezaco z jej rozwojem. Dalszy rozwd] analizy oraz
powstawanie nowych dziedzin matematyki w drugiej potowie XIX wieku sprawia, ze na poczatku wieku
XX luka miedzy matematyka nauczana a uprawiana jest ogromna, nawet na poziomie uniwersyteckim,
a wielokrotnie bardziej na poziomie $rednim. W wieku XX mialy miejsce dwie wielkie fale reform prowa-
dzacych do zwalczania tego op6znienia, prowadzace do zmian programéw nauczania w caltej Europie.

Pierwszy z programoéw, tzw. Program Merenski z roku 1905, ktéry wiaze sie z osoba Felixa Kleina —
wybitnego matematyka z uniwersytetu w Getyndze, zwiazany byl z eksponowaniem w nauczaniu poje-
cia funkcji oraz wskazywania. miedzy innymi za jego pomoca, na nowoczesne zastosowania matematyki.
Pojawity sie réwniez nieobecne wczesniej w nauczaniu elementy teorii przeksztalcen algebraicznych. Efek-
ty wprowadzonych reform mialy wplyw rowniez na polskie szkoty w zaborze pruskinﬂ Oddzialywanie
tego programu mialto istotny wplyw na przedwojenne programy nauczania, cho¢ ich formowanie byto
skomplikowane z uwagi na koniecznosé¢ integracji (i zdecydowanej reformy) programéw z terenéw réznych
zaboréw. W Polsce program ten znalazl swoja ostateczna realizacje w wielkiej reformie z 1932 roku. Czy-
telnika zainteresowanego historia reformy i wdrazaniem jej matematycznych zalozen odsytam do dwéch
tomikéw E. Dudkéwny i J. Strzeleckiej w bibliografii.

Celow reformy nie udalo sie osiagnaé. Przepas¢ pomiedzy uprawiang matematyka, a nauczaniem po-
glebity kryzysy ekonomiczne i wojny. Jednoczesnie, choéby w Polsce, do nauczania choéby na poziomie
Srednim, przystapily nieznane wcze$niej ilosci uczniow. Po raz kolejny powstala idea reformy, ktorej po-
czatki datuje sie na koncoéwke lat pie¢dziesiatych XX wieku, a ktorej inicjatorem byl cztonek wplywowej
grupy matematykéw francuskich, wystepujacych pod nazwa Bourbaki — Jean Dieudonne. Jako centralna
idee nowoczesnego nauczania widzial on rozwazanie struktur — zbioréw, grup, przestrzeni. Dziedzina,
ktéra miata umozliwié ztapanie kontaktu z zywa matematyka byla teoria mnogosci. Po zyskaniu miejsca
w wykladach uniwersyteckich przenikneta ona takze do nauczania w szkotach srednich, a nawet podstawo-
wych. Zwykle program ten (obejmujacy takze swiat nauki) nazywano New Math lub ,nowa matematyka”.

Aby daé Czytelnikowi poglad na glebokosé proponowanych zmian warto zacytowaé artykul prof. Elzbiety
Gruszczyk—KolczyﬁskiejEI, z ktérego dowiadujemy sie, ze w opracowanym przez H. Moroza w 1961 r.
eksperymencie pedagogicznym realizujacym zalozenia New Math, w klasie pierwszej szkoty podstawowej
zalecano nastepujace tresci w ramach bloku Zbiory i ich elementy: a) zbiory i ich elementy: diagramy Ven-
na, elementy zbioréw, podzbiory, zbiér jednoelementowy, zbior pusty, rozklad zbioru na zbiory roztaczne,
b) operacje na zbiorach: suma (zlaczenie), iloczyn (cze$¢ wspdlna), réznica zbioréw, c¢) porzadkowanie
elementéw zbioréw, d) przyporzadkowanie elementéw jednego zbioru elementom drugiego zbioru; zbiory
réwnoliczne, grafy strzalkowe, e) klasyfikacja wedlug réznych wlasnosci przedmiotéw konkretnego mate-
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riatu dydaktycznego i ¢wiczenia logiczne wdrazajace do postugiwania sie zwrotami ,i”, ,lub”, ,nie”.

W Kklasie III w ramach bloku Zbior ¢ liczba realizowano m.in tematy: Liczba elementéow danego zbioru
skofniczonego: dodawanie liczb a sumowanie zbioréw; wlasnoéci sumy liczb: przemiennosé lacznosé, rola
zera. Iloczyn kartezjanski dwoch zbioréw skonczonych; liczba iloczynu zbioru kartezjanskiego dwéch zbio-
réw i dwoch liczb a iloczyn dwoéch liczb; wlasnosci iloczynu liczb naturalnych: przemiennos$é, tacznosé,
rozdzielnosé iloczynu wzgledem sumy dwoch liczb, rola liczb zero i jeden. Iloraz. Rozdzielnosé ilorazu
wzgledem sumy i réznicy liczb. Zapis liczby w numeracji o dowolnej podstawie.

Powyzszy program realizowano w setkach szkél. Jakkolwiek szokujace moze sie to wydawaé, w roku 1972
opracowany zostal program, ktory niektére z tych tresci przeniost do nauczania przedszkolnego, obejmu-
jacego nawet dzieci trzyletnie! Programy te obowiazywaly w polskich szkotach i przedszkolach od potowy
lat siedemdziesiatych. W ciagu dwudziestu lat okazalo sie, cho¢ §wiadomos¢ ta rodzita sie w srodowisku
matematycznym bardzo powoli, ze nauczanie wedlug idei New Math moze by¢ bledem. Cytujac prof.
Gruszezyk-Kolezynska, przyczyna bylo lekcewazenie wiedzy o rozwoju umystowym dzieci.

10K arolina Karpinska, Teaching thinking in terms of functions — fulfilling the fundamental idea of the Merano Programme
at Torun Classical Grammar School in the early twentieth century Czasopismo Techniczne 2016, https://www.ejournals.
eu/pliki/art/6850/.

1 Elzbieta Gruszczyk-Kolczynska, Cwieré wieku modernizacji nauczania matematyki. Pedagogiczna analiza spo-
sobow 1 konsekwencji wprowadzania idei mowej matematyki do edukacji matematycznej dzieci, http://www.
matematykadlawszystkich.pl/mednr2/Gruszczyk.pdf.
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Formalny kres wdrazania idei nowej matematyki w edukacji dzieci nastapit z chwilg opublikowania Ustawy
o systemie oSwiaty w roku 1996. Dla niektérych byl to moze poczatek konca ,romantycznego” ambitnego
nauczania, ..starej dobrej szkoly” i obecnosci treéci, ktére stopniowo zaczely znikaé z programéw naucza-
nia. Rodzi to w $rodowisku matematycznym rozmaite dyskusje i napigcia. Jednoczesnie jednak wlasnie
okres przemian ustrojowych przyniést kolejna gwaltowna fale zainteresowania edukacja $rednia i wyz-
sz, niespotykana w czasach PRL. Przed calym systemem stanetly nowe wyzwania, odczuwalne zwlaszcza
w epoce ,globalnej wioski”, komputeryzacji oraz wymagan i nieprzewidywalnosci rynku pracy.

Wspbdlczednie centralna role w ksztaltowaniu programéw nauczania matematyki, ma wspomniana we
wstepie globalna strategia ksztatlowania kompetencji matematycznych, proponowana m.in. poprzez ba-
dania PISA. Jak pisaliémy, doprowadzita ona na przetomie milenium do glebokich reform w nauczaniu
matematyki, w szczegdlnosci — do wprowadzenia egzaminéw centralnych oraz do wprowadzenia na nie
(ré6wniez w obowiazkowe]j dla wszystkich formule podstawowej) rozumowania i argumenacji. Oto kilka
przykladéw zadan egzaminacyjnych, wraz z krotkimi komentarzami ze sprawozdan CKE.

Zadanie 116 (Poziom podstawowy, 2015). Wykaz, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x i kazdej liczby
rzeczywistej y prawdziwa jest nierdwnosé 4z% — 8xy + 5y? > 0.

W egzaminie wziglo udzial 177 666 uczniow. Jak przyznaja autorzy sprawozdania na stronach CKE,
,przeprowadzenie dowodu z zakresu algebry jest tradycyjnie najwiekszym wyzwaniem dla maturzystow,
zdajacych egzamin na poziomie podstawowym”. Zadanie powyzej rozwiazalo 18% zdajacych.

Zadanie 117 (Poziom podstawowy, 2016). Cigg (a,) jest okreslony wzorem a, = 2n? +2n dla n > 1.
Udowodnij, ze suma kazdych dwdch kolejnych wyrazow tego ciggu jest kwadratem liczby naturalne;j.

Powyzsze zadanie rozwigzalo poprawnie 23% zdajacych. Bylo to najtrudniejsze zadanie na egzaminie.
Znowu warto zacytowac sprawozdanie: , Liczna grupa zdajacych w ogéle nie podejmuje préby rozwiazania
zadan, wymagajacych uzasadnienia tezy, z gory rezygnujac z mozliwosci uzyskania punktéw za umiejet-
noé¢ rozumowania i argumentacji. Regularnie w egzaminach maturalnych wystepuje prawidtowo$é, ze
dowdd z zakresu algebry okazuje sie trudniejszy od dowodu geometrycznego”. Sytuacja ta powtarza sie
kazdego roku. Oto przyklady z czaséw pandemii wykonane przez odpowiednio: 20% i 27% zdajacych.

Zadanie 118 (Poziom podstawowy, 2020). Wykaz, Ze dla kazdych dwdch réznych liczb rzeczywistych a i
b prawdziwa jest nieréwnosé a(a — 2b) + 2b > 0.

Zadanie 119 (Poziom podstawowy, 2021). Wykaz, ze dla kaZdych trzech dodatnich liczb a,b i c takich,

. . - . e 4a a+c
Ze a < b, spelniona jest nieréwnosé § < 37-7.

Ponizsze zadanie z egzaminu 6smoklasisty w roku 2020 zostalo rozwiazane przez jedynie 7% zdajacych!

Zadanie 120. W tréjkqcie o kgtach wewnetrznych o, 3,y miara kgta o jest rowna réznicy miar dwoch
pozostalych kgtow. Uzasadnij, Ze ten trdjkqt jest prostokgtny.

By¢ moze interpretujac powyzsze dane jako wynik calego spoleczenstwa ktos powie, ze przecigtny polski
uczen nigdy nie znal matematyki tak dobrze i by¢ moze nigdy nie byt jej uczony tak nowoczesnie jak teraz.
Czy to wystarczy? Powszechnie zbagatelizowano raport NIKEZ 2019 roku, miazdzaco wrecz podsumowu-
jacy sytuacje nauczania matematyki, rekomendujacy odchudzenie wymagan programowych i zawieszenie
obowiazkowej matury z matematyki. Nie byl to zreszta pierwszy czy ostatni tak alarmujacy dokument.
W% raporcidﬂ Instytutu Badan Edukacyjnych z 2015 roku pt. ,Wnioski z badan i dyskusji dotyczace
nauczania matematyki” przeczyta¢ mozna m.in. nastepujace tezy dotyczace nauczania matematyki.

e W nauczaniu matematyki wazne jest, by ksztaltowaé zaréwno podstawowe umiejetnosci narze-
dziowe, jak i umiejetnoéci rozumowania oraz rozwiazywania nietypowych probleméw. Tymczasem
z szeroko przeprowadzonych obserwacji lekcji wiemy, ze nauczanie matematyki w polskich szkotach
niemal wytacznie skupia si¢ na podstawowych umiejetnosciach narzedziowych, pomijajac umiejet-
no$¢ rozumowania.

e Nadmierne skupienie uwagi na podstawowych umiejetnosciach narzedziowych, zwlaszcza na pierw-
szym i drugim etapie edukacyjnym, zabija ciekawo$¢ i kreatywnosé dzieci i utrudnia, a czesto unie-
mozliwia, poglebianie umiejetnoéci rozumowania matematycznego na kolejnych etapach.

12Matematyka do poprawy, https://www.nik.gov.pl/aktualnosci/matematyka-do-poprawy.htmll
13Patrz: https://www.ibe.edu.pl/images/materialy/Matematyka-wnioski-z-badan-i-dyskusji.pdf.
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e Nauczyciel, ktéry niepewnie czuje sie w omawianych z uczniami zagadnieniach, ogranicza si¢ do
przekazywania typowych schematéw. Tymczasem dzieci bardzo czesto rozwiazuja zagadnienia ma-
tematyczne w sposéb nietypowy, np. przedstawiajac swoje rozumowanie za pomoca rysunku czy
postugujac sie wlasnymi skojarzeniami, pozornie oderwanymi od zadanialﬂ Obawa nauczyciela
o poprawno$¢ nietypowej drogi dochodzenia do rozwiazania czesto prowadzi do jej nieuznania. Jest
to jeden z mechanizméw zabijania w dziecku poczucia wlasnego sukcesu. Zamiast dostrzec w ro-
zumowaniu dziecka jego wlasng mysl, niepewny swoich mozliwosci nauczyciel sprowadza dziecko
w utarte koleiny typowych schematow. Zamiast wzmocnié¢ i rozwinaé naturalny sposéb myslenia,
dzialajac w dobrej wierze, ale nie do konica kompetentnie, wywoluje niecheé i lek.

e Nauczyciele deklarowali, ze akceptuja inne rozwiazania danego zadania niz sami przedstawili uczniom.
Z obserwowanych lekcji wynika jednak, ze jest to najczesciej tylko deklaracja. Zdarzalo sie, iz mé-
wili uczniom, ze istniejg inne rozwiazania, jednak rzadko je z uczniami omawiali. Wytwarza to
w uczniach przekonanie, ze zadanie matematyczne mozna rozwiazaé tylko jednym sposobem, ze
jest jeden stuszny sposéb rozumowania, co w konsekwencji uczy bardziej stosowania algorytméw
niz rozumowania matematycznego.

Podczas czwartej Szkoly Matematyki Pogladowej prof. Stefan Turnau wyglosil referat przedstawiajacy
opinie wybitnych dydaktykéw nauczania matematyki drugiej potowy XX stulecia na nauczanie matema-
tyki. Jest on dostepny pod adresem: https://smp.uph.edu.pl/msn/4/12-16.pdf. Czytajac ten artykul
dochodzitem nie raz do wniosku, ze wszelkie pomysty na nauczanie matematyki juz zostaly wyslowione,
przebadane i w zasadzie nie odmienily zasadniczego poczucia, ze ludziom nie uczy si¢ jej dobrze — jakos
sie z nig czuja nie najlepiej. Oto problem dostrzrgalny na wszystkich poziomach — podstawy programowe,
sylabusy akademickie, podreczniki pelne tresci, ktére po prostu nie zostaja w gtowie. Co gorsze, okazuje
sie, ze zmuszeni do uczenia sie ponad mozliwosci i sity, nie nauczyliSmy sie nawet rzeczy podstawowych.

14Przypis autora: polecam obejrzenie obrazka zaczerpnietego z jednego z foréw nauczycielskich, ktéry ciekawie ilustruje
to zagadnienie: https://www.mimuw.edu.pl/ amecel/czypoprawnie. jpg.
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Dodatek D. Miejsce i rola algebry
w szkolnej podstawie programowej

Zgodnie z artykulem dr Agnieszki Demby Przeglgd koncepcji nauczania algebry w polskich programach
szkolnych z lat 1949-1990, wyrézniamy cztery typy kluczowych umiejetnosci algebraicznych.

(Z) Zapisywanie i nazywanie wyrazen algebraicznych (w tym jednomianéw i sum algebraicznych).
(P) Podstawianie liczb za litery oraz obliczanie wartosci liczbowej wyrazenia algebraicznego.
(T) Tozsamo$ciowe przeksztalcenia wyrazen algebraicznych, w czym zawieraja sie:

— przeksztalcenia towarzyszace postugiwaniu sie¢ réwnaniami pierwszego stopnia: redukcja wy-
razow podobnych, dodawanie i odejmowanie sum algebraicznych, mnozenie i dzielenie jedno-
mianu przez liczbe, mnozenie i dzielenie sumy algebraicznej przez liczbe,

— przeksztalcenia, w ktorych pojawiaja sie potegi o konkretnych wyktadnikach naturalnych
(np. x°, a nie z™): mnozenie jednomianéw, mnozenie sumy algebraicznej przez jednomian,
mnozenie sum algebraicznych, obliczanie potegi jednomianu, wzory skrdéconego mnozenia,

— inne: przeksztalcenia wyrazen wymiernych, pierwiastkowych, trygonometrycznych, potego-
wych, wyktadniczych, logarytmicznych.

(R) Sprawdzanie, czy dane liczby spelniaja réwnanie, nieréwnosé lub uklad réwnan, rozwiazywanie
réwnan, nieréwnosci, ukltadéw réwnan oraz ich stosowanie w zadaniach tekstowych i przy prze-
ksztalcaniu wzoréw.

Oczywiscie algebra w podrecznikach i programach szkolnych znalazta sie duzo wczesniej, niz po II Wojnie
Swiatowej. W nauczaniu matematyki az do poczatku XX wieku dominowala, jak pisze prof. Helena Siwek,
strategia mechanistyczna. W artykule Glowne strategie ksztalcenia matematycznego uczniow czytamy

Praktyka byla oporna wobec postepowych idei gloszonych przez teorie, przez uczonych,
przez inicjatoréow reform oswiatowych. Bardzo na przyklad postepowe idee utylitaryzmu, psy-
chologizmu i stosowania metody analityczno-syntetycznej, gltoszone przez Komisje Edukacji
Narodowej i wcielane w zycie za posrednictwem ksiazek szkolnych, opracowanych w ramach
Towarzystwa do Ksiag Elementarnych, powotanego do dziatalnosci w roku 1775, dlugo nie zy-
skaly powszechnej aprobaty. Wysoko oceniane przez Komisje podreczniki Szymona L’Huilliera
do arytmetyki, algebry i geometrii mialy wielu zagorzalych przeciwnikéw - szeroki wachlarz
sytuacji uzasadniajacych wprowadzenie nowego pojecia, rozmaitos¢ i wszechstronnosé przy-
ktadow, uporzadkowanie i logiczne nastepstwo definicji nie zyskato zrozumienia u nauczycieli.
Przyzwyczajeni do realizacji pamigciowej podrecznika strona po stronie, nauczyciele uczyli
,po staremu”, uczniowie w dalszym ciagu potrafili rozwigzywaé tylko zadania typowe, nie
radzili sobie z innymi przyktadami, nauczyciele dyktowali reguty do zeszytu, woleli krotkie
notatki niz rozbudowane teksty nowego podrecznika, dominowalo mechaniczne przekazywanie
tresci (Majorek 1973). Sytuacja ta nasuwala wéwczas oczywisty wniosek, ze o wiele trudniej
o zdolnych wykonawcéw stusznych zalozen metodycznych podrecznika niz o sam podrecznik.



W przekladach podrecznikéw L’Huilliera pojawilo sie pierwsze (nie zawsze trafne) ujednolicone na caly
kraj nazewnictwo algebraiczne. Powyzej, strona z Algebry dla Szkdl Narodowych (1782).

Dzigki pracom Komisji Edukacji Narodowej wylonione zostaly w konkursie Komisji Edukacji Narodowej
podreczniki dla szkét polskich. Ich autor, Simon A.J. L’Huillier (1750-1840), byt szwajcarskim matematy-
kiem, uczniem Louisa Bertranda — ucznia samego Leonharda Eulera (1707-1783), ktéry mial wielokrotnie
kontakt ze Srodowiskiem nauki polskiej |E|, a takze z samym krélem Stanistawem Augustem Poniatowskim.

WspominaliSmy juz we wstepie stynne dwutomowe dzielo Eulera Kompletne wprowadzenie do algebry,
wydane w latach 1768-1770, najpierw w Rosji, a potem w Prusach. Jest to, jak wspomina prof. Szurek
w referacie wygloszonym na Szkole Matematyki Pogladowej, druga po FElementach Euklidesa, ksigzka
matematyczna o najwiekszej liczbie wydrukowanych egzemplarzy, btyskawicznie przetlumaczona na naj-
wazniejsze jezyki Europy. Miala niewatpliwie charakter przelomowy, ukazujac zagadnienia algebraiczne
nie tylko jako pewna piekna calosé, ale tez przez pryzmat ciekawych zadan, nierzadko takze o charakterze
rekreacyjnym. Gleboki uktad merytoryczny tresci dzieta miatl wptyw na wigkszos$é p6zniejszych podrecz-
nikow algebry, takze w Polsce. Oczywiscie, dopiero w wieku XX pojawily sie podreczniki uwzgledniajace
to jak uczymy sie matematyki jako dzieci (w Polsce — od tzw. reformy jedrzejewiczowskiej z roku 1932).

15Wiecej: R. Sznajder, On known and less known relations of Leonhard Euler with Poland, Studia Historiae Scientiarum
215 (2016), 75-110. Artyku!l jest dostepny on-line, podobnie jak cyfrowe wersje podrecznikéw L’Huilliera.



Oto tresci podstawy programowej przyjetej w roku 2017 wraz z zapowiedzia likwidacji gimnazjéw.
Usunieto podane w podstawie przyklady, zastepujac je opisem.

KLASY IV-VI SZKOLY PODSTAWOWEJ
(drugi etap edukacyjny)

1. Liczby naturalne w dziesigtkowym ukltadzie pozycyjnym. Uczen: zapisuje i odczytuje liczby
naturalne wielocyfrowe; interpretuje liczby naturalne na osi liczbowej; poréwnuje liczby naturalne;
zaokragla liczby naturalne; liczby w zakresie do 3 000 zapisane w systemie rzymskim przedstawia
w systemie dziesiatkowym, a zapisane w systemie dziesiatkowym przedstawia w systemie rzymskim.

2. Dzialania na liczbach naturalnych. Uczen: dodaje i odejmuje w pamieci liczby naturalne dwucy-
frowe lub wigksze, liczbe jednocyfrowa dodaje do dowolnej liczby naturalnej i odejmuje od dowolnej
liczby naturalnej; dodaje i odejmuje liczby naturalne wielocyfrowe sposobem pisemnym i za pomoca
kalkulatora; mnozy i dzieli liczbe naturalna przez liczbe naturalng jednocyfrowa, dwucyfrowa lub
trzycyfrowa sposobem pisemnym, w pamieci (w najprostszych przyktadach) i za pomoca kalkulatora
(w trudniejszych przykladach); wykonuje dzielenie z reszta liczb naturalnych; stosuje wygodne dla
siebie sposoby ulatwiajace obliczenia, w tym przemienno$¢ i tacznos¢ dodawania i mnozenia oraz
rozdzielno$¢ mnozenia wzgledem dodawania; poréwnuje liczby naturalne z wykorzystaniem ich réz-
nicy lub ilorazu; rozpoznaje liczby podzielne przez 2, 3, 4, 5, 9, 10, 100; rozpoznaje liczbe zlozona,
gdy jest ona jednocyfrowa lub dwucyfrowa, a takze gdy na istnienie dzielnika wlasciwego wskazuje
cecha podzielnoéci; rozklada liczby dwucyfrowe na czynniki pierwsze; oblicza kwadraty i szesciany
liczb naturalnych; stosuje reguly dotyczace kolejnosci wykonywania dziatan; szacuje wyniki dzialan;
znajduje najwiekszy wspélny dzielnik (NWD) w sytuacjach nie trudniejszych niz typu NWD(600,
72), NWD(140, 567), NWD(10000, 48), NWD(910, 2016) oraz wyznacza najmniejsza wspélng wie-
lokrotnosé dwdéch liczb naturalnych metoda rozkladu na czynniki; rozpoznaje wielokrotnosci danej
liczby, kwadraty, szesciany, liczby pierwsze, liczby zlozone; odpowiada na pytania dotyczace liczeb-
nosci zbioréw réznych rodzajéw liczb wérdd liczb z pewnego niewielkiego zakresu (np. od 1 do 200
czy od 100 do 1000), o ile liczba w odpowiedzi jest na tyle mala, ze wszystkie rozwazane liczby
uczen moze wypisacé; rozktada liczby naturalne na czynniki pierwsze, w przypadku gdy co najwyzej
jeden z tych czynnikéw jest liczba wieksza niz 10; wyznacza wynik dzielenia z reszta liczby a przez
liczbe b i zapisuje liczbe a w postaci a = nb + r.

3. Liczby caltkowite. Uczen: podaje praktyczne przyklady stosowania liczb ujemnych; interpretuje
liczby catkowite na osi liczbowej; oblicza wartos¢ bezwzgledna; porownuje liczby catkowite; wykonuje
proste rachunki pamigciowe na liczbach catkowitych.

4. Ulamki zwyktle i dziesietne. Uczen: opisuje czes¢ danej calosci za pomocg utamka; przedstawia
utamek jako iloraz liczb naturalnych, a iloraz liczb naturalnych jako utamek zwykty; skraca i roz-
szerza utamki zwykle; sprowadza utamki zwykle do wspdlnego mianownika; przedstawia utamki
niewlasciwe w postaci liczby mieszanej, a liczbe mieszana w postaci utamka niewlasciwego; zapisuje
wyrazenia dwumianowane w postaci utamka dziesietnego i odwrotnie; zaznacza i odczytuje utamki
zwykle i dziesietne na osi liczbowej oraz odczytuje utamki zwykle i dziesigtne zaznaczone na osi licz-
bowej; zapisuje utamki dziesigtne skoficzone w postaci utamkéw zwyklych; zamienia utamki zwykle
o mianownikach bedacych dzielnikami liczb 10, 100, 1 000 itd. na ulamki dziesietne skonczone dowol-
ng metoda (przez rozszerzanie lub skracanie utamkéw zwyklych, dzielenie licznika przez mianownik
w pamieci, pisemnie lub za pomoca kalkulatora); zapisuje utamki zwykle o mianownikach innych
niz wymienione wyzej w postaci rozwiniecia dziesigtnego nieskoniczonego (z uzyciem wielokropka po
ostatniej cyfrze), uzyskane w wyniku dzielenia licznika przez mianownik w pamieci, pisemnie lub za
pomoca kalkulatora; zaokragla utamki dziesietne; poréwnuje utamki (zwykle i dziesietne); oblicza
liczbe, ktérej cze$é jest podana (wyznacza calo$é, z ktorej okreslono cze$é za pomoca ulamka);
wyznacza liczbe, ktéra powstaje po powiekszeniu lub pomniejszeniu o pewna czes$¢ innej liczby.

5. Dzialania na ulamkach zwyklych i dziesietnych. Uczen: dodaje, odejmuje, mnozy i dzieli
utamki zwykle o mianownikach jedno- lub dwucyfrowych, a takze liczby mieszane; dodaje, odejmu-
je, mnozy i dzieli utamki dziesigtne w pamieci (w przykladach najprostszych), pisemnie i za pomoca
kalkulatora (w przykladach trudnych); wykonuje nieskomplikowane rachunki, w ktérych wystepuja
jednoczes$nie utamki zwykte i dziesietne; poréwnuje utamki z wykorzystaniem ich réznicy; oblicza
ulamek danej liczby catkowitej; oblicza kwadraty i szeSciany utamkow zwyklych i dziesigtnych oraz



liczb mieszanych; oblicza warto$é¢ prostych wyrazen arytmetycznych, stosujac reguty dotyczace ko-
lejnosci wykonywania dziatan; wykonuje dzialania na utamkach dziesietnych, uzywajac wtasnych,
poprawnych strategii lub za pomoca kalkulatora; oblicza wartosci wyrazen arytmetycznych, wy-
magajacych stosowania dzialan arytmetycznych na liczbach catkowitych lub liczbach zapisanych za
pomocy utamkow zwyktych, liczb mieszanych i utamkdéw dziesietnych, takze wymiernych ujemnych.

. Elementy algebry. Uczen: korzysta z nieskomplikowanych wzoréw, w ktérych wystepuja ozna-
czenia literowe, opisuje wzor stowami; stosuje oznaczenia literowe nieznanych wielkosci liczbowych
i zapisuje proste wyrazenia algebraiczne na podstawie informacji osadzonych w kontekscie prak-
tycznym, na przyklad zapisuje obwdd trdjkata o bokach: ; rozwigzuje rownania pierwszego stopnia
z jedna niewiadoma wystepujaca po jednej stronie réwnania (przez zgadywanie, dopelnianie lub
wykonanie dzialania odwrotnego);

. Obliczenia praktyczne. Uczen: interpretuje 100% danej wielkosci jako calo§é, 50% — jako polowe,
25% — jako jedng czwarta, 10% — jako jedng dziesiata, 1% — jako jedng setng czeéci danej wielkodci
liczbowej; w przypadkach osadzonych w kontekscie praktycznym oblicza procent danej wielkosSci
w stopniu trudnosci typu 50%, 20%, 10%; wykonuje proste obliczenia zegarowe na godzinach, mi-
nutach i sekundach; wykonuje proste obliczenia kalendarzowe na dniach, tygodniach, miesiacach,
latach; odczytuje temperature (dodatnia i ujemna); zamienia i prawidlowo stosuje jednostki diugo-
$ci: milimetr, centymetr, decymetr, metr, kilometr; oblicza rzeczywista dtugosé odcinka, gdy dana
jest jego dhugosé w skali oraz dtugosé odcinka w skali, gdy dana jest jego rzeczywista dtugosé; w sy-
tuacji praktycznej oblicza: droge przy danej predkosci i czasie, predkos¢ przy danej drodze i czasie,
czas przy danej drodze i predkosci oraz stosuje jednostki predkosci km/h i m/s.

. Zadania tekstowe. Uczen: czyta ze zrozumieniem tekst zawierajacy informacje liczbowe; wyko-
nuje wstepne czynnosci utatwiajace rozwiazanie zadania, w tym rysunek pomocniczy lub wygodne
dla niego zapisanie informacji i danych z tresci zadania; dostrzega zaleznosci miedzy podanymi
informacjami; dzieli rozwiazanie zadania na etapy, stosujac wlasne, poprawne, wygodne dla nie-
go strategie rozwiazania; do rozwiazywania zadan osadzonych w kontekécie praktycznym stosuje
poznang wiedz¢ z zakresu arytmetyki i geometrii oraz nabyte umiejetnosci rachunkowe, a takze
wlasne poprawne metody; weryfikuje wynik zadania tekstowego, oceniajac sensownosé¢ rozwiaza-
nia np. poprzez szacowanie, sprawdzanie wszystkich warunkéw zadania, ocenianie rzedu wielkosci
otrzymanego wyniku; ukltada zadania i tamiglowki, rozwiazuje je; stawia nowe pytania zwigzane
z sytuacja w rozwiazanym zadaniu.

KLASY VII-VIII SZKOLY PODSTAWOWEJ
(drugi etap edukacyjny)

. Potegi. Uczen: zapisuje iloczyn jednakowych czynnikéw w postaci potegi o wykladniku catkowitym
dodatnim; mnozy i dzieli potegi o wyktadnikach calkowitych dodatnich; mnozy potegi o réznych
podstawach i jednakowych wykladnikach; podnosi potege do potegi; odczytuje i zapisuje liczby w
notacji wykltadniczej.

. Pierwiastki. Uczen: oblicza wartoéci pierwiastkéw kwadratowych i szedciennych z liczb, ktére sa
odpowiednio kwadratami lub sze$cianami liczb wymiernych; szacuje wielkoé¢ danego pierwiastka
kwadratowego lub szesciennego oraz wyrazenia arytmetycznego zawierajacego pierwiastki; poréw-
nuje wartos¢ wyrazenia arytmetycznego zawierajacego pierwiastki z dang liczba wymierna oraz
znajduje liczby wymierne wieksze lub mniejsze od takiej wartosci; oblicza pierwiastek z iloczynu
i ilorazu dwoch liczb, wylacza liczbe przed znak pierwiastka i wilacza liczbe pod znak pierwiastka;
mnozy i dzieli pierwiastki tego samego stopnia.

. Tworzenie wyrazen algebraicznych z jedna i z wieloma zmiennymi. Uczen: zapisuje wyniki
podanych dziatan w postaci wyrazen algebraicznych jednej lub kilku zmiennych; oblicza wartosci
liczbowe wyrazen algebraicznych; zapisuje zaleznoéci przedstawione w zadaniach w postaci wyrazen
algebraicznych jednej lub kilku zmiennych; zapisuje rozwigzania zadan w postaci wyrazen algebra-
icznych

. Przeksztalcanie wyrazen algebraicznych. Sumy algebraiczne i dzialania na nich. Uczen:
porzadkuje jednomiany i dodaje jednomiany podobne (tzn. rézniace sie jedynie wspodlczynnikiem
liczbowym); dodaje i odejmuje sumy algebraiczne, dokonujac przy tym redukcji wyrazéw podob-
nych; mnozy sumy algebraiczne przez jednomian i dodaje wyrazenia powstale z mnozenia sum
algebraicznych przez jednomiany; mnozy dwumian przez dwumian, dokonujac redukcji wyrazéw
podobnych.



Obliczenia procentowe. Uczen: przedstawia czes¢ wielkosci jako procent tej wielko$ci; oblicza
liczbe a réwna p procent danej liczby b; oblicza, jaki procent danej liczby b stanowi liczba a;
oblicza liczbe b, ktérej p procent jest réwne a; stosuje obliczenia procentowe do rozwiazywania
probleméw w kontekscie praktycznym, rowniez w przypadkach wielokrotnych podwyzek lub obnizek
danej wielkosci.

. Réwnania z jedng niewiadoma. Uczen: sprawdza, czy dana liczba jest rozwiazaniem réwnania
(stopnia pierwszego, drugiego lub trzeciego) z jedna niewiadoma; rozwiazuje réwnania pierwszego
stopnia z jedna niewiadoma metoda réwnan réwnowaznych; rozwiazuje réwnania, ktére po prostych
przeksztalceniach wyrazen algebraicznych sprowadzaja sie do réwnan pierwszego stopnia z jedna
niewiadoma; rozwiazuje zadania tekstowe za pomoca réwnan pierwszego stopnia z jedng niewiado-
ma, w tym takze z obliczeniami procentowymi; przeksztalca proste wzory, aby wyznaczy¢ zadana
wielko$é we wzorach geometrycznych i fizycznych.

. Proporcjonalnosé prosta. Uczen: podaje przykltady wielkosci wprost proporcjonalnych; wyznacza
wartos$¢ przyjmowana przez wielko$¢ wprost proporcjonalng w przypadku konkretnej zaleznosci
proporcjonalnej, na przyktad warto$¢ zakupionego towaru w zaleznosci od liczby sztuk towaru,
iloé¢ zuzytego paliwa w zaleznoéci od liczby przejechanych kilometréw, liczby przeczytanych stron
ksiazki w zalezno$ci od czasu jej czytania; stosuje podzial proporcjonalny.

LICEUM
(trzeci etap edukacyjny)

. Liczby rzeczywiste. Uczen: wykonuje dzialania (dodawanie, odejmowanie, mnozenie, dzielenie,
potegowanie, pierwiastkowanie, logarytmowanie) w zbiorze liczb rzeczywistych; przeprowadza proste
dowody dotyczace podzielnosci liczb catkowitych i reszt z dzielenia; stosuje wlasnosci pierwiastkéw
dowolnego stopnia, w tym pierwiastkow stopnia nieparzystego z liczb ujemnych; stosuje zwiazek
pierwiastkowania z potegowaniem oraz prawa dzialan na potegach i pierwiastkach; stosuje wtasno-
$ci monotonicznosci potegowania, postuguje sie pojeciem przedziatu liczbowego, zaznacza przedziaty
na osi liczbowej; stosuje interpretacje geometryczng i algebraiczna wartosci bezwzglednej, rozwia-
zuje rOwnania i nierownosci; wykorzystuje wlasnoéci potegowania i pierwiastkowania w sytuacjach
praktycznych, w tym do obliczania procentéw sktadanych, zyskow z lokat i kosztow kredytéw; stosu-
je zwiazek logarytmowania z potegowaniem, postuguje si¢ wzorami na logarytm iloczynu, logarytm
ilorazu i logarytm potegi; a w zakresie rozszerzonym dodatkowo stosuje wzér na zamiane podstawy
logarytmu.

. Wyrazenia algebraiczne. Uczen: stosuje wzory skroconego mnozenia; dodaje, odejmuje i mnozy
wielomiany jednej i wielu zmiennych; wylacza poza nawias jednomian z sumy algebraicznej; roz-
ktada wielomiany na czynniki metoda wylaczania wspdlnego czynnika przed nawias oraz metoda
grupowania wyrazow, w przypadkach nie trudniejszych niz rozklad wielomianu; znajduje pierwiastki
catkowite wielomianu o wspotczynnikach catkowitych; dzieli wielomian jednej zmiennej przez dwu-
mian; dzieli wyrazenia wymierne; dodaje i odejmuje wyrazenia wymierne, a ponadto na poziomie
rozszerzonym: znajduje pierwiastki calkowite i wymierne wielomianu o wspoélczynnikach catkowi-
tych; stosuje podstawowe wlasnosci trdjkata Pascala oraz wspétczynnika dwumianowego.

. Réwnania i nieréwnos$ci. Uczen: przeksztalca rownania i nieréwnosci w sposéb réwnowazny;
interpretuje réwnania i nieréwnosci sprzeczne oraz tozsamosciowe; rozwigzuje nieréwnosci liniowe
z jedna niewiadoma; rozwiazuje rownania i nieréwnoéci kwadratowe; rozwiazuje rownania wielomia-
nowe, ktére daja sie doprowadzi¢ do réwnania kwadratowego, w szczegdlnosci réwnania dwukwa-
dratowe; rozwiazuje réwnania wielomianowe postaci dla wielomianéw doprowadzonych do postaci
iloczynowej lub takich, ktore daja sie doprowadzi¢ do postaci illoczynowej metoda wylaczania wspol-
nego czynnika przed nawias lub metodg grupowania; rozwigzuje rownania wymierne, a ponadto na
poziomie rozszerzonym: rozwigzuje nieréwnosci wielomianowe, rozwiazuje réwnania i nieréwnosci
wymierne; rozwiazuje rownania i nieréwnoéci z wartoscia bezwzgledna; analizuje rownania i nieréw-
nosci liniowe z parametrami oraz rownania i nieréwnosci kwadratowe z parametrami, w szczegdlnosci
wyznacza liczbe rozwiazan w zaleznosci od parametréow, podaje warunki, przy ktorych rozwiazania
maja zgdang wlasnosé, i wyznacza rozwiazania w zalezno$ci od parametréw.

. Uklady réwnan. Uczen: rozwiazuje uktady réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi, poda-
je interpretacje geometryczna uktadéw oznaczonych, nieoznaczonych i sprzecznych; stosuje ukla-
dy réwnan do rozwiazywania zadan tekstowych; rozwigzuje metoda podstawiania uktady réwnan,



z ktérych jedno jest liniowe, a drugie kwadratowe, a ponadto na poziomie rozszerzonym rozwig-
zuje uklady réwnan kwadratowych pozwalajace na okreslenie punktéw wspolnych dwoch okregéw
umieszczonych w uktadzie wspotrzednych.

5. Funkcje. Uczen: okresla funkcje jako jednoznaczne przyporzadkowanie za pomoca opisu stownego,
tabeli, wykresu, wzoru (takze réznymi wzorami na réznych przedzialach); oblicza wartos$é funkeji za-
danej wzorem algebraicznym; odczytuje i interpretuje wartosdci funkeji okreélonych za pomoca tabel,
wykreséw, wzordw itp., rowniez w sytuacjach wielokrotnego uzycia tego samego zrédla informacji
lub kilku Zrédel jednoczeénie; odczytuje z wykresu funkcji: dziedzine, zbiér wartosci, miejsca zerowe,
przedzialy monotonicznosci, przedzialy, w ktérych funkcja przyjmuje wartosci wieksze (nie mniejsze)
lub mniejsze (nie wicksze) od danej liczby, najwigksze i najmniejsze wartosci funkgji (o ile istnieja)
w danym przedziale domknietym oraz argumenty, dla ktérych wartosci najwieksze i najmniejsze
sg przez funkcje przyjmowane; interpretuje wspétczynniki wystepujace we wzorze funkcji liniowej;
wyznacza wzor funkcji liniowej na podstawie informacji o jej wykresie lub o jej wlasnosciach; szkicu-
je wykres funkcji kwadratowej zadanej wzorem; interpretuje wspétczynniki wystepujace we wzorze
funkeji kwadratowej w postaci ogélnej, kanonicznej i iloczynowej (jesli istnieje); wyznacza wzdr
funkcji kwadratowej na podstawie informacji o tej funkcji lub o jej wykresie; wyznacza najwieksza i
najmniejsza wartos¢ funkcji kwadratowej w przedziale domknietym; wykorzystuje wlasnosci funkcji
liniowej i kwadratowej do interpretacji zagadnien geometrycznych, fizycznych itp., takze osadzonych
w kontekscie praktycznym; dokonuje podstawowych manipulacji na wykresie funkcji, poshuguje sie
funkcja wymierna réwniez do badania zagadnien zwiazanych z wielkoSciami odwrotnie proporcjo-
nalnymi, postuguje si¢ funkcjami wykladnicza i logarytmiczna, w tym ich wykresami, do opisu i
interpretacji zagadnien zwiazanych z zastosowaniami praktycznymi, a ponadto na poziomie roz-
szerzonym: na podstawie wykresu funkcji rysuje wykres funkcji powstajacej przez wziecie modutu
kazdej wartosci; postuguje sie ztozeniami funkcji; dowodzi monotoniczno$ci funkcji zadanej wzorem
na okreélonym przedziale.

6. Ciagi. Uczen: oblicza wyrazy ciaggu okreslonego wzorem ogdlnym; oblicza poczatkowe wyrazy cia-
géw okredlonych rekurencyjnie, w prostych przypadkach bada, czy ciag jest rosnacy, czy malejacy;
sprawdza, czy dany ciag jest arytmetyczny lub geometryczny; stosuje wzor na n-ty wyraz i na
sume n poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego; stosuje wzér na n-ty wyraz i na sume n
poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego; wykorzystuje wlasnosci ciggdéw, w tym arytmetycz-
nych i geometrycznych, do rozwigzywania zadan, réwniez osadzonych w kontekscie praktycznym,
a ponadto na poziomie rozszerzonym: oblicza granice ciggéw, korzystajac ze znanych granic pod-
stawowych ciagdéw oraz twierdzen o granicach sumy, réznicy, iloczynu i ilorazu ciggdéw zbieznych,
a takze twierdzenia o trzech ciagach; rozpoznaje zbiezne szeregi geometryczne i oblicza ich sume.

7. Trygonometria. Uczen: wykorzystuje definicje funkcji: sinus, cosinus i tangens; znajduje przybli-
zone wartosci funkcji trygonometrycznych, korzystajac z tablic lub kalkulatora; znajduje za pomoca
tablic lub kalkulatora przyblizona wartos¢ kata, jesli dana jest warto$é¢ funkcji trygonometrycznej;
korzysta z jedynki trygonometrycznej i wzoru opisujacego tangens za pomoca sinusa i cosinusa (o
ile to mozliwe), a ponadto na poziomie rozszerzonym: stosuje miar¢ lukowa, zamienia miare¢ lu-
kowsg kata na stopniowg i odwrotnie; postuguje sie wykresami funkcji trygonometrycznych: sinus,
cosinus, tangens; wykorzystuje okresowos¢ funkcji trygonometrycznych; stosuje wzory redukcyjne
dla funkcji trygonometrycznych; korzysta z wzoréw na sinus, cosinus i tangens sumy i réznicy ka-
tow, a takze na funkcje trygonometryczne katéw podwojonych; rozwiazuje réwnania i nieréwnosci
trygonometryczne. Funkcja wykltadnicza i logarytmiczna omawiane sa natomiast w klasie drugiej.

Warto odnotowaé, ze od 2021 roku egzaminy: désmoklasisty i maturalny przeprowadzane sa nie na po-
stawie podstawy programowej, ale na podstawie tzw. wymagan egzaminacyjnych, stanowigcych pewne
ograniczenie podstawy

16Przyktad: https://www.tomaszgrebski.pl/viewpage.php?page_id=1321!
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W oparciu o wytyczne umieszczone w komentarzach do podstaw programowych E odnotowaé¢ mozna
jakie kluczowe pojecia i wyniki matematyczne pojawiaja sie w odpowiednich klasach tworzac swego
rodzaju nauczanie spiralne. Na przyklad korzystajac z materialéw@ udostepnionych przez jednego z
najwiekszych wydawcéw podrecznikéw udostepnionych do uzytku przez MEIN widzimy, ze w nauczaniu
poszczegdlnych dzialow matematyki pojawiaja sie ,motywy”, rozwijane wraz ze wzrostem narzedzi i
dojrzalosci matematycznej jezyka ucznia, na przyktad:

e Motyw ,podnoszenia do potegi”. Podnoszenie liczb naturalnych do kwadratu i do potegi trzeciej
wprowadzone jest juz w klasie 4 SP. Potegowane liczb (niekoniecznie naturalnych) pojawia sie jako
temat nieobowiazkowy w klasie 6 SP (bez dzialah na potegach), a dalej juz jako standard w klasie
7 SP (wciaz méwimy tylko o wyktadniku naturalnym). Pojecie pierwiastka stopnia 2 i 3 réwniez
pojawia sie w klasie 7 SP. Caltkowite, wymierne, a nawet rzeczywiste potegi liczb rzeczywistych
(o ile sa wykonalne) pojawiaja sie w klasie 1 LO/T, rzecz jasna bez dowodu istnienia.

o Motyw ,przeksztalceri algebraicznych”. W klasie 4 SP dzieci nie zapisuja wyrazen algebraicznych
ani prostych wzoréw, zaréwno w kontekscie zadan testowych, ani zadan zwiazanych z zapisaniem
wzoru na pole. Postuguja sie natomiast jednostkami. W klasie piatej pojawiaja sie wzory algebra-
iczne na pola prostych wielokatow oraz na objetosci prostopadtoscianu i graniastostupa prostego.
W klasie szostej pojawiaja sie jednostki czasu oraz wzory z nimi zwigzane, a takze po raz pierwszy
— wyrazenia algebraiczne, obliczanie ich wartosci, upraszczanie, zapisywanie i rozwiazywanie pro-
stych réwnan. W klasie siodmej wprowadza sie¢ dzialania na wyrazeniach algebraicznych. W klasie
6smej rozwiazuje sie trudniejsze réwnania, zwigzane miedzy innymi z proporcjami, oraz niekiedy
wprowadza sie najprostsze wzory skroconego mnozenia, cho¢ formalnie sg one w programie I LO.
wraz z innymi metodami przeksztatcania wyrazen algebraicznych. Wielomiany i funkcje wielomia-
nowe pojawiaja sie w klasie II LO. Rok pdzniej omawia sie przeksztalcanie wielomiandw, a takze
wyrazenia, rownania, nieréwnosci i funkcje wymierne.

o Motyw ,zbioréw liczbowych” i reprezentacji liczb w réznych postaciach. W klasie czwartej mowa
jest o postaci dziesietnej liczby naturalnej, a takze o zapisie za pomocsg cyfr rzymskich. Wykonuje
sie dziatania pisemne. Mowa jest réwniez o ulamkach zwyklych i dziesietnych. W klasie piatej
otwarcie méwimy o liczbach naturalnych, cechach podzielnosci i rozktadzie na czynniki pierwsze.
Poznajemy dokladniej dziatania na ulamkach zwyktlych i dziesietnych. Pojawia sie réwniez pojecie
liczby calkowitej oraz dzialania na liczbach catkowitych. W klasie si6dmej mowa jest o liczbach
wymiernych i ich rozwinigciach dziesietnych. Mowa jest réwniez o pierwiastkach i ich rozwinieciach.
Nie pojawia sie dow6d niewymiernoéci, choéby dla liczby v/2. W klasie 6smej poznajemy liczbe 7.
W szkole podstawowej praktykuje sie réwniez reprezentowanie liczb na osi. W liceum nagle nazywa
sie wszystkie (znane i nieznane) liczby (na osi) rzeczywistymi, bez wiekszego komentarza. Pojawiaja
sie jednak dowody niewymiernoéci, a niekiedy nawet nowe przykltady liczb niewymiernych.

e Motyw ,,podzielnosci”. Pojecie reszty z dzielenia pojawia sie juz w klasie 4 SP. Rozklad na czynniki
pierwsze omawiany jest w klasie piatej. Wtedy pojawia sie tez pojecie NWD i NWW. To tez czas
omawiania prostych cech z dzielenia. Jakiekolwiek rozumowania prowadzone sg dzigki metodom
licealnym: gléwnie w oparciu o wzory skréconego mnozenia i manipulacje na wielomianach. Nie ma
w programie zasady indukcji, o czym powiemy dalej. O rachunku na resztach mowi sie w stopniu
bardzo ograniczonym, nie ma oczywiscie mowy o kongruencjach. Na egzaminie maturalnym na
poziomie rozszerzonym zdarzaja si¢ zadania z podzielnoéci.

https: / /www.ore.edu.pl/wp-content /uploads/2017/05/matematyka.-pp-z-komentarzem.-szkola-podstawowa-1.pdf,
https://www.ore.edu.pl/wp-content /plugins/download-attachments/includes/download.php?id=23137.
18Podreczniki w formie flipbookéw:

e klasa 4: https://flipbook.apps.gwo.pl/display /2744,

e klasa 5: https://flipbook.apps.gwo.pl/display /2450,

e klasa 6: https://flipbook.apps.gwo.pl/display /2546,

e klasa 7: https://flipbook.apps.gwo.pl/display /2770,

e klasa 8: https://flipbook.apps.gwo.pl/display /2444,

e klasa I LO: https://flipbook.apps.gwo.pl/display /2526,
e klasa IT LO: https://flipbook.apps.gwo.pl/display /2778,
e klasa III LO: https://flipbook.apps.gwo.pl/display/2128,
e klasa IV LO: https://flipbook.apps.gwo.pl/display/2989.
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