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DZIELNIKI MALE | DUZE



Definicja dzielnika

Liczba catkowita d jest dzielnikiem liczby
catkowitej n, jesli istnieje liczba catkowita m

taka, ze:
n=m-d.

Oznaczenie: d | n.

Umowa:

e liczba — liczba catkowita dodatnia,
e dzielnik — dzielnik dodatni.



Zadanie 1. Znajdz liczbe n o doktadnie czterech
dzielnikach, wsrdd ktérych jest liczba 49.
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Zadanie 1. Znajdz liczbe n o doktadnie czterech
dzielnikach, wsrdd ktérych jest liczba 49.

1 7 49 n

o 1 jest najmniejszym dzielnikiem, zas
n jest najwigkszym dzielnikiem.

e Skoro 49| n, to 7| n. Gdzie umie$cic¢ 77

e Liczba 49 ma trzy dzielniki, wiec n > 49.



Zadanie 1. Znajdz liczbe n o doktadnie czterech
dzielnikach, wsrdd ktérych jest liczba 49.

1 7 49 343

o 1 jest najmniejszym dzielnikiem, zas
n jest najwigkszym dzielnikiem.

e Skoro 49| n, to 7| n. Gdzie umie$cic¢ 77

e Liczba 49 ma trzy dzielniki, wiec n > 49.

Zat 7-49 d n—343



Dzielnik dzielnika jest dzielnikiem.

Dla dowolnych liczb a, b, ¢ warunki
a|boraz b|c implikuja a| c.

Prawie kazdy dzielnik ma pare.

Dla liczb n, d rownowazne sg warunki

d| i
noraz —| n.
d
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i majgca doktadnie pieé dzielnikdw.




Zadanie 2. Znajdz liczbe n podzielng przez 5
i majgca doktadnie pieé dzielnikdw.

1 VN n

o Srodkowy dzielnik réwny jest /n. Zatem
liczba n jest kwadratem.



Zadanie 2. Znajdz liczbe n podzielng przez 5
i majgca doktadnie pieé dzielnikdw.

1 5 Vvn n
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Zadanie 2. Znajdz liczbe n podzielng przez 5
i majgca doktadnie pieé dzielnikdw.

1 5 25 625

o Srodkowy dzielnik réwny jest /n. Zatem
liczba n jest kwadratem.

e 5| n, a skoro n jest kwadratem, to 25| n.
Mamy tez 25 < noraz 5 < v/n.

e 525 ma tylko 4 dzielniki, wiec /n = 25.
Zatem n = 625.



Zadanie 3. Dane sg liczby a, b. Czy moga
zachodzi¢ jednoczesnie trzy warunki

e a ma 99 dzielnikdw,
e b ma 101 dzielnikow,

e a- b ma 150 dzielnikow?



Zadanie 3. Dane sg liczby a, b. Czy moga
zachodzi¢ jednoczesnie trzy warunki

e a ma 99 dzielnikdw,

o b ma 101 dzielnikéw,

e a- b ma 150 dzielnikéw?
Odpowiedz. NIE, poniewaz:

e ajest kwadratem,

e b jest kwadratem,

e a- b jestiloczynem kwadratow, czyli jest
kwadratem i ma dzielnik ,bez pary".



Zadanie 4. Wypisano wszystkie dzielniki
liczby n, oprécz 1 oraz n. Wsréd wypisanych
liczb najwieksza jest 45 razy wieksza niz
najmniejsza. Wyznacz mozliwe wartosci n.
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liczby n, oprécz 1 oraz n. Wsréd wypisanych
liczb najwieksza jest 45 razy wieksza niz
najmniejsza. Wyznacz mozliwe wartosci n.

1 2 -+ 190 180

e 45| n, wiec 3| n, a stad x < 3.
e Jedli x = 2,to n = 45x2 = 180.



Zadanie 4. Wypisano wszystkie dzielniki
liczby n, oprécz 1 oraz n. Wsréd wypisanych
liczb najwieksza jest 45 razy wieksza niz
najmniejsza. Wyznacz mozliwe wartosci n.

1 3 - -+ 135 405

e 45| n, wiec 3| n, a stad x < 3.
e Jedli x = 2,to n = 45x% = 180.
e Jedli x = 3, to n = 45x° = 405.
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6| n.
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Zadanie 5. Liczba n jest sumg swoich trzech
najwiekszych dzielnikow wiasciwych. Wykaz, ze

6|n.

9}
(o)
IS

=)

1

e Szacujemy
a< n b < n c < n
-2 -3’ — 4
o Mamy a = 5. W przeciwnym przypadku:

a+b+c<n+n+n<n
—3 4 5 '



Zadanie 5. Liczba n jest sumg swoich trzech
najwiekszych dzielnikow wiasciwych. Wykaz, ze
6|n.

... n n
1 C 3 5 n
e Szacujemy
a<n b<n c<n
— 2’ - 3’ — 4

o Mamy b = 7. W przeciwnym przypadku:

a+b+c<n+n+n<n
—2 4 5 '



Zadanie 5. Liczba n jest sumg swoich trzech
najwiekszych dzielnikow wiasciwych. Wykaz, ze

6|n.

wIs
NIS
S

1

[o2] ]

e Szacujemy

o Zatem c = ¢, czyli 6| n.



Zadanie 6. Kolejne dzielniki liczby n > 2 réwne
sg (od najmniejszego do najwiekszego)

di | - 0 |0kt dk

Wykaz nierownos¢

didh + b0z + ... +dk_1dk < n.



Zadanie 6. Kolejne dzielniki liczby n > 2 réwne
sg (od najmniejszego do najwiekszego)

di d>

Wykaz nierownos¢

L=didb+ dods + .

Szacujemy

ak—1 dk
o+ dko1dk < n.
n
dk72 S 57
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Zadanie 6. Kolejne dzielniki liczby n > 2 réwne
sg (od najmniejszego do najwiekszego)

di | - 0 |0kt dk

Dostajemy

n

< 0
Ls k—1 Kk

.

non,non,
1 2 3

NS

Zauwazmy, ze dla dowolnej liczby s

1 1 1 1

s s+1 s s+1



Zadanie 6. Kolejne dzielniki liczby n > 2 réwne
sg (od najmniejszego do najwiekszego)

di | - 0 |0kt dk
Stad
1 1 1 1 1
<mP(1-=4=-—— —
Lsn (1 2 3 3 TR k>

czyli
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di | - 0 |0kt dk
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Zadanie 6. Kolejne dzielniki liczby n > 2 réwne
sg (od najmniejszego do najwiekszego)

di | - 0 |0kt dk

Dla jakich n zachodzi podzielnos¢

d1d2—|—d2d3+ —I—dk,1dk’n2?

o Najwiekszy dzielnik wtasciwy n? to dy_1dk.

e Zatem k = 2, czyli n jest liczbg pierwsza.



Wzér na liczbe dzielnikéw

Roztézmy liczbe n > 1 na czynniki:

n:p1plp2pg s ... Ps,

ay razy ap razy as razy

gdzie

P1 < p2<...<pPs
sg liczbami pierwszymi oraz ay, ao, . .., as to
pewne liczby. Liczba dzielnikow n to:

(ag+1)-(a+1)-...-(as+1).
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Zadanie 7. Czy istnieje taka liczba n > 1, ze
n=1.2.-...-n
ma dzielnikow?

Wiemy, ze jest liczbg pierwsza.

e Czy n! jest potega liczby pierwszej p?

e Czy n! jest kwadratem liczby naturalnej?
NIE, poniewaz wszystkie dzielniki p" sg
potegami liczby p.

NIE, ale potrzebujemy mocnego wyniku...



Zadanie 7. Czy istnieje taka liczba n > 1, ze
n=1-2.-...-n
jest kwadratem?
o Zaden dzielnik pierwszy kwadratu nie moze

wystepowaé pojedynczo w rozktadzie na
czynniki pierwsze.
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Zadanie 7. Czy istnieje taka liczba n > 1, ze
n=1-2.-...-n
jest kwadratem?

o Zaden dzielnik pierwszy kwadratu nie moze
wystepowaé pojedynczo w rozktadzie na
czynniki pierwsze.

e Dzielnik pierwszy p liczby n! to jedna z liczb
od 1 do n,

e przy czym jesli p?| n!, to takze 2p jest jedng
z liczb do 1 do n.



Zadanie 7. Czy istnieje taka liczba n > 1, ze
n=1.2.-...-n
jest kwadratem?

Twierdzenie Czebyszewa

Dla kazdej liczby n > 4 istnieje taka liczba
pierwsza p, ze:

g<<n
o ~P="




Zadanie 7. Czy istnieje taka liczba n > 1, ze
n=1.2.-...-n
jest kwadratem?

Twierdzenie Czebyszewa

Dla kazdej liczby n > 4 istnieje taka liczba
pierwsza p, ze:

g<<n
o <P=M

Stad 2p > n, czyli n! nie jest kwadratem
(sprawdz osobno n = 2, 3).



Twierdzenie Erddsa-Selfridge’a

lloczyn co najmniej dwdéch kolejnych liczb
(n+1)(n+2)...(n+ k)

nie jest kwadratem, szeScianem, ani zadng
wyzszg potega zadnej liczby.




Twierdzenie Erddsa-Selfridge’a

lloczyn co najmniej dwdéch kolejnych liczb
(n+1)(n+2)...(n+ k)

nie jest kwadratem, szeScianem, ani zadng
wyzszg potega zadnej liczby.

Problem Legendre’a

Czy dla kazdej liczby n > 1 pomiedzy n?
oraz (n+ 1)? znajduije sie liczba pierwsza?




