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Streszczenie

Celem pracy jest prezentacja podstawowych zagadnien zwiazanych z abstrakcyjnymi odpo-
wiednikami rozktadu Bruhat grupy algebraicznej na warstwy podwojne wzgledem jej podgrup
Borela. Zasadnicza motywacje stanowi przyktad rozkladu grupy macierzy nieosobliwych nad
cialem na warstwy podwdjne wzgledem podgrupy macierzy gérnotréjkatnych. Obok rozdzia-
tu wprowadzajacego zasadnicze pojecia i wyniki niezbedne do prowadzenia dalszych rozwa-
zan, cala praca sklada sie z trzech czedci. Pierwsza cze$¢ dotyczy rozkladu Bruhat w teorii
grup. Omawiamy podstawowe przyktady oraz prezentujemy zarys pochodzacej od Titsa teorii
grup z BN-para. Druga czeéé¢ dotyczy algebr Hecke. Dowodzimy twierdzenie Titsa o defor-
magcji, pozwalajace na ustalenie zwiazku pomiedzy reprezentacjami grupy permutacji zbio-
ru n-elementowego i reprezentacjami grup macierzy odwracalnych nad ciatem skonczonym.
W trzeciej czedci omawiamy analog rozktadu Bruhat w przypadku pétgrupowym.

Stowa kluczowe

podgrupa Borela, rozktad Bruhat, BN-para, grupa Weyla, algebra Hecke, monoid Rennera

Dziedzina pracy (kody wg programu Socrates-Erasmus)

11.1 Matematyka

Klasyfikacja tematyczna
Wedtug AMS:

20-XX Group theory and generalizations

20Cxx  Representation theory of groups
20C08  Hecke algebras and their representations

20Exx  Structure and classification of infinite or finite groups
20E42  Groups with a BN-pair; buildings

20Mxx  Semigroups
20M10 General structure theory
20M20  Semigroups of transformations, etc.

Tytul pracy w jezyku angielskim

The Bruhat decomposition and Hecke algebras.






Spis tresci

1. Niektére pojecia i fakty przygotowawcze . . ... ... ... ........... 7
1.1. Elementy teorii pélgrup . . . . . . . . .. L 8
1.2. Elementy teorii algebr skonczenie wymiarowych . .. ... ... ... ...... 13
1.3. Elementy teorii reprezentacji grup skoficzonych . . . . .. ... ... L. 16
1.4. Elementy geometrii algebraicznej . . . . .. ... ... ... L. 18

2. Rozklad Bruhat . ... .. .. ... ... 23
2.1. Dziatanie podgrupy B,(K) na GI,(K) . . ... ... .. ... ... ... . 25
2.2. Podgrupy Borela w GL,(K) . . . . .. ... . 30
2.3. Systemy Titsa. . . . . . . .o 32
24, Glo(Fg) - oo 35
2.5. Warunek wymiany i prezentacja grupy Weyla . . . . . . .. ... ... ... ... 38

3. Algebry Hecke . . . . . . . . . 47
3.1. Generatory i stale strukturalne w He(G,B) . . ... ... ... ... ... 51
3.2. Prezentacja algebry Hecke . . . . ... ... .. .. .. . 54
3.3. Algebry generyczne i ich specjalizacje . . . ... ... ... ... ... . ... .. 58
34. He(G,B)=C[W] . . 65

4. Monoid Rennera . . . . . . . . . ... 71
4.1. Analog rozkladu Bruhat w M, (K) . ... ... ... ... ... ... . ... 73
4.2. Peten monoid liniowy . . . . . ... 74
4.3. Struktura pélgrupowa monoidu Rennera . . . . ... ... ... ... ....... 82

Bibliografia . . . . . . . . 87






Wprowadzenie

W 1954r. F. Bruhat zauwazy! ([Brub4]), ze rozklad klasycznej grupy Liego G (nad cialem liczb
zespolonych) na warstwy podwdjne wzgledem jej podgrupy Borela B mozna $cisle zwiazaé
z pewng grupa, generowana przez skonczony zbior symetrii przestrzeni euklidesowej, nazywa-
ng grupa Weyla grupy G. W szczegdlnosci pokazal on, ze elementy grupy Weyla W, indeksuja
warstwy tego rozktadu, tj.
G= ) BwB.
weW

Zjawisko to, cho¢ odkryte w péznym stadium rozwoju klasycznej (nad R i nad C) teorii grup
Liego, odpowiednio zrozumiane i uogélnione, wykorzystane zostalo w pracach Chevalleya
i Titsa odgrywajac kluczowa role w rodzacej sie woéwczas teorii grup algebraicznych oraz
w znajdujacym sie wowczas w niemal polwiecznym zastoju problemie klasyfikacji skoficzo-
nych grup prostych.

Celem pracy jest prezentacja podstawowych zagadnien zwigzanych z abstrakcyjnymi odpo-
wiednikami rozktadu Bruhat. Zasadnicza motywacje stanowi przyklad rozktadu grupy macie-
rzy nieosobliwych nad ciatem na warstwy podwdjne wzgledem podgrupy macierzy gérnotrdj-
katnych. Punktem wyjscia jest klasyczny rozktad Bruhat znany z teorii grup algebraicznych.
Uogolnienia, ktére zaprezentujemy ida natomiast w dwéch zasadniczych kierunkach:

e przejscia z teorii grup algebraicznych do teorii grup abstrakcyjnych,
e przejscia z teorii grup algebraicznych do teorii monoidéw algebraicznych.

Obok zagadnienia samego istnienia rozkladu Bruhat omawiamy takze jedno z klasycznych
jego zastosowan. Miesci sie ono w teorii reprezentacji grup skonczonych i polega na prébie
ustalenia zwigzku pomiedzy grupa G, a odpowiadajaca jej grupa Weyla (indeksujaca warstwy
rozkladu Bruhat grupy G). Wyniki te pochodza od Titsa i zwiazane sa z tzw. algebrami Hecke.

Praca sktada sie z czterech rozdzialow. W pierwszym rozdziale wprowadzamy zasadnicze po-
jecia i wyniki niezbedne do prowadzenia dalszych rozwazan. Rozdziat drugi dotyczy rozktadu
Bruhat w teorii grup. Omawiamy podstawowe przyklady oraz prezentujemy zarys pocho-
dzacej od Titsa teorii grup z BN-para. Rozdzial trzeci dotyczy algebr Hecke. Dowodzimy
twierdzenie Titsa o deformacji, pozwalajace na ustalenie zwigzku pomiedzy reprezentacjami
grupy permutacji zbioru n-elementowego i reprezentacjami grup macierzy odwracalnych nad
ciatem skonczonym. Rozdzial czwarty poswiecony jest analogowi rozktadu Bruhat w przy-
padku poétgrupowym.
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Rozdziatl 1

Niektore pojecia i fakty
przygotowawcze

Celem tego rozdzialu jest przedstawienie podstawowych pojeé¢ i wynikéw niezbednych do

prowadzenia wtasciwych, z punktu widzenia calej pracy, rozwazan. W kolejnych paragrafach
omawiamy:

e w paragrafie 1.1 — elementy teorii potgrup,
e w paragrafie 1.2 — elementy teorii algebr skonczenie wymiarowych,
e w paragrafie 1.3 — elementy teorii reprezentacji grup skonczonych.

e w paragrafie 1.4 — elementy geometrii algebraicznej.

Rozdzial ten ma charakter wprowadzajacy, brak w nim zatem dowodéw zdecydowanej wigk-
szodci cytowanych przez nas twierdzen. Sg to jednak wyniki dobrze znane. Po ich dowody
odsytamy do stosownych monografii. Konstrukcje i wyniki pozostajace w obrebie podstaw
teorii grup, pierécieni, modutéw, przestrzeni liniowych oraz algebr (objete na MIM UW dwo-

ma semestrami algebry liniowej oraz trzema semestrami algebry) przyjmujemy dalej bez
szerszego komentarza za [BiB87].

Ponizej podajemy szereg oznaczen, ktore bedziemy wykorzystywali w dalszym ciggu pracy
bez szerszego komentarza.

K — dowolne ciato

Q — cialo liczb wymiernych

C - cialo liczb zespolonych

F, - cialo skonczone o p elementach, p — liczba pierwsza
M, (K) - zbiér macierzy wymiaru n x n nad cialem K
Gl,(K) — grupa macierzy odwracalnych nad K
B, (K) — grupa odwracalnych macierzy gérnotréjkatnych
U,(K) - grupa macierzy unipotentnych gérnotréjkatnych
T, (K) - grupa odwracalnych macierzy diagonalnych

Sn — grupa macierzy permutacyjnych



1.1. Elementy teorii polgrup

Celem tego paragrafu jest wprowadzenie podstawowych poje¢ i wynikow zwigzanych z teoria
pétgrup. Standardowym odnosnikiem jest monografia Howiego [How76].

Definicja 1.1 (Pélgrupa, monoid). Zbidr S z dzialaniem o : SxS — S nazwiemy pétgrupag
jesli o jest tgczne. Jesli istnieje e € S, Ze dla kazdego s € S zachodzg réownosci:

eos=soe=3s,

to potgrupe takg nazywamy monoidem, e zas jedynkq w tym monoidzie.

Definicja 1.2 (Pdélgrupa z dolaczonym zerem lub jedynka). Niech S bedzie pélgrupg.
Bierzemy pewne dwa elementy 0,1 ¢ S @ okreslamy zbiory:

sti=su{1}, S%:=5u{s},
i rozszerzamy dzialanie o tak, ze 1 jest w S jedynkq, za$ 6 jest w S° obustronnym zerem.
Podobnie jak w teorii pierscieni, takze w teorii potgrup wprowadzane jest pojecie ideatu.
Definicja 1.3 (Ideal). Niech @ # 1< S. Zbior I nazwiemy:
e ideatem prawostronnym, piszemy I <, S, jesli IS c I,
e idealem lewostronnym, piszemy I <; S, jesli ST c 1,
e idealem dwustronnym, piszemy I < .S, jesli SIS AIScS.
Definicja 1.4 (Ideal gtéwny). Niech a € S. Wowczas zbior
aS':=a(Su{l}) =aSu{a}

nazywamy ideatem gtéwnym prawostronnym w S. Analogicznie okreslamy S'a — ideal gléw-
ny lewostronny w S oraz S*aS' — ideal glowny dwustronny w S.

Definicja 1.5 (Iloraz Reesa). Niech I <« S. W zbiorze (S~ 1)u{0} okreslamy nastepujace
dziatanie:

dla a,be S.
0 ,oileabel

{ab , oileab¢l,
aob=
Co wigcej, dla kazdego a € (S~ 1)u {6}

aof=0o0a=0.

Wowczas dzialanie o jest lgczne na zbiorze (S N I)u{0}. Uzyskang w ten sposdéb pdlgrupe
oznaczamy przez S[I i nazywamy ilorazem Reesa pélgrupy S przez ideal I < S.

O ile w przypadku kazdej grupy G zbiér jej podgrup normalnych tworzy krate izomorficzna
z krata kongruencji na G, o tyle w przypadku potgrup ideaty tworza krate izomorficzna jedy-
nie z pewng podkrata w Con(S). Pojecie kongruencji przynalezy do algebry uniwersalne;j.
W przypadku poétgrup oznacza ono relacje réwnowaznosci p na S speliajaca warunek:

(a,0) € p=Vees [((ac,bc) € p) A ((ca,cd) € p)].



Na zbiorze ilorazowym S/p okresli¢ mozna dzialanie o postaci: [a]o[b] = [ab]. Wynik dzialania
jest niezalezny od wyboru reprezentantéw. Uzyskujemy zatem potgrupe ilorazowsa, oznaczana
przez S/p. Jest jasne, ze izomorficzna kopia kraty idealéw zawarta jest w kracie kongruencji
S. Istotnie, jesli I <.5, to odpowiada mu kongruencja py na S postaci:

(a,b) epr < [(a,bel) v (a=bjae S\T)].

FLatwo widzie¢, ze nie kazda kongruencja musi by¢ ideatem. Dowolna grupa G jest pétgrupa,
tymczasem jedyny ideal w G to cata grupa G.

Pojecie ideatu w sposéb naturalny prowadzi do konkretnych relacji réwnowaznosci zwiazanych
z dang podgrupa.

Definicja 1.6 (Relacje Greena). Niech S bedzie pélgrupg, a,b e S. Okreslamy nastepujgce
relacje na S':

alb< S'a=5" (1.1)
aRb < aS* = bS! (1.2)
aJb < Stast = §'pS! (1.3)

Sa to relacje rownowaznosci. Przecigcie R n L oznaczamy jako H. Sume, a wigc najmniejsza
relacje réwnowaznosci zawierajaca R oraz L, oznaczamy przez D. Jesli a € S to symbolami
Jas Las Rays Ha, Dy 0znaczaé bedziemy klasy abstrakeji elementu a odpowiednio wzgledem re-
lacji J, L, R, H oraz D.

7 definicji wida¢ od razu, ze skoro R ¢ J oraz L € J, to D ¢ J. Zawieranie to moze by¢
wlasciwe, przykladem jest nastepujaca pétgrupa ([And52]):

S:{(z g):a,beR, a,b>0}gGl2(R). (1.4)

Wiele kluczowych obserwacji dotyczacych pétgrup pochodzi z opisu ich D-klas. Maja one wy-
jatkowo regularna strukture. Podstawowym powodem jest przemiennos¢ definiujacych
D relacji R i L. Sprawdzenie tego faktu jest czysto rachunkowe. Przypomnijmy, ze przez
przemiennoéé relacji rozumiemy réwnoéé nastepujacych zlozen relacji:!

LoR=RoL.
Zachodzi nastepujacy fakt.

Uwaga 1.7. Niech A, B — relacje rownowaznosci na zbiorze X. Wowczas:
AoB=BoA=AoB=AVvE.

Relacje D mozna wiec opisa¢ jako ztozenie R oraz L. Ma ono bardzo regularna strukture.
Kazda D-klasa jest suma roztaczng pewnej liczby R-klas oraz pewnej liczby L-klas. Wiemy
juz, ze:

aDb < Jees(a,c)e L, (,b) e R Ry NLy+@ <= Ry NL, + 3.

!ZYozenie A o B relacji réwnowaznosci A, B na zbiorze X okre$lamy nastepujacym warunkiem:
(33,2/) € AOB = EIZeX [(3:72) € A7 (Z7y) € B] .

Jest to, co tatwo sprawdzié, réwniez relacja réwnowaznosci.



Przecigcie R-klasy oraz L-klasy jest wigec zawsze albo puste (wtedy klasy te leza w réznych
D-klasach), albo jest H-klasa. Clifford i Preston zaproponowali w [Cli61] nastepujacy model
obrazujacy opisang przez nas sytuacje.

Definicja 1.8 (Egg-box pattern). Kazda D-klasa w pdlgrupie S jest postaci ,pudelka na
jagka”, w ktorym rzedy reprezentowane sq przez R-klasy, zas kolumny przez L-klasy. Kazda
powstata w ten sposob przegrodka jest pojedynczq H-klasq. Jesli polgrupa S posiada element
zerowy, wowczas tworzy on osobng D-klase.

Hq; Hy

Jedli, podobnie jak na rysunku powyzej, element = € S nalezy do pewnej przegrodki w ,,pudet-
ku”, woéwczas caly wiersz, ktory go zawiera, rowny jest R, cata kolumna zas to L,. Zgodnie
z definicja R, biorgc element y € R, \ H, znajdziemy elementy r,r’ w S, ze ar = y, oraz
yr’ = x. Niech p, : S — S bedzie okreslone wzorem p,.(s) = sr. Jest to przeksztalcenie £, na
Ly. W ,pudetku” oznacza to, Ze p, nie tylko przenosi z na y, ale calg kolumne z L-klasg ele-
mentu x, na L£-klase elementu y. Przeksztalcenie to zachowuje jednocze$nie R-klasy. Mozna
takze sprawdzié, ze p,» : S - S, okreslone wzorem p,/(s) = sr’, przenosi L, z powrotem na
L. Stad juz mozna pokazaé, ze p,| Ly, pr | Ly sa wzajemnie odwrotnymi bijekcjami zacho-
wujacymi R klasy. Analogiczne twierdzenie wystowié mozna na temat przeksztalcen R-klas
(bedziemy je oznaczaé przez ), zachowujacych £-klasy. Fakty te znane sa jako lematy Greena.

Efekt tych rozwazan jest nastepujacy: biorgc dowolne elementy x,y (juz niekoniecznie w tej
same]j R-klasie) mozemy wskazaé bijekcje pomiedzy H,, a H,. Mechanizm tego faktu tatwo
zobaczy¢ na modelu ,,pudetka”.

H, +—L5 1oy,
\\ >\t

N Y

Hy
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Istotnie, skoro 2Dy, to istnieje c € S, ze xRc oraz cLy. Istnieja wiec s,t,s',t € ST, ze:
rs=c, cs =u, tc=1y, t’y:c.

Wystarczy zatem wziaé¢ najpierw przeksztalcenie ps, ono przeprowadzi H, na H. (bijektyw-
nie, bo py jest odwrotne), a dalej pdjs¢ przez A\; i przeprowadzi¢ H. na H,. Rozumujac
analogicznie, moglibyémy najpierw uzy¢ przeksztalcenia \;, a pdzniej dopiero przeksztalce-
nia ps. Wéwcezas nie przechodziliémy przez element ¢, ale przez element nalezacy do L, N'R,.

Rozwazania naszkicowane powyzej pozwalaja okresli¢ nie tylko wlasnosci D klas, ale takze
samych H klas w nich lezacych. Zachodzi nastepujacy, prosty fakt.

Uwaga 1.9. Jesli x,y € S oraz xy € Hy, to py|Hy jest bijekcjg Hy na siebie. Jesli xy € H,y,
to Ay | Hy jest bijekcjo Hy na siebie.

Konsekwencja tego faktu jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1.10 (Green). Jesli H jest H klasq w pélgrupie S, to albo H?> n H = @, albo
H?=H i H jest podgrupg w S.

Jedli H-klasa H poélgrupy S jest grupa, woéwczas jedynka H jest idempotentem w S. Wynika
stad, ze w kazdej H klasie S moze leze¢ co najwyzej jeden idempotent e. Zgodnie z twierdze-
niem Greena, jesli w H-klasie H znajdziemy idempotent, wowczas H musi byé¢ grupa.

Przejdziemy teraz do opisu polgrup skladajacych sie z dokladnie jednej nietrywialnej
J-klasy. Termin ,nietrywialna” rozumiemy tutaj dwojako. W klasie poétgrup nie posiada-
jacych elementu zerowego sa to takie potgrupy S, ktore posiadaja doktadnie jedng [J-klase
(r6wna catemu S). W klasie pélgrup zawierajacych element zerowy beda to takie, ktére po-
siadaja dokladnie dwie J-klasy: {0} oraz S~ {0}. Pélgrupy proste i O-proste, o nich bowiem
mowa, zdefiniujemy jednak najpierw w tradycyjny sposéb.

Definicja 1.11 (Péltgrupa prosta, 0 — prosta). Pdlgrupe S nazywamy proste wtedy i tylko
wtedy, gdy S nie jest jednoelementowa i S jest jedynym ideatem w S. Pdlgrupe S nazwie-
my 0 — prostg wtedy i tylko wtedy, gdy S posiada element zerowy, S* + 0 oraz kazdy ideal
w S réwny jest S lub {0}.

Kazda pélgrupa prosta S jest, po przejéciu do SY pélgrupa 0-prosta. Stad dowody twierdzen
dotyczacych potgrup O-prostych tatwo przenosi¢ na proste. W zwiazku z tym naszg uwage
poswiecimy jedynie pétgrupom O-prostym.

Fakt, ze pétgrupy O-proste sktadaja sie z jedynie dwbdch J-klas nie wynika wprost z defini-
cji. Jedna z drég do wykazania tego rezultatu jest sformutowanie twierdzenia strukturalnego
Reesa-Suschkewitscha, opisujacego strukture pétgrup 0-prostych.

Kazdg pétgrupe skoniczong S mozna podzieli¢ na segmenty, struktura ktérych bedzie tatwa do
opisania. Wprowadzamy w tym celu naturalny porzadek na zbiorze ideatléw pdlgrupy S. Mi-
nimalne elementy niezerowe w tym porzadku nazywaé¢ bedziemy idealami 0-minimalnymi.
Okazuje sie, ze ideat taki ma albo zerowe mnozenie, albo jest potgrupa O-prosta. Co wiecej,
jesli S nie ma zera, wéwczas taki ideal minimalny jest jedyny i nazywamy go jadrem K (S)
pélgrupy S. K(S) jest zatem poélgrupa prosta.
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Wiemy, ze ideal to pewien podzbiér I pélgrupy S, a iloraz Reesa to zbiér (S ~ I)u {0}.
Biorac zatem ideal O-minimalny I pélgrupy skoficzonej S i biorac iloraz S/I, wytniemy
z S ,najmniej” jak to mozliwe. Postepujac analogicznie mozna poszukaé ideatu 0-minimalnego
J w ilorazie S/I i uzyska¢ iloraz (S/I)/J, a dalej iloraz ten dzieli¢ przez ideal 0-minimalny
itd. W ten sposob wycinalibysmy ideaty 0-minimalne w kolejnych ilorazach. Skoro S jest skon-
czona, cala procedura bylaby skonczona. DostalibySmy zatem podziat S na sume roztaczna
ssktadnikéw” O-minimalnych. Aby uzasadnié i sformalizowaé t¢ droge dziatania potrzeba na-
stepujacego stwierdzenia:

Uwaga 1.12. Jesli I,J sq ideatami polgrupy S takimi, Ze I € J oraz takimi, Ze nie istnieje
ideat K w S, dla ktérego I ¢ K ¢ J, to J/I jest albo 0-prosty, albo (J/I)? = 0 (czyli ma
zerowe mnozenie).

Jedli w poélgrupie S istnieje ideal O-minimalny I, ktérego nastepnikiem? bedzie ideal
J, to J/I bedzie 0-minimalny. W ten sposéb biorac (skonczony) tancuch wstepujacy idealéw
w S uzyskujemy rozklad S na rozigczne sktadniki O-minimalne. Zbiory te mozna scharakte-
ryzowaé przy pomocy J-klas.

Najprostszymi, z punktu widzenia porzadku, ideatami w pélgrupie sa idealy gléwne postaci
J(a) = S'asS*. (1.5)

Idealy te sa w naturalny sposéb zwiazane z J-klasami w S. Dlatego w zbiorze S/J wprowadza
sie nastepujacy porzadek:
Ju < Ty < J(a) € J(b). (1.6)

Jesli 7, jest minimalng niezerows J-klasa wzgledem takiego porzadku w S, to J(a) jest mini-
malnym ideatlem w S. Wowczas, o ile S nie ma elementu zerowego, mamy:
J(a) = J, = K(S). W przypadku, gdy J, nie jest minimalng J-klasa, wowczas okresla
sie zbiér:

I(a)={be J(a)| Tp < Ta}-

Jest to zbiér niepusty, wiecej — ideal w S. Latwo sprawdzié, ze J(a) = J, U I(a) jest suma
roztaczna. Latwo zobaczyé, ze jesli K jest ideatem w S takim, ze:

I(a)c K ¢ J(a),

to K = I(a). Z uwagi 1.12 wynika zatem, ze J(a)/I(a) jest O-prosty lub ma zerowe mno-
zenie. Polgrupy: K(S) oraz J(a)/I(a), a € S sa zatem tymi ,najmniejszymi kawaltkami”, na
ktore podzieli¢ mozna potgrupe skonczong S. Nazywamy je faktorami gléwnymi w S. La-
two widzieé¢, ze faktor gtéwny J(a)/I(a) to nic innego tylko J, z dolaczonym zerem. Stad
w przypadku kazdej pélgrupy skoniczonej O-prostej istotnie mamy tylko jedna niezerowa
J-klase. Wyraza to jeszcze raz nastepujacy fakt.

Uwaga 1.13. Jesli J jest J-klasqg w polgrupie S, to albo J jest jadrem S albo zbior:
I={xeS|J.cJ}

jest niepusty i jest ideatem w J. Iloraz J|I jest wéwczas 0-prosty lub ma zerowe mnozenie.

2Nast(gpnikiem w porzadku okre$lonym w zbiorze ideatéw przez inkluzje. Zbiér idealéw jest skonczony, stad
wiemy, ze nastepnik istnieje.
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W 1928 roku Suschkewitsch podal klasyfikacje wszystkich skoniczonych poétgrup O-prostych.
Wynik ten rozwinatl Rees w 1940r. Okazuje sie, ze kazda skonczona pélgrupa O-prosta jest
izomorficzna z tzw. pélgrupa typu macierzowego.

Definicja 1.14 (Pdélgrupa typu macierzowego). Niech G bedzie grupg z jedynkq e oraz
X, Y - niepustymi zbiorami. Przez P bedzie macierzq rozmiaru |Y| x |X| o wyrazach
z Gu {0} = G° przy czym Zaden wiersz ani kolumna P nie jest zerowa. Na zbiorze
S=(GxX xY)u{b} okreslamy nastepujgce dzialanie:

(leywzg%%lv?ﬂ)a Py1zo * Oa

(91,21,91)(92, 72, 2) =
0 y Pyrza = 0

(91,21,91)0 = 0(g1,21,22) =00 = 0.

Czym jest w istocie zdefiniowany obiekt? Element a = (g,x1,y1) € S utozsamia¢ mozna
z macierza rozmiaréw | X |x|Y| o wspétczynnikach w G°. Jedyny niezerowy element tej macie-
rzy znajduje sie w wierszu x1 i kolumnie y; i wynosi g. Nietrudno zobaczy¢, ze iloczyn ¢ = ab
dwdch elementow a,b € S odpowiada, po przejsciu do reprezentujacych elementy S macierzy
A = (agy), B = (byy),C = (cay), zwyklemu iloczynowi macierzy postaci C'= A- P - B. Innymi
stowy:

(coy) = (azy) - P (bay).

W ten sposéb zdefiniowana struktura jest rzeczywiscie pélgrupa. Obok terminu ,,pélgrupa
typu macierzowego” w literaturze uzywa si¢ takze okreslenia ,,pélgrupa Reesa”. W dalszej
czebci pracy potgrupe te oznaczaé bedziemy przez M[GY; X,Y; P]. Pélgrupy typu macierzowe
sa, jak sie okazuje, O-proste ([How76], Lemma 2.3). Zachodzi tez twierdzenie odwrotne:

Twierdzenie 1.15 (Rees, Suschkewitsch [How76], 2.11). Niech S bedzie skoriczong pol-
grupg 0-prostg. Wowczas istniejg: grupa skoriczona G, zbiory skonczone X,Y, oraz macierz

P € M| x|(G?), ze S ~ M[G°; X, Y; P].

Powyzsze sformulowanie jest stabsze niz to, ktérego oryginalnie uzyt Rees. Wynik z 1940r.
obejmowal nie tylko skonczone, ale takze pewna klase nieskonczonych pétgrup O-prostych,
tzw. catkowicie O-prostych. W czwartym rozdziale rozwazaé bedziemy przyktad nieskonczo-
nego monoidu macierzy M, (K) nad cialem. Faktory gléwne tego monoidu beda, w przypadku
gdy |K| = oo, pélgrupami 0-prostymi nieskoniczonymi. Mimo to wykazemy, ze ich opis objety
jest ogdlniejsza wersja twierdzenia Reesa-Suschkewitscha.

1.2. Elementy teorii algebr skonczenie wymiarowych

Przytoczymy podstawowe definicje i fakty zwiazane w teorig algebr skonczenie wymiarowych.
Do klasycznych zrédel z tej tematyki nalezy np. monografia Pierce’a [Pie82]. Bedziemy sie
takze opiera¢ o pierwsze rozdzialy [Cur81].

Zaczniemy od ustalenia znaczenia terminu ,,pierscien”. Standardowa definicja méwi o upo-
rzadkowanej piatce (R,0,—, +,-), gdzie (R,0, -, +) jest grupa abelowa, za$ (R, -) jest pélgrupa.
Struktury te zwigzane sa przez aksjomaty obustronnej rozdzielno$ci mnozenia wzgledem do-
dawania. Zbiér R nazywamy nosnikiem R. W dalszym ciggu bedziemy zakladaé, ze R jest
pierscieniem lacznym z jedynka.
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Jedli R jest pierscieniem z jedynka 1, wéwczas grupe abelowa M wraz z operacja
¢: RxM - M (¢(r,m) oznaczamy dalej przez rm) nazywamy R-modulem lewostron-
nym ozn. gM (odpowiednio prawostronnym dla operacji M x R — M, ozn. Mp) jesli dla
kazdych r,s € R oraz v,w € M prawdziwe sg nastepujace réwnosci:

r(v+w) = rv+rw odp. (v+w)r = wvr+wr
(r+s)v = rv+sv odp. wv(r+s) = ovr+uvs
(rs)v = r(sv) odp. v(rs) = (vr)s
gy = w odp. vl = w

Niech K bedzie piersScieniem przemiennym z 1. Powiemy, ze A jest K-algebrag jesli A jest:
1. lewostronnym K-modulem z dziatlaniem dodawania +

2. pierScieniem, w ktorym dodawanie jest tozsame z +

3. dla kazdych ay,a9 € A, k € K spelniony jest warunek:
k:(alag) = (kal)ag = al(k:az).

W przypadku gdy K = K jest cialem, wowczas A ma strukture przestrzeni liniowej nad K.
Mozna woéwczas méwi¢ o wymiarze algebry A nad K. W dalszym ciagu tego paragrafu
zakladaé¢ bedziemy, ze K jest cialem algebraicznie domknietym, zas wymiar algebry A nad
cialem K jest skonczony. Analogicznie do definicji R-modulu mozna wprowadzié¢ definicje
moduhu nad algebra.

Niech M bedzie A-modutem. Méwimy, ze jest on prosty, jeéli nie zawiera zadnych witasci-
wych?® A-podmoduléw. Méwimy, ze M jest pélprosty jesli spelniony jest jeden z réwnowaz-
nych warunkéw:

(a) dla kazdego A-podmodutu N modulu M istnieje A-podmodul N, ze M = N & N’
(b) modul M jest suma prosta A-moduléw prostych,
(¢c) modul M jest suma A-moduléw prostych.

Algebre A nazywamy poélprosta, jesli spelniony jest jeden z nastepujacych, rownowaznych
warunkow:

(a) lewostronny A-modul 4A jest pdlprosty,

(b) kazdy lewostronny A-modut jest péiprosty,
(c) prawostronny A-modul A4 jest pdlprosty,
(d) kazdy prawostronny A-modutl jest pélprosty.

Twierdzenie 1.16 (Wedderburn). Niech A bedzie skoriczenie wymiarowq algebrg nad cia-
lem algebraicznie domknietym K. Niech w(A) bedzie sumq wszystkich idealéw nilpotentnych
algebry A. Nastepujgce warunki sq rownowazne:

(a) A jest algebrqg pélprostq,

3Podmodut wlasciwy N ¢ M jest rézny od 0 oraz od M.
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(b) w(A) =0,

(c) istniejq liczby naturalne m,ni,na, ..., Ny, oraz algebry z dzieleniem D1y, Da, ..., Dy,
takie, ze:

A~ M, (D1)® M,,(D2)®...M,, (Dp). (1.7)
(d) Jesli M jest prostym A-modulem, to M jest izomorficzna ze skladnikiem prostym s A.

7 twierdzenia Wedderburna wynika, ze jesli A jest pdiprosta, wéwczas A-moduly proste
M, N sa izomorficzne wtedy i tylko wtedy, gdy M’ ~ M, N' ~ N oraz M',N' ¢ M, (D;),
gdzie M, (D) jest jednym ze skladnikéw prostych sumy. Ideal w(A) nazywa sie radyka-
tem Wedderburna algebry A. Z punktu (d) twierdzenia Wedderburna wynika, ze liczby
n; sa wymiarami wszystkich mozliwych prostych A-moduléw (zaréwno prawostronnych, jak
i lewostronnych). Zbiér {ny,ng,...,n,} nazywaé bedziemy dalej niezmiennikami nume-
rycznymi algebry A.

W teorii algebr skoniczenie wymiarowych wazna role odgrywaja elementy idempotentne,
a wiec takie e € A, 7e €% = e. Jedli A jest algebra polprosta i rozwazymy rozktad (1.7) algebry
A na sume prosta algebr, tak jak w punkcie (c¢) twierdzenia Wedderburna, wéwczas istnieja
takie idempotenty eq,es,...,em € A, ze

MnL(Dz) ~ eiA (18)
oraz 1 =ej +eg+...+e,. Elementy e; maja te wtasnosé, ze sa:
: 0 i=y
e ortogonalne, tj. ¢;e; = o
1 i%j
e centralne, tj. e;a = ae;, dla kazdego a € A.

W dalszych rozwazan interesowaé nas bedzie zwiazek pomiedzy algebra A, a algebra eAe,
gdzie e € A jest dowolnym elementem idempotentnym. Zachodzi nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 1.17 ([Cur81], 5.13). Niech A bedzie skoriczenie wymiarowq algebrg nad cialem
K, zas w(A) niech bedzie radykalem Wedderburna algebry A. Jesli e = €2 € A, wowczas

w(ede) =ew(A)e (1.9)
W szczegélnosci, jesli A jest pélprosta, wéwczas eAe jest polprosta dla kazdego e = € € A.
Szczegbdlnymi przyktadami algebr sa algebry grupowe i pélgrupowe.

Definicja 1.18 (Algebra grupowa (pdélgrupowa)). Jesli G jest grupg (pdlgrupg), za$
K jest cialem, wowczas algebrg grupowq (pélgrupowq) K[G] nazywamy zbidr wszystkich skori-
czonych sum formalnych postaci:

{E%M%EK}’

reG

z dziataniami dodawania i mnozenia zdefiniowanymi w nastepujocy sposcb:
Zaxx + Z byx = Z (az + by)x, Zaxx . Z byy = Zaxbya:y.
:E’y

Pierscien K[G] jest K-algebrg z naturalnym mnoZeniem przez skalary.
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W przypadku, gdy G jest monoidem algebra K[G] ma jedynke. Dostajemy ja przy naturalnym
zanurzeniu K - K[G]. Bedziemy ja zwykle utozsamiaé¢ z jedynka grupy G. W przypadku gdy
pélgrupa G ma zero 6 zasadne jest wydzielenie z K[G] ideatu K6. Tloraz K[G]/K6 = Ky[G]
nazywamy Sciggnieta algebra poélgrupows.

Niech G bedzie grupa skoficzona, zas$ Fx(G) = {f| f: G = K}. Elementowi z = Y. ayz9 € K[G]
geG
w spos6b jednoznaczny odpowiada element ®(z) € Fx(G), zadany wzorem:

B()(9) = ag. (1.10)

I odwrotnie, kazdej funkeji f € Fx(G) odpowiada element ¥(g) € K[G] zadany wzorem:

U(f)=>. fl9)g (1.11)

geG

Latwo widzieé, ze przyporzadkowania x — ®(z) oraz f — W(f) sa wzajemnie odwrotnymi
bijekcjami zbioréw, tzn. dla kazdego = € C[G] oraz dla kazdej funkcji f € Fx(G) zachodza
réwnosci

U(e(z)) =z, (V(f))=f (1.12)

Na zbiorze Fg(G) mozna wprowadzi¢ naturalna strukture K-algebry izomorficznej z K[G].
Jedli f € Fx(G), wowcezas dla k € K funkcja k - f okre§lona jest wzorem: (k- f)(g) = kf(g),
gdzie lewa strona jest iloczynem dwéch elementéw z K. Podobnie jedli f, f/ € Fx(G), woéwczas
dla kazdego g € G wartos$¢ funkcji f+ f' w punkcie g réwna jest f(g)+f'(g). Latwo widzieé, ze
zdefiniowaliSmy w ten sposéb na Fi(G) strukture przestrzeni liniowej izomorficznej z C[G].
Zdefiniowane wyzej przeksztalcenia @, W staja sie w ten sposob izomorfizmami przestrzeni
liniowych.

Niech f, f' € Fx(G). Okreslamy nastepujaca operacje: * : Fg(G) x Fx(G) - Fx(G) :

(f* 9= fgh)f'(h"), geG. (1.13)

heG

Latwo sprawdzié, ze operacja » wprowadza na Fg(G) strukture K-algebry. Latwo takze wi-
dzieé, ze dla x,y € C[G] oraz f, f’ € Fx(G) zachodza réwnosci:

D(zy) = @(x) x D(y), U(f+[f)=2(f)®(f). (1.14)
Stad C[G] ~ Fk(G) jest izomorfizmem K-algebr.
Twierdzenie 1.19 (Maschke). Jesli G jest grupa to algebra K[G] jest pélprosta wtedy
i tylko wtedy, gdy charakterystyka ciala K nie dzieli |G|.

1.3. Elementy teorii reprezentacji grup skonczonych

Definicja 1.20 (Reprezentacja grupy). Niech V bedzie skoriczenie wymiarowq przestrze-
nig liniowg nad cialem K, Glg(V') niech bedzie grupg izomorfizmdéw liniowych przestrzeni
V' (izomorficzng z Gl,(K), dla pewnego n € N), zas G niech bedzie grupg. Pare (V,p), gdzie
p: G — Glg(V) jest homomorfizmem, nazywamy reprezentacjg grupy G.
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Takze sama przestrzen V, oraz samo przeksztalcenie p nazywaé bedziemy reprezentacja G.
Reprezentacja p okresla lewostronne dziatanie G na V postaci:

g-v=pgv=p(g)(v).

Mamy stad nastepujace rownosci:

(hg)v = phg-v = (propg)v="h-(g-v), (h,geG,veV)
G- (v1 +v2) = pg(v1 +v2) = pgv1 + pg2=g-v1+g-v2, (geG,v1,v2€V)
g- (tv) = pgtv =tpgu =t(g-v), (geG,teKveV)

Jesli istnieje podprzestrzen liniowa W ¢ V taka, ze dla kazdego g € G mamy p,(W) ¢ W,
wowcezas przestrzen W traktowa¢ mozna jako samodzielna reprezentacja traktujac p jako
przeksztalcenie z G do W. Pare (W, p) nazywamy wowczas podreprezentacjg reprezentacji
(V,p).* Jesli p: G - V ma te wlasnosé, ze V jest jedyna niezerows podreprezentacja V/,
wowcezas (V, p) nazywamy reprezentacja nieprzywiedlng grupy G.

Niech p; : G - V oraz py : G - W beda reprezentacjami grupy G. Przeksztalcenie liniowe
¢V - W nazywamy réwnowaznos$cig reprezentacji grupy G jedli dla kazdego g € G
mamy réwnosé pi(g) o ¢ = ¢ o pa(g). Méwimy wtedy, ze reprezentacje V,W (jak réwniez
p1,p2) sa robwnowazne. Latwo pokazaé, ze jadro i obraz réwnowaznosci reprezentacji sa
podreprezentacjami grupy G (odpowiednio w V i W).

Twierdzenie 1.21. Niech ¢ : G - Glg (V) bedzie nietrywialng reprezentacjq grupy skoriczo-
nej G, przy czym K jest cialem charakterystyki 0. Istniejg wowczas podreprezentacje nieprzy-
wiedine Uy,Us, ..., U, CV, Ze:

V=Uie...eoU,.

W rzeczywistosci, jedli dana jest reprezentacja p : G — V, ktéra mozna rozlozy¢ na sumy
proste:
V=Ue...U-=Wie...0 W,

wowczas s = 7, a liczba W; réwnowaznych z ustalonym W), réwna jest (z dokladnoscia do
przenumerowania) liczbie U; réwnowaznych z Uy,. Oznacza to w szczegdlnosci, ze kazda grupa
skonczona ma skonczenie wiele reprezentacji nieprzywiedlnych, ktére z odpowiednimi wielo-
krotnosciami wchodza do rozktadu dowolnej reprezentacji. Aby sformalizowaé te obserwacje
wprowadzimy pojecie charakteru. W dalszym ciagu pracowa¢ bedziemy nad cialem algebra-
icznie domknietym C.

Definicja 1.22. Niech G bedzie grupg skoriczong i niech p : G - Glg (V') bedzie skoricze-
nie wymiarowq reprezentacjq grupy G nad ciatem C. Charakterem elementu g przy tej re-
prezentacji nazywamy Slad macierzy py (jest on niezalezny od wyboru bazy). Charakterem
reprezentacji p nazywamy funkcje x, : G — C okreslong wzorem x,(g) = trpg. Charaktery
reprezentacyi nieprzywiedinych nazywamy charakterami nieprzywiedlnyma.

Latwo widzieé¢, ze kazda reprezentacja p wyznacza na V strukture lewostronnego
C[G]-modutu. Okreslamy ja przez liniowe rozszerzenie mnozenia gv := py(v). Podobnie,
kazdy lewostronny C[G]-modul X wyznacza pewna reprezentacje grupy G. Istotnie, kazdy
C[G]-modul ma strukture przestrzeni liniowej nad C, a reprezentacje px : G — X mozna
okresli¢ jako: p(g) = gz. Co wiecej, p1,p2 sa reprezentacjami réwnowaznymi wtedy i tylko

4Samg, podprzestrzen W, zgodnie z przyjeta konwencja, takze nazywamy podreprezentacja V.
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wtedy, gdy odpowiadajace im C[G]-moduly sa izomorficzne.

Szczegblng role odgrywa reprezentacja odpowiadajaca C[G]-modutowi C[G]. Nazywamy ja
reprezentacja regularng p,., : G — C[G] grupy G. Wowczas preg(g) jest taka macierza
permutacyjng, ze preg(g)(en) = egn, dla kazdych g, h € G. Latwo udowodnié, ze:
|G| jeSlig=e

' = 1.15
Xﬂ'leg(g) { 0 Jeéll g e ( )
Kazdej reprezentacji, w szczegblnosci reprezentacji nieprzywiedlnej p : G - Glg(V'), odpo-
wiada wiec z jednej strony pewien C[G]-modul M, z drugiej za$ charakter nieprzywiedlny
Xp- Bedziemy czasem moéwié, ze charakter nieprzywiedlny x jest wyznaczony przez pewien
C[G]-modul M. Okazuje sie, ze M jest prosty. Zachodzi wazne twierdzenie:

Twierdzenie 1.23. Niech G bedzie grupg skonczong, za$ x1,X2,---,Xr bedg roznymi cha-
rakterami nieprzywiedlnymi nad C. Wowczas:

e Kazda nieprzywiedlna reprezentacja G wystepuje w rozkladzie C[G] na skladniki nie-
przywiedine.

e Krotnosé nj, z jakq kazdy nieprzywiedlny skiadnik V; o charakterze x; wystepuje
w C[G] réwna jest:
n; =dimc Vj = x;(1a).

Zgodnie z twierdzeniem Maschke algebra C[G] jest pOlprosta, zatem kazdy prosty
C[G]-modul jest w pewnej sktadowej jednorodnej (bedacej suma prosta izomorficznych mo-
duléw prostych o krotnosci réwnej n;) A; tak, ze C[G] jest jako modul réwny A; & ... @ A,.
Co wiecej, dla kazdego 1 < i < r istnieje idempotent e;, ze A; ~ ¢,C[G] ~ C[G]e;. Latwo
widzie¢, ze e;A;j = 0;;A;j. Stad powiemy, Ze charakterowi nieprzywiedlnemu x odpowiada cen-
tralny idempotent e € C[G], jesli modul prosty M odpowiadajacy x lezy w eA.> Dany jest
on wzorem ([Cur81], 9.21):

e=x;(DIGI™ Zéxg‘(ﬂfl)l’- (1.16)

1.4. Elementy geometrii algebraicznej

Niech K bedzie ciatlem algebraicznie domknigtym. Punkty n — wymiarowej przestrzeni afi-
nicznej Ay identyfikujemy z:
{(al,ag, ce ,an) | a; € K}

Niech I bedzie ideatem pierscienia wielomianéw K[z, xa, ..., x,]. Przyjmujemy nastepujaca
definicje:
V(I):={a=(a1,a9,...,a,) e K"| f(a) =0, dla wszystkich f e I}.

Kazdy zbior zdefiniowany w powyzszy sposob nazywaé bedziemy zbiorem algebraicz-
nym® Kazdy zbior algebraiczny mozna opisaé¢ przy pomocy skohczenie wielu réwnan postaci
fi=0,1<i<n, gdzie n jest pewna liczba naturalna, za$ f; € K[x1,z2,...,2,]. Méwi o tym
ponizsze twierdzenie.

Idempotent e ma wlasnoéé opisana w (1.8), a wiec wydziela z C[G] jeden z blokéw prostych.

5Doktadniej, zdefiniowane obiekty nazywane sg zbiorami algebraicznymi afinicznymi. Pojecie zbioru alge-
braicznego przynalezy w geometrii algebraicznej obiektom, ktére ,lokalnie” majg strukture zbioréw afinicz-
nych. W dalszym ciagu pracy piszac ,zbidér algebraiczny” bedziemy mieli zawsze na mysli zbiér algebraiczny
afiniczny.
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Twierdzenie 1.24 (Hilberta o bazie). Niech R[x1,x2,...,2,] bedzie pierscieniem wielo-
miandw o wspotczynnikach z pierscienia R. Jezeli kazdy ideal I < R jest skoriczenie genero-
wany, to takze kazdy ideal J < R[x1,x2,...,2,] jest skoriczenie generowany.

Rozwazmy rodzing A wszystkich zbioréw algebraicznych zawartych w Ag. Widzimy, ze zbior
pusty oraz cala przestrzen Ag nalezag do A. Rodzina ta jest ponadto zamknigta zaréwno
ze wzgledu na operacje przecigcia dowolnej liczby zbioréw, jak i ze wzgledu na operacje
sumy skonczonej liczby zbioréw. Widac stad, ze w Ag mozliwe jest wprowadzenie topologii.
Zbiorami domknietymi sa w tej topologii elementy rodziny A. Baze za$ stanowi rodzina
zbioréw postaci:

Vi={z e Ap(K)|f(x) #0}, feK[ri,22,...,2,].

Topologie okreslona wyzej nazywamy topologia Zariskiego na przestrzeni Agp. Jesli X ¢ Ay
jest dowolnym zbiorem algebraicznym, woéwczas topologia Zariskiego na X jest dziedziczona
z topologii Zariskiego na Ag.

Dla zbioru algebraicznego X okresli¢ mozna podzbiér K[z1, zs,...,x,] postaci:
Z(X):={f eK[x1,x2,...,2,]| f(2) = 0,dla wszystkich z € X }.
Twierdzenie 1.25 (Hilberta o zerach). Niech I < K[x1,x9,...,2,]. Wowczas
I=IZ(V(I)) = 1=V1I, gdzie VI={f cK[z1,29,...,2]|Imen, (f™ € I)}.

Waznym wnioskiem z twierdzenia o zerach jest istnienie jednoznacznej odpowiedniosci po-
miedzy zbiorami algebraicznymi V(1) w A, a idealami radykalnymi w K[z, 2o, ..., 2, ]
tj. takimi ideatami I € K[z1,zo,...,2,], dla ktérych I = v/I. Bijekcja ta odwraca inkluzje,
tzn. I ¢ J < V(1) 2V(J).

7 twierdzen Hilbeta wynika takze obserwacja, ze kazdy zbiér algebraiczny X mozna roz-
lozy¢ na skoficzona sume X = X7 U Xy U ... U X, gdzie X; = V(F;), przy czym P; sa
idealami pierwszymi. Skladniki V(F;), nazywane rozmaito$ciami algebraicznymi, maja
wazng topologiczna wlasno$¢ — sa nierozkladalne. Oznacza to, ze V(P;) nie mozna przed-
stawié¢ jako sumy dwodch réznych wlasciwych podzbioréw domknietych w topologii Zariskiego
(w przeciwienstwie do spdjnosci nie zaktadamy, ze sa to podzbiory rozlaczne). Wlasnosé ta
charakteryzuje rozmaitosci.

Definicja 1.26. Niech X ¢ Ag bedzie zbiorem algebraicznym. Pierscieniem funkcji re-
gularnych X, oznaczanym dalej symbolem” K[X], nazywamy iloraz

K[z1, 22, ..., 2] /Z(X).

Morfizmem zbioru algebraicznego V ¢ Ar do przestrzeni Ay nazywamy funkcje
¢+ V - AR, ktéra kazdemu x € V przyporzadkowuje (fi(z),f2(x),..., fm(x)), gdzie
fi € K[V]. Jesli dla wszystkich € X obraz ¢(x) nalezy do pewnej rozmaitosci algebra-
icznej Y ¢ AR, to ¢ nazywamy morfizmem z rozmaitosci X do Y. Jest to przeksztalcenie
ciagle w topologii Zariskiego.

7VVys‘c(;puje tu konflikt oznaczen z definicja 1.18. Nie powinno to jednak prowadzi¢ do jakichkolwiek nie-
porozumien.

19



Przez wymiar rozmaitoéci algebraicznej X okreslamy wymiar X rozumianej jako przestrzen
topologiczna®. Wymiar dowolnego zbioru algebraicznego okredla sie jako supremum
z wymiaréw jego sktadowych nierozktadalnych.

W dalszej czesci rozwazan wykorzystamy standardowy (choé¢ nietrywialny) wynik zwiazany
z teoriag wymiaru zbioréw algebraicznych.

Twierdzenie 1.27. Niech X bedzie rozmaitosciq algebraiczng, zas'Y niech bedzie wilasciwym,
domknietym i nieredukowalnym podzbiorem X . Wowczas dim(Y') < dim(X).

Twierdzenie to moéwi, nieprecyzyjnie rzecz biorac, ze jesli jeden zbidr algebraiczny zawiera
sie w drugim, to do opisania mniejszego potrzeba mniej rownan, niz do opisania wiekszego.
Dowéd tw. 1.27 stosunkowo latwo wynika® z nastepujacej obserwacji:

Uwaga 1.28. Niech W €V bedq rozmaitosciami algebraicznymi. Wéwczas KW ] =K[V]/P,
gdzie P jest pewnym ideatem pierwszym w K[V].

Na podstawie twierdzen Hilberta: o zerach i o bazie wiadomo, ze X c A" jest rozmaitoscia
wtedy i tylko wtedy, gdy K[X ] = Ag/P, gdzie P « K[z, x2,...,z,] jest idealem pierwszym.
Nie ma jednak, a priori, zadnego powodu, by podobna odpowiednioé¢ przenosita si¢ z Ax na
dowolng rozmaitos¢ algebraiczna. To wladnie stw. 1.28 jest zasadnicza trudnoscia w dowo-
dzie tw. 1.27. Dowdd stw. 1.28 bazuje na Scisle algebraicznych rozwazaniach. Polega on na
utozsamieniu wymiaru zbioru algebraicznego V' z pewnym niezmiennikiem pierscienia funk-
cji regularnych K[V']. Ze wzgledu na zasadnicze znaczenie tw. 1.27 dla dalszych rozwazan,
oméwimy teraz krétko nature tego utozsamienia.

Niech P bedzie idealem pierwszym pierécienia przemiennego R. Przez wysoko$é P, ozn. h(P),
rozumiemy supremum (o ile istnieje) po takich n € N, ze:

PhehPg...¢P, =P,

gdzie P; sg idealami pierwszymi w R. Niech I bedzie dowolnym ideatlem w R. Oznaczmy
przez P(I) rodzing idealéw pierwszych pierscienia R zawartych w ideale I. Jesli istnieje
sup{h(P)|P € P(I)}, woéwczas liczbe te nazywamy wysokoScig idealu I i oznaczamy ja
symbolem h(I). Wreszcie, jesli istnieje n = sup{h(P)|P € P(R)} z wysokosci wszystkich
ideatéw pierwszych pierscienia R woéwczas mowimy, ze R ma wymiar Krulla réwny n. Mozna
udowodnié, ze wymiar zbioru algebraicznego V réwny jest wymiarowi Krulla pierécienia K[V'].
Uwaga 1.28 w tatwy sposéb wynika z nastepujacego wyniku Krulla

Twierdzenie 1.29 (Krull). Niech R bedzie pierscieniem noetherowskim. Niech f € R bedzie
elementem nieodwracalnym, ktory nie jest dzielnikiem zera. Wowczas kazdy minimalny ideal
pierwszy R, ktory jest zawarty w ideale (f) generowanym przez element f ma wysokosé 1.

Dowéd mozna znalezé np. w [Ati69] (Coll. 11.17).

Pierscienie funkcji regularnych rozmaitosci algebraicznych nad ciatem algebraiczne domknie-
tym sg skofnczenie generowanymi pierécieniami noetherowskimi. W szczegélnosci, mozna do

8Wymiar topologiczny to supremum ze wszystkich liczb naturalnych n takich, ze istnieje tancuch
X0$X1$...$Xn

nierozktadalnych podzbioréw domknietych X.
9Patrz [Hum75], 3.2.
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nich stosowaé tw. Krulla.

W dalszej czesci tego paragrafu interesowaé¢ nas bedzie mozliwosé wprowadzenia struktu-
ry grupowej (polgrupowej) na zbiorze algebraicznym. Odnotujmy zatem nastepujaca uwage
([Hum?75], 2.4).

Uwaga 1.30. Jesli V ¢ Ag oraz W € AR sq algebraiczne, to takze V xW ¢ AR*™ jest zbiorem
algebraicznym. Odpowiadajgcym mu pierscieniem funkcji reqularnych jest K[V] @ K[W].

Obserwacja ta pozwala rozwaza¢ morfizmy postaci V x V - V. W szczegdlnodci, jezeli zbior
V posiada strukture pélgrupy lub grupy abstrakcyjnej, wtedy mozemy pytaé¢ o ,zgodnos$c¢”
tej struktury ze strukturg zbioru algebraicznego. Rozwazymy teraz dwa zasadnicze przyktady
takiej sytuacji.

Przyktad 1.31. Peten monoid liniowy.

Rozwazmy zbiér macierzy M,,(K) rozumiany jako zbior algebraiczny izomorficzny z Ag™.

Pierécien funkcji regularnych tego zbioru utozsamiamy z pierécieniem wielomianéw n? zmien-

nych postaci K[z;;], 1 < 4,5 < n. Niech ¢ : M, (K) x M,(K) - M,(K) bedzie zwyklym

mnozeniem macierzowym, a wiec jesli A = (ai;), B = (b;j) oraz C = ¢(A, B) = (¢i;j) wtedy
n

cij = ¥ aybyj. Nietrudno widzie¢, ze ¢ jest zatem morfizmem zbioréw algebraicznych. Struk-
I=1

tury: pélgrupowa i algebraiczna sa w przypadku M, (K) zgodne, tj. mnozenie pdélgrupowe

jest morfizmem zbioréw algebraicznych. Trojke (M, (K), ¢, [d) nazywamy pelnym liniowym

monoidem algebraicznym.

Przyktad 1.32. Petna grupa liniowa

Rozwazmy grupe Gl,(K). Ma ona strukture zbioru algebraicznego. Dow6d polega na zauwa-
zeniu, ze wyznacznik nalezy do pierscienia funkcji regularnych w M, (K) (jest funkcja wie-
lomianowa). Wéwczas G, (K) utozsami¢ mozna ze zbiorem rozwigzan réwnania det(A)y =1
rozwazanego w M, (K) x Af.. Pierécien K[Gl,,(K)] funkcji regularnych na G, (K) generowany
jest przez obciecia n? funkeji regularnych z;;, generujacych K[ M, (K)] (patrz przyktad 1.31),
oraz przez funkcje (det)™ . Mozna pokazaé, ze funkcje ¢ : Gl,,(K) x Gl,(K) - Gl,,(K) oraz
1 Gl,(K) - Gl,,(K) okreélajace odpowiednio: mnozenie i odwracanie elementéw G, (K) sa
morfizmami zbioréow algebraicznych. W szczegdlnosci struktury: grupowa i algebraiczna sa,
w przypadku G, (K), zgodne.

Przyklady te sa motywacja dla nastepujacej definicji:

Definicja 1.33. Niech (Gl,(K),$,”',Id) bedzie pelng grupg liniowq nad cialem K. Niech
G bedzie takq podgrupg grupy Gl,(K), ktéra jest domknieta jako podzbior algebraiczny
w Gl,,(K). Wéwczas kazdg grupe G' izomorficzng z G nazywamy liniowq grupg algebra-
iczng.

W dalszym ciggu zdefiniowane obiekty nazywaé bedziemy ,grupami algebraicznymi”. Jest to
pewne naduzycie terminologii. W geometrii algebraicznej rozwaza sie bardziej abstrakcyjna
definicje grupy algebraicznej niz 1.33, patrz. [Hum75], (7.1). Ze wzgledu jednak na to, ze
w pracy tej zajmujemy sie wylacznie liniowymi grupami algebraicznymi, pojecie ,grupy al-
gebraicznej” nie powinno prowadzi¢ do zadnych nieporozumien.
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Moéwimy, ze grupa algebraiczna jest spéjna lub nierozktadalna, jesli jest spdjna lub nie-
rozktadalna jako zbiér algebraiczny. Mozna pokazadé, ze jesli grupa algebraiczna G jest, jako
zbiér algebraiczny, nierozktadalna, wtedy musi by¢ takze spdjna. Co wiecej, sktadowe spoj-
ne dowolnej grupy algebraicznej G sa nierozkladalne jako rozmaitodci algebraiczne. Jest ich
zatem skoficzenie wiele. Skladowa spéjna G’ jedynki grupy G jest podgrupa w G. Skladowe
spéjne grupy G sa, jak sie okazuje, warstwami G wzgledem podgrupy izomorficznej z G.

Sformutujemy teraz szczegdlny przypadek klasycznego rezultatu teorii reprezentacji grup al-
gebraicznych, twierdzenie Lie-Kolchina, charakteryzujacy spdjne grupy rozwiazalne. Przypo-
mnijmy najpierw definicje grupy rozwiagzalne;j.

Definicja 1.34. Niech G bedzie grupg. Powiemy, ze G jest rozwigzalna gdy istnieje cigg

podgrup
{1}:HOgHIgHQS...SHk,lﬁszG,

ze dla kazdego 1 <1 < k spelnione sqg nastepujgce warunki:
1. Hi—l < Hi
2. H;/H;_ jest grupg abelowg.

Twierdzenie 1.35 (Lie-Kolchin). Kazda domknicta spdjna i rozwigzalna podgrupa Gl,,(K)
jest sprzezona z pewng podgrupg B, (K).

Dowéd mozna znalezé w [Gec03], 3.1.7. lub w [Hum75], 17.6.1°

Definicja 1.36. Podgrupg Borela grupy afinicznej G nazwiemy element maksymalny w zbio-
rze tych podgrup w G, ktore sq domkniete, spdjne i rozwigzalne.

Przez stwierdzenie ’element maksymalny’ rozumiemy tutaj element maksymalny w zbiorze
uporzadkowanym czeéciowo przez relacje inkluzji. Dla kazdej grupy algebraicznej G pojecie
to jest dobrze okreslone. Na mocy tw. 1.27 nie jest mozliwe, by istnial nieskoniczony tancuch
wstepujacy spojnych i domknietych podgrup grupy algebraicznej G ¢ Ag. Cala przestrzen
afiniczna Ay jest bowiem wymiaru n.t

Podgrupy Borela B grupy algebraicznej G beda obiektem naszego szczegdlnego zaintereso-
wania. W pewnych $cisle okreslonych przypadkach warstwy podwdjne grupy algebraicznej G
wzgledem podgrupy Borela B indeksowane beda elementami pewnej grupy zwiazanej z G.
Odnotujmy w tym miejscu jeden istotny fakt zwigzany z podana wyzej definicja podgrupy
Borela.

Twierdzenie 1.37 (Borel). Niech B i B’ bedg dwiema podgrupami Borela grupy algebra-
icznej G. Wowczas istnieje g € G takie, e gBg™' = B'.

Dowdd tego twierdzenia, jak i szczegdlowe wprowadzenie do teorii podgrup Borela (z punk-
tu widzenia zastosowan w geometrii algebraicznej), znalez¢é mozna na przyklad w [Gec03]
(rozdzial trzeci).

O wierdzenie 1.35 jest w istocie szczegdlnym przypadkiem tw. Lie-Kolchina. Obydwa zrédla zawieraja
ogolniejsze jego sformutowania.
HKrétki dowdd tego faktu znalezé mozna na przyktad w [LomO04].
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Rozdziatl 2

Rozklad Bruhat

Niech G bedzie grupa i H < G. Wéwczas mozna okresli¢ dziatanie iloczynu H x H na G:

(hi,h2)g = highy', hi,hee H geG. (2.1)
Dziatanie to prowadzi do rozkladu grupy na warstwy podwdjne postaci:
G=\J HzH,
reX

gdzie X jest pewnym zbiorem. W rozdziale tym interesowa¢ nas beda sytuacje, gdy
na X wprowadzi¢ mozna strukture algebraiczna zwiazana ze struktura grupy G. Zasadni-
cza motywacje stanowi nastepujacy rezultat.

Twierdzenie 2.1. Dla dowolnego ciala K ma miejsce nastepujgcy rozktad grupy Gl,(K):
Gl,(K) = ) B.(K)oB,(K), (2.2)

oeSy

gdzie Sy, jest grupg macierzy permutacyjnych.

Dowdd tego faktu przedstawimy w paragrafie 2.1. Rozklady podobne do (2.2) nazywaé be-
dziemy rozkladami Bruhat. Nazwa pochodzi od nazwiska francuskiego matematyka Francois
Bruhat (1929-2007). Zajmowal si¢ on teoria reprezentacji grup i algebr Liego oraz teoria grup
algebraicznych. Jednym z jego wczesnych wynikéw byt nastepujacy rezultat.

Twierdzenie 2.2 (Bruhat, [Brub4]). Rozwaimy nastepujgce serie prostych grup Liego!:

A={A4,]A4,=5,.1(C) ,n=1,2,3,...}
B ={B, |B, = 502,:1(C) ,n=2,3,4,...}
C={C,|C, =Spn(C) ,n=23,4,...}
D ={D,|D, =502,(C) ,n=4,56,...}
Wowczas jesli G € AuBu Cu D jest podgrupg Gl (K) oraz B=Gn B, (C), T = GnT,(C),

to oznaczajgc przez N(T') normalizator grupy T w G, a przez W —iloraz N(T)/T, dostajemy
rozktad G na warstwy podwdjne { BwB|w e W}? postaci

G= ) BuB. (2.3)
weW

'Przypomnijmy, ze grupa Liego nad cialem C, to zbiér majacy zgodne struktury grupy i rozmaitosci
r6zniczkowej nad C. Zgodno$é polega na tym, ze mnozenie i odwracanie sg rézniczkowalne klasy C'*. Prosta
grupa Liego to taka sp6jna grupa Liego, ktéra nie posiada nietrywialnych spéjnych dzielnikéw normalnych.

2Jest to pewne naduzycie oznaczen. Zauwazmy jednak, ze jesli ni,ns € N(T) oraz ning' € T, to
Bn1B = BnzB. Wynika to z faktu, ze w przypadku kazdej z tych grup T'= Bn N(T) < N(T).
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W

twierdzeniu Bruhat grupa indeksujaca warstwy podwdjne G wzgledem B jest grupa

N(T)/T. Obiekt ten, zwany grupa Weyla grupy Liego G pojawil si¢ po raz pierwszy
w rozwazaniach Weyla z potowy lat 20. XX wieku, kiedy to udowodnione zostalo przezen
nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 2.3 (Weyl (1926), [Wey56]). Kazda skoriczenie wymiarowa prosta algebra
Liego g nad C jest, z dokiadnoscig do izomorfizmu, wyznaczona przez pewng skonczong
grupe W permutacji jednowymiarowych podprzestrzeni algebry Liego g. Grupa W jest izo-
morficzna z grupg skonczong generowang przez symetrie przestrzeni euklidesowej E™.

Publikacje Bruhat zwrdcily uwage Chevalleya, ktéry zastosowal rozktad Bruhat do poszuki-
wania skoficzonych grup prostych.®> W szczegélnoéci, pokazat on ([Che55], [Che58]), ze jesli
K jest cialem réznym od F9,F3. to z kazda prosta algebra Liego nad K zwiaza¢ mozna grupe
prosta G. W zaleznosci od ciata Chevalley uzyskal w ten sposéb:

e dla K = C — wszystkie proste grupy Liego nad C,
e dla K = K — wszystkie proste grupy algebraiczne nad K,

e dla K| < oo — wszystkie znane wéwczas skoficzone grupy proste nieabelowe, a takze
nieznane wczesniej serie skonczonych grup prostych

Uogodlnienie zwiazane bylo z jednej strony z sama technika dowodu, ktory, w przeciwienstwie
do oryginalnego dowodu Bruhat, jednym ciagiem rozumowan obejmowal wszystkie serie pro-
stych grup Liego i nie tylko te grupy; z drugiej za$ strony wynik Chevalleya dotyczyt grup Lie-
go nad dowolnym ciatem réznym od Fo, F5. W szczegdlnosci, Chevalley skonstruowat nieznane
dotad przyktady skonczonych grup prostych ([Cheb5]), otwierajac tym samym nowy rozdzial
w historii problemu ich klasyfikacji. Wyniki Chevalleya daly przyklady rozkladéw Bruhat
poza teoria grup Liego. Dalsze uogodlnienia, pozwalajace na rozwazanie rozkladu Bruhat
w przypadku grup abstrakcyjnych (i pozwalajace na dalsze postepy w problemie klasyfikacji
skonczonych grup prostych), pochodza z poczatku lat 60’ z prac Titsa, o ktérych powiemy
dalej.

W kolejnych paragrafach tego rozdzialu przedstawimy:

e w paragrafie 2.1 — dowdd twierdzenia 2.1;

e w paragrafie 2.2 — omdwienie, na podstawie grupy Gi,(K), podstawowych pojeé¢ po-
trzebnych do rozwazania rozktadu Bruhat w klasie grup algebraicznych,

w paragrafie 2.3 — systemy Titsa, a wiec grupy skonczone zwiazane czterema aksjoma-
tami zapewniajacymi istnienie analogu rozktadu Bruhat;

w paragrafie 2.4 — dowdd faktu, ze G1,,(K) jest systemem Titsa z BN-para? (B, (K), N, (K)),
gdzie N,,(K) jest normalizatorem T}, (K) w Gl,,(K)?;

w paragrafie 2.5 — opis abstrakcyjnego odpowiednika grupy Weyla (okreslonego w pa-
ragrafie 2.3) przy pomocy generatoréw i relacji.

%Na podstawie [Cur67] oraz [Abr89] (str. 335-336).

4Stosowne definicje pojawia sic w paragrafie 2.3.

A wiec grupa macierzy majacych dokladnie jeden element niezerowy w kazdym wierszu i w kazdej kolum-
nie.
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2.1. Dzialtanie podgrupy B,(K) na GI,(K)
Celem tego paragrafu jest dowod twierdzenia 2.1. Sktada sie on z dwdch czesci:
Lemat 2.4. Niech A € Gl,(K). Wowczas istnieje P € Sy, oraz L, M € B,(K), ze:
A=LPM.
Lemat 2.5. Niech 01,09 € S,. Wéwczas:
B, (K)o1Bp(K) = B (K)o B, (K) = 01 = 09

Zanim przystapimy do dowodu wprowadzimy pewne dodatkowe oznaczenia. Jesli A € M, (K),
to i-ty wiersz macierzy A oznaczaé¢ bedziemy przez w;(A), natomiast j-ta kolumne macierzy
A oznaczaé bedziemy przez k;(A). Symbolem e, oznacza¢ bedziemy k-ty wektor bazy stan-
dardowej K.

Ustalmy n € N. Dla kazdego 1 <t < n rozwaza¢ bedziemy funkcje:

I GlLy(K) > {1,2,...,n}
g : Gl (K) ~ M, (K)

Zalézmy, ze A = (a;j),1<i,j <n jest macierzg odwracalng. Woweczas:

[
lt(A) :=min{k|ag #0}, 1<t<n.
Funkcje [; sa dobrze okreslone, poniewaz kazda kolumna macierzy odwracalnej jest
niezerowa. Dla przyktadu, jesli
01 00
10 0 4
A= 00 0 2)
0030
to 11(A) =2,15(A) =1,13(A) =4,14(A) = 2.
[ ]

1 ,’izltAth
qt(A) :=B=(bij),1£i,jﬁn, gdzie bij= Qij NE NN

0 ,w przeciwnym przypadku
Warto odnotowaé, ze A € Gl,,(K) # q.(A) € Gl,(K). Przyklad:
0 01 0 0 1
afll1 1 oll=]l1 0 o
100 0 0O

Definicja 2.6. Niech A€ M,(K), zaste{1,2,...,n}. O macierzy A powiemy, Ze jest
t-zredukowana wtedy i tylko wtedy, gdy:

A=q(A4)=q(A)=...q(A).
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Przyktad macierzy 2-zredukowane;j.

0 0 3 41
10 000
0 06 1 3
01 00O
0 0 5 1 2

Jest jasne, ze macierz A jest n-zredukowana wtedy i tylko wtedy, gdy A € S,,.

Przez B, (K) oznaczaé bedziemy macierze dolnotrdjkatne. Zauwazmy, ze:

00 ... 01
00 ... 10
AeB,(K)y< A-|: ¢ -~ ¢ ]|eBp(K). (2.4)
01 ... 00
10 ... 00

Wprowadziwszy niezbedne oznaczenia przechodzimy do dowodu lematow 2.4 i 2.5.

Dowdd. (Lemat 2.4)

Niech A € Gl,,(K). Wystarczy udowodnié, ze istnieja macierze:
xW x® . x™epB-(K)
YW y@ vy e B (K), ze:
(i) AW = XMW AY D gdzie macierz AD) jest 1-zredukowana,
(i) A® = XOACDT®  odzie 1 <t <n oraz macierz A® jest t-zredukowana.
Istotnie, wéwczas macierz:
A = x() x(n-1)  x@)x @), 4. yDy @)  yr-1)y(n)

jest n-zredukowana, a wiec jest macierza permutacyjna. Dostajemy zatem teze lematu 2.4,
poniewaz zgodnie z wzorem (2.4) istnieje macierz permutacyjna P taka, ze:

pAM _ (pX(n)X(n—l) - _X(Q)X(l)) A- (Y(l)y@) . .Y(n—l)y(n))’

Ba(K) B (K)

a stad:

A= (PxMmxtD .X(Q)X(l))_l (PA™)- (yOY® .Y(”‘l)Y(”))_l .

B (K) Sh By (K)

Rozumowanie jest indukcyjne. Niech 1 < 4,5 < n. Elementy macierzy A oznaczaé¢ bedziemy
przez a; j. Dla 1 <t < n elementy macierzy A® oznaczadé bedziemy przez agtj) , za$ elementy

macierzy X (t),Y(t) przez xl(t]),yl(t])
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1. (Krok 1.) Niech ¢ = 1.

Niech k;(A) sklada si¢ z elementéw aj1,a2,1,...,a;,.1,--.,0n,1. Wowczas kladziemy:
1 0 0 ... 0 0O ... 0
010 ... 0 0 ... 0
0O 0 1 ... 0 0 ... 0
h oo : : : : ~
XDl 00 .. 2 0 ... o]¢Bi®)
(1)
xl1+1,ll 1
000 .. ) 0.1
gdzie:
Lo )™ =k
P 7\ () taps  p>h

Latwo sprawdzié, ze ky (X(I)A) =e.

Aby zakoniczy¢ krok 1. wystarczy znalezé¢ macierz Y (1) spelniajaca nastepujace warunki:

ki (XWA) = k(XD AayWy = ¢, (2.5)
wi (XD AY D) = ¢, (2.6)

FLatwo sprawdzié, ze jest to macierz postaci:

1 @) (1)
L w3 s Yin
0 1 0 0
Y®i=fo 0o 1 0 | € Ba(K),
0 O 0 1
gdzie yilq) =-ay 4, q> 1.

W ten sposéb macierz AN = XM AY () jest 1-zredukowana. Krok 1 zostal zakoficzony.

2. (Krok indukeyjny.) Ustalmy 1 < ¢ < n. Niech [; := [;(A01),1 <4 < t. Zalézmy, ze A®)
jest, dla 1 <i < t, macierza i-zredukowana, a wiec:

wll(A(l)) =e1, MZQ(A(Z)) =€2, ... , wll(A(Z)) =e;
ki (AD)  =e, ko(AD) =ep, ., k(AD) =¢

7

2.7)

Zaczniemy od konstrukeji macierzy X ). Niech k,(A¢~1) sklada sie z elementéw

(-1 D) ) (1)

IR W PRy PR . Wéwcezas kladziemy:
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10 0 ... 0 0 ... 0

1 0 ... 0 0 ... 0
00 1 ... 0 0 ... 0
By R S : P B
e L l(“l 0 ... 0]¢Ba(K),
Q)
0 lt+1lt 1
000 .. fj;t 0 1
gdzie dla 1 <i <t
1
) (l(ft))l s p=1l
xplt tl) 1(t 1) ’
7 ([ ) 7P>lt

Fatwo sprawdzié, ze: k(AT D) = k(XD ACD) = ¢, dla 1 < < t. Istotnie, z zaloze-
nia indukeyjnego wynika, ze k(A% D) = ¢, co wiecej {I1,l2,...,l;} sa parami rézne.
(t-1)

W szczegdlnosei, jesli 1 < i < t, to w kazdej z kolumn k; (A1), element a;, ; ~ réwny jest

0. Podobnie jak w kroku 1. macierz X () zamienia kt(A(t‘l)) na wektor jednostkowy ey, .

Pozostala nam jeszcze konstrukcja macierzy Y, spelniajacej warunki:

k(XD ACEDY - gy (xOAEDY Oy — ¢ 1<ict (2.8)
wy, (XD AEDYy Oy — ¢, (2.9)

Latwo widzieé¢, ze warunki (2.8), (2.9) sa spelnione przez macierz:

100 ..0 0 ... 0
010 ..0 0 .. 0
001 ..0 0 .. 0
y@. | e B,
000 ... 1 ylft;l yfﬁ ()
000 ..0 1 .. 0
0 0 0 0 0 1
gdzie y(t)— (t-1) q>t.

lt’q ’

Zatem macierz A = X ACDy () jest t-zredukowana. To koriczy krok indukeyjny.
Lemat 2.4 zostal zatem udowodniony.

O
Dowdd. (Lemat 2.5)

Zatézmy, ze dla pewnych 01,09 € S, mamy:

B (K)o B, (K) = B, (K)o B, (K).
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Istnieja wiec macierze A, B € B, (K), ze:
Ac1B = o09.
Zgodnie z algorytmem Gaussa:

e istnieje ciag Wy, Wo, ..., W, macierzy takich, ze dla kazdego 1 < i < n macierz W; jest
iloczynem macierzy elementarnych operacji wierszowych na Wy, 1 -... W, A. Dokladniej,
macierz Wiy - ... W, A jest gérnotrdjkatna, zatem k; (W1 -... W, A) jest postaci:

T1,
T2,

0

0
Macierz W; jest iloczynem operacji elementarnych Wy ;Wa ;... W;;, ktére polegaja ko-
lejno na:
— W;; — na pomnozeniu i-tego wiersza przez (z;;) ",
— W, — na odjeciu od j-tego wiersza i-tego wiersza przemnozonego przez staly x;;,
gdzie 1 <j <.
W ten sposéb ki (W;Wii1-...W,A) =¢;.5

e istnieje ciag K1, Ko,..., K, macierzy takich, ze dla kazdego 1 < i < n macierz K; jest
iloczynem macierzy elementarnych operacji kolumnowych na BK;-... K;_1. Dokltadniej,
macierz BK7 ... K;_1 jest gérnotrojkatna, zatem w;(BK7 - ... K;_1) jest postaci:

(0 e Yigo Yig+l o - yi,n).
Macierz K; jest iloczynem operacji elementarnych K;;K;;1...K;,, ktére polegaja
kolejno na:

— Kj; — na pomnozeniu i-tej kolumny przez (yii)™h,

— K;j — na odjeciu od j-tej kolumny i-tej kolumny przemnozonej przez staly y; ;,
gdzie 1 < j < n.

W ten sposéb w;(BK7 ... K;_1K;) =e;.”

Korzystamy tu z faktu, ze A, B sa elementami B, (K). Wiadomo, ze postaé¢ zredukowana,
zaréwno wierszowa jak i kolumnowa, macierzy nalezacej do By, (K) jest identycznoscia. Iloczyn
WiWs ... W, A prowadzi do postaci wierszowej zredukowanej. lloczyn BK1 K5 . .. K,, prowadzi
do postaci kolumnowej zredukowanej. Stad:

(W1W2. ..Wn)(fl (K1K2 Kn) =02

SWyjasnia to przyjeta przez nas numeracje. Algorytm Gaussa (w czesci wykorzystujacej jedynie operacje
wierszowe) dziala od n. wiersza ,w gore”.

"Wyjasnia to przyjeta przez nas numeracje. Algorytm Gaussa (w czesci wykorzystujacej jedynie operacje
kolumnowe) dziala od 1. kolumny ,w prawo”.
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Zalézmy, ze chcac uzyskaé oy z 01 wykonujemy najpierw operacje kolumnowe K1, Ko, ..., K,
a pozniej operacje wierszowe W, Wy,_1,..., Wi. Pokazemy, ze dla 1 <i<n, k;i(o1) = k;(02).

Dowdd jest indukcja ze wzgledu na 1.

e k1(01) = k1(02). Zgodnie z tym jak okresliliémy macierze K; widzimy, ze jedynie ope-
racja K71 moze zmieni¢ pierwszg kolumne oq. Zalozmy, ze tak jest i K1 polega na
przemnozeniu ki(o1) przez 0 # a € K. Rozwazmy teraz operacje W;. Dzialaja one ko-
lejno na macierzy Wji1... Wy 1Wypo1K1Ks ... Ky, przy czym

k(o1 K1 Ky ... Ky) =aki(0).

Zalézmy, ze niezerowy element ki(o1) znajduje sie w wierszu l3. Wowczas wszystkie
operacje postaci W;;, gdzie j > [; nie maja wplywu na kolumne ak;(c). Operacja
Wi, 1, polega na przemnozeniu wiersza [ przez pewng stala 0 # b € K. Latwo widziec,
ze operacje postaci w; j, gdzie j < l; oraz (i,j) # (I;,1;) musza by¢ identycznosciami,
w przeciwnym razie w kj(o2) znajdowalyby sie przynajmniej dwa elementy niezero-
we.® Widzimy zatem, ze ki(o2) = baki(o1). Stad ba = 1 i pierwsza czeéé dowodu jest
zakonczona.

o Zalézmy, ze ki(o1) = ki(o2), dla 1 < i < m < n. Wykazemy, ze kp,(01) = kn(o2).
Zalézmy, ze niezerowy element k;(o1) znajduje sic w wierszu ;. Zauwazmy, ze mno-
zenie o1 kolejno przez macierze Ky, Ko, ..., K, moze sprawié, ze k(01 K1Ks...K,)
bedzie miala niezerowe elementy w wierszach t1,t9,...,ts € {l1,l2,...,l;n-1}. Niech
[ =max(ty,t,...,ts, ). Zauwazmy, ze skoro Ao B jest macierza permutacyjna, zatem
po wykonaniu operacji Wy, Wy,_1, ..., Wi dostaniemy k,,(c2) = €;. Na mocy zalozenia
indukcyjnego istnieje takie s < m, ze ks(o1) = ks(02) = ¢;. Jedli, whrew tezie [ > Iy,
wowezas ks(02) = km(02) = €. Stad sprzecznosé z zalozeniem, ze oy € S,.

O]

2.2. Podgrupy Borela w GI,(K)

Niech G bedzie grupa algebraiczna nad ciatem algebraicznie domknietym K. Przypomnijmy,
ze zgodnie z definicja 1.36 podgrupe B < G nazywamy podgrupa Borela w G jesli jest ona
maksymalng domknieta, spdjng i rozwigzalng podgrupa G. Celem tego paragrafu bedzie
dowodd nastepujacego faktu:

Twierdzenie 2.7. Niech K = K. Wéwczas kazda podgrupa Borela grupy Gl,(K) jest,
z dokladnosciq do sprzezenia, réwna By, (K).

Na podstawie poprzedniego paragrafu wiemy, ze w Gl,,(K) zachodzi rozktad na warstwy po-
dwéjne wzgledem podgrupy B,(K). Rozklad ten, podobnie jak rozklady wymienione
w twierdzeniu 2.2, nazwalidmy rozktadem Bruhat. W klasie grup algebraicznych rozkltadem
Bruhat nazywamy rozklad na warstwy podwdjne wzgledem podgrupy Borela.

Dowdd. (Twierdzenie 2.7)
Nalezy dowiesé, ze B, (K) jest domknieta, spdjna i rozwiazalng podgrupa Gl,(K). Jesli wa-

runki te sg spelnione, to na mocy tw. Lie-Kolchina (tw. 1.35) jest ona maksymalna podgrupa
Gl,(K) o tych wlasnosciach.

8Istotna role gra tutaj kolejnych wykonywanych operacji: ,z dotu do géry”.
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e B, (K) jest domknieta i spdjna podgrupa Gi, (K).
Istotnie, zauwazmy ze zachodzi nastepujacy zwiazek pomiedzy pierscieniami funkcji
regularnych Gl,,(K) oraz B, (K)

Ideal (zi;,1 > j) jest pierwszy w K[Gl,(K)]. Stad na mocy uwagi 1.28 B,,(K) jest nie-
rozkladalnym podzbiorem domknietym Gl,,(K). W komentarzu do definicji 1.33 (grupy
algebraicznej) stwierdziliémy jednak, ze jesli grupa algebraiczna jest nierozkladalna, to
musi by¢ tez spdjna.

e B, (K) jest grupa rozwiazalna.

Rozwazmy homomorfizm h : B, (K) - (K*)" postaci:

h((aij)) = (a11,a22, ..., ann).

Jest on dobrze okreslony, bo a; # 0,7 = 1,2,...,n (inaczej wyznacznik macierzy byl-
by zerowy). Jest to epimorfizm, ktérego jadrem jest grupa U, (K). Iloraz jest grupa
abelowa. Z definicji 1.34 (grupy rozwiazalnej) widaé, ze wystarczy teraz pokazaé roz-
wiazalnosé grupy U, (K). Niech:

N; = {(akl) GMn(K”akl =0, dla l—k‘<’i}, 1= 1,2,...,n.

Okre$lamy ciag {I} =TI+ N, <I+N,_1<...<I+ Ny <I+N;=U,(K).
Zgodnie z definicja 1.34 wykazemy, ze dla 1 <¢<n-1:

— I+Nz‘+1 <1[+Ni
— (I + N;)/(I+ N;s1) jest grupa abelowa.

Latwo widzieé, ze dla kazdych 1 <i4,5 <n:

Ni - Nj € Ningisjin) (2.10)
Niech X € I + N;, za§ A€l + N1, 1 <i<n—-1. Wtedy na mocy (2.10):
(XTAX) =T =X (A-D)X e (I +N;)(Nis1)(I + Ni) € Ny,
zatem I + N;,1 <1+ N;.

Pozostaje udowodnié, ze iloraz (I + N;)/(I + N;11) jest grupa abelowa.

Rozwazmy macierze A = [ — A", B = I - B’, gdzie A’, B’ € N;. Chcemy pokazaé, ze
ABA'B7' e I+ Ny;1. Zauwazmy, ze (A))"* =0, (B")"" = 0. Stad:

AT+ A+ (A 4+ + (A B =T+B +(B)?+...+(B)"
Zatem:

ABA'B ' =(I-AYI -BYUT +A +...+ (A" YT +B +...+ (B ). (2.11)
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Na mocy (2.10) wiadomo, ze macierze A'B’, B'A’ (A")?,(B’)? € N;;1. Jedli zatem wy-
mnozymy nawiasy w (2.11) otrzymamy:

ABA'B ' =T-A'-B' +A'+B' +T=1+T, TeN,,.

Zatem grupa (I + N;)/(I + Nj41) istotnie jest abelowa. Grupa U,(K), a wraz z nia
Gl,(K), jest zatem rozwiazalna.

O

2.3. Systemy Titsa

Jak wspomnieliémy we wprowadzeniu do tego rozdziatu, rozktad na warstwy podwdéjne, zaob-
serwowany po raz pierwszy przez Bruhat, zostal przez Chevalleya wykorzystany do konstruk-
¢ji nieznanych wczesniej serii skonczonych grup prostych. Rozumowania Chevalleya obciazone
byly jednak narzedziami wykraczajacymi poza teorie grup skonczonych — przede wszyst-
kim metodami geometrii algebraicznej. Na poczatku lat 60’ J. Tits opublikowal seri¢ prac
(m.in [Tit62], [Tit64]), w ktérych wyniki Chevalleya zostaly uproszczone i przeniesione na
grunt teorii grup abstrakcyjnych. Przygladajac sie strukturze grup wprowadzonych przez
Chevalleya i posiadajacych rozktad Bruhat, Tits wyodrebnil zestaw czterech aksjomatéw,
ktore spelnia¢ musi grupa skonczona, aby moégt w niej zachodzié¢ analog rozktadu na warstwy
podwdjne. Omoéwieniu tej aksjomatyki poswiecony jest niniejszy paragraf.

Zaczniemy od dowodu nastepujacej uwagi techniczne;j.

Uwaga 2.8. Niech G bedzie grupg, za$ B, N niech bedg takimi podgrupami G, ze G = (B, N).
Zatozmy ponadto, ze BN N a N. Wowczas jesli ny,no € N 4 nmgl e BN N (ny,ny sq repre-
zentantami ustalonego elementu w ilorazie NJ/(Bn N)), to warstwy podwdjne BniB, BnaB
elementow ny,ny wzgledem podgrupy B sq réowne.

Dowdd. Zauwazmy, ze skoro w tezie lematu méwimy o warstwach, a wiec orbitach dzialania
grupy H x H na G (zgodnie z (2.1)) to jesli, wbrew tezie, Bni B # BnyB, wéwczas

BniBnBnyB =@. (2.12)

Wiemy jednak, ze nlngl e Bn N. W szczegbélnosci, istnieje b € B, ze n1n§1 = b. Stad
ny = bng € Bng € BnyB. Sprzecznoéé z (2.12). O

Jesli N/(Bn N) =W, wéwczas kazda z warstw postaci BnB,n € N wyznaczona jest jed-
noznacznie przez pewien element w € W. W dalszych rozwazaniach warstwe odpowiadajaca
elementowi w € W oznaczaé¢ bedziemy przez Bn,, B lub po prostu przez BwB.

Definicja 2.9 (Tits (1962)). Niech G bedzie grupg skoniczong. Méwimy, Ze G jest systemem
Titsa (lub grupg z BN-para®) jesli istniejg podgrupy B, N < G, spelniajgce nastepujgce
warunki:

e (BN1) G=(B,N),

e (BN2) BnN jest podgrupg normalng w N, oraz iloraz W := N/(BnN), zwany grupa
Weyla G, jest grupg generowang przez skonczony zbior S elementéow rzedu 2,

9Terminu BN-para uzywal oryginalnie Tits.
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e (BN3) nsBngs+ B jesli s€ S,
e (BN4) nsBny, € Bngn,BU BnyB dla kazdego s € S oraz weW.

Odnotujmy od razu réwnowazne sformulowania aksjomatéw (BN3), (BN4):
e (BN3) (BnsB)(BnsB)+ B, seS,
e (BN4) (BnsB)(BnyB) € BnyB U Bngn,B, se S,weS.

Zasadniczym przyktadem systemu Titsa jest, jak wykazemy w nastepnym paragrafie, grupa
macierzy odwracalnych nad cialem skonczonym.

Przyktad 2.10. Niech F, bedzie cialem g-elementowym, gdzie q jest liczbg pierwszq, za$
G = Gl,,(F;). Niech:

e B :=B,(F,) - podgrupa zloZona ze wszystkich macierzy gornotréjkgtnych in Gl,(F,),

o N :=Ny,(F,) — podgrupa ztozona ze wszystkich macierzy majgcych dokladnie jeden nie-
zerowy wyraz w kaZdym wierszu i kolumnie

Grupa G wraz z podgrupami B, N tworzq system Titsa. Grupa Weyla jest izomorficzna
z grupg macierzy permutacyjnych, generowang przez transpozycje (a wiec macierze zamia-
ny dwdch sqsiednich wierszy).

Powyzszy przyklad pokazuje jaka jest intuicja dla poje¢ wystepujacych w definicji systemu
Titsa. Grupa B ma by¢ abstrakcyjnym odpowiednikiem macierzy gérnotréjkatnych, czy ogol-
niej — podgrupy Borela grupy algebraicznej. Spodziewamy sie zatem, ze abstrakcyjny rozktad
Bruhat bedzie mial nastepujaca postac:

G = ) BnyB.
weW
Zanim przystapimy do dowodu twierdzenia o istnieniu rozktadu Bruhat w kazdym systemie
Titsa, wprowadzimy jeszcze jedno niezwykle istotne pojecie.

Niech 1 # w € W. Element ten mozna zapisaé jako iloczyn dodatnich poteg pewnej ilosci ele-
mentéw z S (wynika to z faktu, ze W jest generowana przez inwolucje). Takich przedstawien
jest oczywiscie nieskonczenie wiele. Wérdd nich istniejg przedstawienia o najmniejszej dtu-
gosci, a wiec takie, do ktorych uzyto takiej liczby I(w) generatoréw, ze w nie mozna zapisaé
w postaci iloczynu mniej niz [(w) generatoréw. Przedstawienia takie nazywamy postacia-
mi zredukowanymi w € W. Mozliwe jest oczywiscie, aby dany element w € W mial wiele
réznych postaci zredukowanych. Liczba naturalna [(w) jest mu jednak przyporzadkowana
jednoznacznie (mozna zalozy¢, ze element neutralny W zapisuje sie za pomoca 0 generato-
réw). W ten sposéb okre$lona zostaje funkcja dlugosci [ : W — N. Istnienie tej funkcji
pozwala na stosowanie dowoddéw indukcyjnych. Ich podstaws jest nastepujaca uwaga.

Uwaga 2.11. Zauwazmy tez, Ze jesli mamy w € W, ktore nie jest jednoscig, wowczas mozemy
znalezd takie s € S, ze l(sw) +1=1(w).

Dowod. Wystarczy rozwazy¢ dowolng postaé zredukowana w postaci:

Si, € S.

W= 8,849 - Sil(w)7

Woéwczas s;; w ma dhugo$¢ o 1 mniejszg niz w. O
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Twierdzenie 2.12 (Rozklad Bruhat). Niech G bedzie grupg z BN-parqg. Wéwczas G roz-
ktada sie na sume rozlgczng warstw podwojnych postaci:

G = ) BnyB. (2.13)
weW
Dowdd. Wykazemy najpierw réwnosé zbioréw wystepujacych po obydwu stronach (2.13).
Jest jasne, ze suma warstw Bn,,B,w € W zawarta jest w G. Pozostaje wykazaé¢ inkluzje prze-
ciwng. W tym celu wystarczy uzasadnié, ze BN B < G. Istotnie, wéwczas na mocy (BN1)
podgrupa BN B musi by¢ réwna calej grupie G.

Zbiér BN B jest zamkniety na operacje grupowe. Istotnie, po pierwsze, w zbiorze tym jest
jedynka grupy G. Jest on ponadto zamknigty na branie elementu odwrotnego. Dla ele-
mentéw bi,by € B,n € N mamy: (bynby)™! = bgln’lbil € BNB. Pozostaje uzasadnié, ze
BN B jest zamkniety na mnozenie. Z pewnoscia B(BN B) ¢ BN B. Wystarczy wiec pokazad,
ze N(BNB) ¢ BNB. Skoro jednak N jest generowana przez N n B oraz przez wybrany
zbiér reprezentantéw elementéw grupy ilorazowej W, nazwijmy je n,,, wystarczy pokazaé, ze
ny(BNB) ¢ BN B (oczywiscie (N n B)(BNB) € BNB). Z aksjomatu (BN4), dla kazdego
Ny, w € W mamy:

ns(BnywB) = (nsBny)B € Bngny,B U Bn,B < BNB.
W jest generowana przez zbiér S, zatem
ng(BNB)<c BNB,s€ S =n,(BNB)< BNB,weW.

Stad BN B < G. Pierwsza cze$¢ dowodu jest wiec zakonczona. Pozostaje udowodnié, ze dla
x,yeW:
Bn,B = BnyB =z =y. (2.14)

Istotnie, rozklad (2.13) pochodzi od dzialania B x B na G, zatem warstwy Bn,,B sa, dla
w € W, réwne lub roztaczne. Zalozmy, ze [(x) < I(y). Dowodzimy teraz (2.14). Stosujemy
indukcje ze wzgledu na I(x).

e (Krok1)I(xz)=0.Jeslil(x) =0, wtedy x = 1, zatem B = Bn,B = Bn,B. Stad n,, €« BN,
a zatem n, przechodzi przy homomorfizmie naturalnym N — N/(N n B) na jedynke
grupy W, czyli y = 1.

e (Krok 2) I(x) > 0. Zgodnie z uwaga 2.11 istnieje s € S, ze [(sz) < l(x). Jesli, wbrew
tezie, x # y, to sz # sy oraz sx # y (y ma wieksza dlugo$é¢). Dlugos$¢ sz jest mniejsza
niz dtugosé¢ z, zatem z zalozenia indukcyjnego:

BngngB # BngnyB, Bngn,B # Bn,B. (2.15)
Korzystajac z (BIN4) widzimy jednak, zgodnie z (2.15), ze:
(BnsngB) n (BngB)(BnyB) € Bngng,Bn BngnyB = & (2.16)
7 drugiej strony dla dowolnych s € .S,z € W:
(Bngsn,B) ¢ (BnsB)(Bn,B). (2.17)

Poréwnanie (2.16) i (2.17) prowadzi do wniosku, ze Bn,B # Bn,B. Dostaliémy zatem
sprzeczno$é¢ z zalozeniem. Dowdd jest zakoniczony. Warto odnotowaé, ze ani razu nie
skorzystali$my do tej pory z (BIN3).
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W kontekscie poprzednich paragraféw naturalne jest nastepujace pytanie: czy grupa alge-
braiczna nad cialem algebraicznie domknietym (a wigc grupa nieskonczona) moze spelniaé
aksjomaty systemu Titsa? Przy jakich warunkach rozklad Bruhat jest rozktadem grupy alge-
braicznej na warstwy podwdjne wzgledem jej podgrupy Borela? Wsréd tych grup klasycznych,
ktore posiadaja rozklad Bruhat, wszystkie, cho¢ sg nieskoniczone, spelniaja (BIN1) - (BIN4).
Dla przykiadu, jesli G jest klasyczng grupa Liego nad C, wéwczas wystepujace w sformuto-
waniu twierdzenia 2.2 grupy B, N(T") tworza BN-pare w G. Iloraz N(T')/T jest grupa Weyla
grupy G. Dowdd twierdzenia 2.12 nie korzysta ze skonczono$ci grupy G. Widaé zatem, ze
jesli grupa nieskonczona spelnia aksjomaty systemu Titsa, wéwczas zachodzi w niej rozktad
Bruhat.

W teorii grup algebraicznych o rozktadzie Bruhat méwi sie w kontekscie tzw. grup reduk-
tywnych. O klasie tej mozna méwié bez koniecznoéci wezesniejszego definiowana BN-par.
Nie bedziemy jednak zatrzymywac sie dtuzej przy tym zagadnieniu. Dokladne oméwienie tej
tematyki znalez¢é mozna np. w [Gec03], par. 1.7, lub w [Hum?75], rozdz. 28.

Definicja 2.13. Powiemy, Ze podgrupa T spojnej grupy algebraicznej G jest torusem mak-
symalnym w G jesli jest maksymalng spojng podgrupg G izomorficzng z domknietq podgrupg
T, (K), dla pewnego n.

Definicja 2.14. Powiemy, ze podgrupa R,(G) spdjnej grupy algebraicznej G jest radykatem
unipotentnym spojnej grupy algebraicznej G, jesli R, (G) jest maksymalng domknietq spojng
1 unipotentng podgrupg normalng w G. Spojng grupg algebraiczng G nazywamy reduktywnag,
jesli R, (G) = {1}.

W kazdej tak zdefiniowanej grupie reduktywnej mozna wprowadzi¢ strukture BN-pary. Grupy
reduktywne sg ta klasa grup algebraicznych, w ktorych zachodzi rozktad Bruhat na warstwy
podwdjne wzgledem podgrupy Borela:

Twierdzenie 2.15. Niech G bedzie grupg reduktywng, za$ B,T niech bedqg odpowiednio:
podgrupg Borela w G oraz torusem maksymalnym w G. Wowczas grupa G rozklada sie na
sume warstw podwojnych wzgledem B postaci:

G= ) BwB, (2.18)
weW

dla W = N(T)|T, gdzie N(T) jest normalizatorem T w G.

2.4. Gl,(F,)

Celem tego krotkiego paragrafu jest uzasadnienie, ze jedli G = Gi,,(F,), wéwczas podgrupy:
e B := B, (F,) - podgrupa Gi,(F,) ztozona ze wszystkich macierzy gérnotrdjkatnych,

e N := N,(F,) - podgrupa Gl,,(F,) zlozona ze wszystkich macierzy majacych dokladnie
jeden niezerowy wyraz w kazdym wierszu i kolumnie,

zadaja strukture BN-pary na G. Grupa Weyla jest izomorficzna z grupa macierzy permuta-
cyjnych, generowang przez transpozycje (a wiec macierze zamiany dwéch sasiednich wierszy).

Niech {e1,e2,...,e,} bedzie baza przestrzeni liniowej Fy. Sprawdzamy kolejne aksjomaty
BN-pary:
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e (BN 1) Wykazemy, ze (B,N) =G.

Ze standardowego kursu algebry liniowej wiadomo, ze G jest generowana przez macierze
diagonalne, nalezace do N, oraz przez macierze elementarne postaci:

E=E;j(c)=1+ce;j, i#j cely,

gdzie e;; jest jedynka macierzowa'. Pozostaje uzasadnié, ze macierze ze zbioru E moz-
na generowaé przy pomocy elementéw z B i N.

Podgrupa B zawiera oczywiscie wszystkie macierze postaci {E;;(c)|i < j, c e Fy}. Wia-
domo, ze wiersze i kolumny dowolnej macierzy mozna permutowaé przy pomocy ma-
cierzy z N. Latwo zatem widzie¢, ze dla dowolnej macierzy elementarnej E;;(c) € E
istnieja takie macierze permutacyjne P,Q € N, ze PE;;(c)Q € B. Zatem G = (B, N).
Zatem kazda macierz z F jest generowana przez elementy z B i N, co konczy dowdd.

e (BN 2) Latwo widzieé¢, ze BN N to grupa macierzy diagonalnych. Zauwazmy, ze kazda
macierz z grupy N permutuje proste lin{ej},lin{es},...,lin{e,}. Mamy wiec homo-
morfizm z N do grupy permutacji S,. Jego jadrem jest podgrupa macierzy diagonalnych
Bn N =T. Fakt, ze S,, jest generowana przez elementy rzedu 2 (transpozycje) jest ele-
mentarny.

e (BN 3) Spelniony w sposéb oczywisty.
e (BN 4) Chcemy udowodnié, ze:
ngBn, € Bngn,Bu Bn,B, seS, well. (2.19)

Mnozac (2.19) z prawej strony przez n,' widzimy, ze wystarczy udowodnié inkluzje
postaci:

nsB ¢ BngB'UBB', gdzieB' :=n,Bny', seS weW. (2.20)

Niech G; bedzie, dla 1 < i < n, taka podgrupa G, ktérej dziatanie!! jest niezmiennicze
na podprzestrzeni'? lin{e;, e;41} i stale na pozostatych wektorach bazy {er,es,...,en}
przestrzeni IFy. Latwo widzie, ze jest to podgrupa izomorficzna z Gl2(F,). Co wigcej,
dla 1 <7 <n zachodzi réwnosc:

G:B = BG,. (2.21)

Istotnie, latwo widzieé, ze zaréwno lewa, jak i prawa strona réwnosci (2.21) sklada sie
z dokladnie tych macierzy g € G, ktorych dzialanie na wektorach bazowych Fy opisac
mozna, dla 1 <4 < n, w nastepujacy sposéb:

gej €lin{ei,ea,...,e;} , dla kazdego j # i

gei €lin{er, ez, ... €41}

Grupa W ~ S,, generowana jest przez transpozycje s1 = (1,2), s2 = (2,3), s3 = (3,4),
.+ 8n-1 = (n=1,n), sp = (n,1). Dzialanie s; na Fy polega, dla 1 <i <n, na permutacji

10 Jedynka macierzowa e;; to taka macierz, w ktérej na miejscu (i,j) stoi 1, a na pozostalych miejscach stoja
zera.

17 kazda macierza odwracalng nalezaca do Gl,,(Fy) zwiazany jest izomorfizm liniowy przestrzeni Fj.

12Gdy i = n, wéwczas chodzi o podprzestrzen lin{e,,e1}.
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wektorow bazowych e;,e; 1. Na pozostalych wektorach bazowych s; jest state. Stad
s; € G;. Element ten mozna utozsami¢ z macierza ({3) € Gla(F,). Na mocy (2.21)
widzimy, ze s; B € BG;. Stad inkluzja (2.20) bedzie spelniona jesli dla kazdego 1 <i<n
zachodzi¢ bedzie inkluzja:

G; < BB'uBs;B’.

W szczegblnosei, wystarczy pokazac, ze dla kazdego 1 <i < n:
G; ¢ (BHGZ)(B,ﬂGz)U(BOGZ)S,(B,ﬂGz) (222)
Jesli G; utozsamiamy z Gla(F,), to B n G; utozsami¢ mozemy z podgrupa By macie-

rzy gérnotrojkatnych w Glao(IF,). Niech B; oznacza grupe macierzy dolnotrdjkatnych
w Gl (Fy).

Uwaga 2.16. Rozwaimy grupe G' = B' nG; = nyBn,' n G Wéwczas G' ~ By lub
G'~ B;. G’ ~ By gdy ny,Bng! nG; przeprowadza wektor e; na siebie, zas G' ~ By gdy
ann,L_Ul NG, przeprowadza na siebie wektor e;41.

Dowdd. Podgrupa n,Bn,' n G; stabilizuje podprzestrzen w'lin{e; e;+1} i jest nie-
zmiennicza na prostych lin{n,le.}, gdzie k ¢ {i,i + 1}. Stad n,lin{e;} = lin{e;} oraz
ngtlin{e;s1} = lin{e;} dla pewnego k # 1,1 < k,l <n. Stad Bnw 'Gw trzyma w miej-
scu albo lin{es}, albo {e;}. Wynika to z definicji podgrupy B. Stad n,Bn' nG; jest
niezmiennicza na podprzestrzeni lin{e;} lub lin{e;1}. O
Na mocy uwagi 2.16 widzimy, ze inkluzja (2.22) przybiera jedna z dwdch postaci:
Glg(]Fq) c By U Bys; By (2.23)
GZQ(FQ) c BQB2_ @] BQSiBQ_, (224)

gdzie s; utozsamiamy z macierza (9 }) € Glao(F,).

Inkluzje (2.23) dowodzimy w nastepujacy sposob. Jedli g € Gla(F,)\ Ba, to g jest postaci:

a b
g - (C d)? c# 0 (225)

Macierze Ei2(t), gdzie t € F, nie naleza do zbioru macierzy opisanych przez (2.25),
a wiec:

-1 _ 0 =

Elg(—ac )g = (* *) .
Stad juz wynika, ze:

1 * %

siF12(—ac " )g € 0 «]9°€ B = g€ Bys;Bs.

W ten sposéb dowiedlismy inkluzje (2.23), a nawet wiecej:

Glg (]Fq) = BQ U BQSiBQ (2.26)
Inkluzje (2.24) dostajemy zauwazajac, ze s? = 1 oraz s;Bas; = By. Stad na mocy (2.26)

mamy:
Glg(Fq) = GlQ(Fq)SZ' = Bos; U Bys;Bos; € Bos; U BQBQ_.

Dostajemy w ten sposéb inkluzje (2.24). Zachodzi zatem inkluzja (2.23) lub (2.24),
a wiec takze (2.22). Zatem warunek (BIN4) jest spelniony.
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2.5. Warunek wymiany i prezentacja grupy Weyla

Niewiele miejsca poswieciliSmy dotychczas opisowi grupy Weyla indeksujacej warstwy rozkta-
du Bruhat. Paragraf ten poswiecimy dowodowi nastepujacej jej charakteryzacji.

Twierdzenie 2.17. Grupa Weyla W generowana jest przez elementy s1,S2,...,Sy i okresla
ja zbior nastepujgcych rownosci:

57 =1, 1<i<n (2.27)
(SiSj)kij = (Sjsi)kij , 0 ile mg; = Qkij, /) ;tj (2.28)
(SiSj)kijSi = (Sjsi)ki'jsj , O ile mi; = Qkij + 1, VS j (229)

gdzie m;; jest rzedem elementu sis; w W.

Zaczniemy od wykazania, ze grupa Weyla spelnia réwnosci (2.27)—(2.29). Jest to, jak sie
okazuje, wlasnos¢ przystugujaca kazdej grupie skoniczonej generowanej przez zbiér inwolucji.
W dowodzie tego faktu przyda nam si¢ wprowadzenie dodatkowych oznaczen.

Definicja 2.18. Niech G bedzie grupg skoriczong generowang przez skoriczony zbior inwolucji
S ={s1,82,...,8n}. Niech 1+ g € G. Wowczas przez R(g) oznaczaé bedziemy zbior wszystkich
postaci zredukowanych elementu g. Wprowadzamy takze nastepujgce oznaczenia:

R(G) = U R
geG {1}
Ri(G) = U R(9), gdziek>1
geG: l(g)=k

Bedziemy tez mowili, ze elementy x,y € Ri(G) (czy ogdlniej: x,y € R(G)) sa réwne w G
jesli istnieje g € G, Ze x,y € R(g).

Dowdd twierdzenia 2.17 rozpoczniemy od nastepujacego lematu:

Lemat 2.19. Niech G bedzie grupg skoniczong generowanq przez pare inwolucji r,s, przy
czym rzqd elementu rs wynosi m. Niech 1+ g € G. Wowczas:

e jesli m jest liczbg parzystq, rowng 2k, wowczas

R(9)| > 1< g=(rs)k = (sr)F,

e jesli m jest liczbg nieparzystq, rowng 2k + 1, wowczas

IR(g)| > 1 < g=(rs)kr=(sr)"s.

Dowdd. Niech 1 # g € G. Wowezas kazdy element R(g) musi by¢ w jednej z nastepujacych
postaci:
(rs)* v (sr)*2 v (rs)Fer v (sr)kas, (2.30)

gdzie ki, ko, ks, k4 € N. Istotnie, posta¢ zredukowana x € R(g) wyznaczona jest jednoznacznie
przez pierwszy element okreslajacego ja stowa (zlozonego z liter r,s), poniewaz = jest okre-
Slonej dtugosci, réwnej I(g), co wiecej x nie moze zawieraé¢ podstéw postaci rr, ss. Zadne dwa
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elementy R(g) nie moga sie zaczynaé ta sama litera. Widaé stad, ze |[R(g)| < 2. Jedli zachodzi
réwnosé, wéwcezas zgodnie z mozliwosciami przedstawionymi w (2.30):

R(g) = {(rs)¥, (sr)2} albo  R(g) = {(rs)™r, (sr)¥s}, ki, ko, ks, ks N.

Jedli (rs)* = (sr)*2, to oznaczajac przez k rzad elementu rs widzimy, ze k; < k (inaczej nie
byloby to wyrazenie zredukowane), a takze ko < k+ 1, zatem kj + ko < 2k — 1. Mnozac réwnosé
obustronnie przez (rs)** dostajemy 1 = (rs)* ¥ (rs)kt = (sr)f1*k2=k Stad ki + ko = k.
Wiemy, ze I((rs)*) = 1((sr)*?) (elementy te sa w R(g), dla pewnego g € G, musza mieé
zatem identyczna dilugosé, réwna I(g)). Stad ki = ky. Podobnie rozumujemy w przypadku
réwnosci (rs)¥3r = (sr)¥s. Zakladajac, ze rzad elementu rs to 2ks + 1, otrzymujemy réwnosé
k3 = ky. O

Widzimy wiec, ze grupa Weyla spelnia réwnosci (2.27)—(2.29). Zasadnicza trudnoscia jest
pokazanie, ze (S| (2.27)—(2.29)) jest prezentacja tejze grupy. Warto zaznaczy¢, ze fakt ten nie
znalazl sie w pierwszej pracy Titsa dotyczacej BN-par, a zostal uzasadniony dopiero dwa lata
péZniej, niezaleznie przez samego Titsa ([Tit64]), jak i (pracujacego w tym samym osrodku,
co Bruhat) H. Matsumoto ([Mat64]). W naszych rozwazaniach oprzemy sie na metodzie
wykorzystanej przez Matsumoto. Zaczniemy od nastepujacego lematu technicznego.

Lemat 2.20. Niech s € S bedzie jednym z generatoréw W. Wowczas dla kazdego w e W :

I(sw) > (w) = sBw ¢ BswB (2.31)
I(sw) <l(w) = sBwn BwB + @. (2.32)

Dowdd. Dowodzimy (2.31). Rozumowanie jest indukcja ze wzgledu na I(w).

Dla l(w) = 0 teza jest oczywista (w jest jedynka). Niech [(w) > 0. Na mocy uwagi 2.11 istnieje
takie s’ € S, ze w = w's" oraz [(w") <l(w) — 1. Zalézmy, ze teza jest falszywa dla w. Wéwczas
na mocy (BN4) mamy:

sBwn BwB # @ = sBw' n BwBs' # @. (2.33)
Skoro I(sw) > I(w) i sw = sw's’, to takze I(sw’) > I(w"). Inaczej bowiem
I(sw) <l(sw")+1<l(w')+1<l(w)

i dochodzimy do sprzecznosci z zalozeniem indukcyjnym. Jedli natomiast [(sw’) > I(w'),
wowezas z zalozenia indukeyjnego sBw' ¢ Bsw'B, a wiec zgodnie z (2.33) dostajemy:

Bsw'Bn BwBs' + @.
Z (BN4) wynika takze zawieranie:
wBs' ¢ Bws'Bu BwB.

Warstwa Bsw’B ma niepuste przecigcie ze zbiorem BwBs', zgodnie z (BN4) zawartym
w sumie dwoch warstw podwdjnych BwB oraz Bws'B. Stad albo Bsw'B = Bws'B, albo
Bsw'B = BwB. Na mocy twierdzenia 2.12 (o rozkladzie Bruhat) oznacza to, ze albo zacho-
dzi ré6wnoéé sw’ = ws’, albo sw’ = w. Zadna z tych réwnoéci nie moze mieé¢ jednak miejsca.
Istotnie, z réwnosci sw’ = ws’ wynika, ze sw's’ = w = w = sw = s = 1. Tymczasem rzad
elementu s wynosi 2. Jesli natomiast zachodzi réwno$é sw’ = w, woéwczas w’ = sw i, zgodnie
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z zalozeniem indukcyjnym, [(w") = I(sw) > I(w) > [(w"). Sprzecznosé. Skoro zatem niepraw-
dziwa jest zaréwno réwnos$é sw’ = ws’, jak i sw’ = w, dostajemy ostatecznie sprzeczno$é z
przypuszczeniem, ze (2.31) jest nieprawda.

Dowodzimy (2.32). Korzystajac z (BN4) widzimy, ze sBs ¢ B u BsB. Na mocy (BN3)
mamy wiec:
sBsnBsB + @ = sBn BsBs + @ = sBwn BsBsw # &. (2.34)

Skoro tymczasem [(ssw) = l(w) > [(sw), stad z (2.31):
BsBsw < BwB. (2.35)
Zestawiajac (2.34) i (2.35) widzimy, ze sBwn BwB # @. O

Warto zauwazy¢, ze w dowodzie (2.32) po raz pierwszy skorzystaliSmy z aksjomatu (BN 3).
Jako wniosek dostajemy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 2.21. Niech w e W oraz s € S. Wowczas:

I(sw) # l(w) (2.36)
l(sw) =l(w)£1 (2.37)
I(sw) <l(w) = sB ¢ BuBw 'B. (2.38)

Dowdd. Gdyby dla pewnych s € S,w € W zachodzily jednoczeénie (2.31) i (2.32), wéwczas
BswB n BwB # @. Zatem na mocy twierdzenia 2.12 (o rozkladzie Bruhat) sw =w = s = 1.
Tymczasem element s ma rzad 2. To dowodzi (2.36)

bLatwo uzasadni¢ takze réwnosé (2.37). Zauwazmy, ze jesli [(sw) > [(w), to na pewno
[(sw) = l(w) + 1, bo istnieje zapis sw przy pomocy l(w) + 1 generatoréw. Z (2.36) wiadomo,
ze l(sw) # l(w). Jedli [(sw) < l(w) =1(ssw), to podobnie jak wyzej, [(sw)+1 = [(ssw) = l(w).

Inkluzja (2.38) jest natychmiastowym wnioskiem z (2.32). O

Definicja 2.22 (Matsumoto). Niech W bedzie grupg grupa skoriczong generowanag przez zbior
S ={s1,82,...,8n} elementow rzedu 2. Powiemy, ze S spelnia warunek wymiany, jesli:

(L(siy - Sipy) =m0 A L(SigSiy -+ Sipy) <M A1) = 3t i, ... Sip = Sig -+ - Sip_y-

Twierdzenie 2.23 (Matsumoto). Niech W bedzie grupg skonczong generowang przez zbior
S ={s1,892,...,8,} elementéw rzedu 2 spelniajocy warunek wymiany. Dla kazdej pary (i,j),
i # j niech m;; bedzie rzedem elementu s;s;. Wowczas dla i # j spelnione sq réwnosci (2.28)

Niech M bedzie monoidem z jednosciq e zawierajgcym zbior elementéow {mq,...,my} spel-
niajgcych rownoscit® (2.28) i (2.29). Istnieje wéwczas przeksztatcenie f: W — M takie,
ze:

f()=e, f(si)=mi,  f(siy ... 8i,) = miy ...my,, (2.39)

gdzie 1 <i<n, oraz s;, ...s;, € R(W).

13Chodzi oczywiscie o analogiczne réwnodci, tj. takie, ze w (2.28), (2.29) zamiast s; piszemy m;, dla 1 <i<n.
Liczby m;; sa rzedami elementéw s;s; w W.
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Zanim przystapimy do dowodu poczynimy w tym miejscu krétki komentarz. Aby uzasadnié,
ze (s1,82,...,5,|(2.27) = (2.29)) jest prezentacja grupy Weyla, trzeba wzia¢ dowolna grupe
G zawierajaca elementy g1, g9, ..., gn spelniajace réwnosci (2.27)—(2.29) i wykazad, ze istnieje
homomorfizm f : W — G zadany wzorem f(s;) = ¢;, 1 < i < n. Funkcja f: W - M
wystepujaca w tezie twierdzenia Matsumoto nie jest homomorfizmem monoidéw. Wiemy
o niej tylko tyle, ze ,przenosi” do M wszystkie postaci zredukowane elementow z W. Jak
sic dalej okaze, korzystajac z twierdzenia 2.21 dowodzi si¢, ze w przypadku grupy Weyla W
przeksztalcenie opisane w twierdzeniu Matsumoto jest, dla M = G, homomorfizmem grup. By
moc skorzystacé z twierdzenia Matsumoto bedziemy musieli oczywiscie wykazac, ze generatory
grupy Weyla spelniaja warunek wymiany.

Dowdd. (Twierdzenie Matsumoto)

Naszym celem jest wykazanie, ze przeksztalcenie f: W — M, opisane zgodnie z (2.39), jest
dobrze okreslone, tj. jesli dwa elementy R(W') sa réwne w W:

Sj1 -85 = Sy - Sips (240)

wowczas:
mjl cen mjl =Mgy ..My, . (241)

Dowdd bedzie indukeja ze wzgledu na ze wzgledu na dtugosé réwnych w W elementéw R(W).
Dla elementéw R1(W) teza wynika z definicji funkcji f. Bierzemy [ > 1 i zakladamy, ze dla
t <[ funkcja f jest dobrze okreslona dla wszystkich réwnych w W par elementéw ze zbioréw
Ri(W). Wezmy pare réwnych w W elementéw Ry (W), tak jak w réwnosci (2.40):

S,jl "'Sjl = 84y ---Sip-
Mnozac z lewej strony przez s;, dostajemy:
Sjo + -+ 85 = 85180y -+ Siye

Widaé, ze (s, i, ... 5;) <l+1, zatem zgodnie z warunkiem wymiany istnieje liczba k, gdzie
1<k<l, ze:
Sj1Siy + -+ Sip_qy = Siy -+ Siy- (242)

Wstawiajac (2.42) do (2.40) dostajemy:
Sjp -85, = (Siy - Sip) .- 8i; = (85,80, ---5ig) - - - Sy, (2.43)
gdzie symbol ;. oznacza brak czynnika czynnika s;, . Skracajac sj, uzyskujemy:
Sjy .S = Siy o8y -0 Sy
Zauwazmy, ze Sj, ... Sj € Ri—1(W). Istotnie, zgodnie z (2.37)
I=1>1(sjy...55) =U(s5, (85, Sjo---55,)) =1(85, 84y ...85,) £ 1 =1+£1.

Wynika stad, ze takze s;, ...5;, ...si, € Ri-1(W). Z zalozenia indukcyjnego mamy zatem:

My oo MGy = Mgy o TGy o NG
Po domnozeniu (pélgrupowym) stronami przez m;, dostajemy:

Mgy o e Mgy = Mgy Mgy o oMy o2 LT, (244)
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Chcemy wykazaé formute (2.41). Pozostaje zatem dowiesé, ze:

Mgy« o My = Mg My - ..M

-
Rozumowanie rozbijamy na dwa przypadki:
e Niech k <. Wéwczas réwnosé (2.42) przybiera postac:
851841+« Sig_qy = Sig -+ Siy,-

Jest to réwnosé w Ry (W). W przeciwnym razie mieliby$Smy sprzeczno$é z zalozeniem,
ze (2.40) jest réwnoscia pomiedzy elementami z Rj(W). Z zalozenia indukcyjnego:

Mgy oo oMy, = M5 Mgy - Ty (245)
Podstawiajac (2.45) do (2.44) dostajemy teze:

Mg, ... My, =mj1...mjl.

e Niech k =1. Rownosé (2.43) przybiera wowczas postac:

85180y - Sipy = Siy - Si- (2.46)

Réwnosé (2.44) przybiera natomiast réwnosé:
Mgy Mgy <o MGy = My« M5,
Teza sprowadza sie zatem do wykazania réwnosci:

Mgy Mgy <o MGy = Mgy -2 TNy,

Podsumowujac te rozwazania widzimy, ze implikacja:
8jy e 8j, = Sip ... 8 = My . My, = My, .. .My, (2.47)
jest nieprawdziwa tylko wtedy, gdy nieprawdziwa jest implikacja:
Siy oo S0 = 8§18y e Sipy = My oo My, = MG My, .. My, (2.48)

Intuicyjnie poprzednik implikacji (2.48) ,powstaje” z poprzednika implikacji (2.47) w wyniku
trzech ,operacji”:

e poprzez przeniesienie calej prawej strony poprzednika (2.47) na lewa strone poprzednika
(2.48) — tj. przez zamiane sj, ...sj, na s, ...S;,

e poprzez dopisanie do prawej strony poprzednika (2.47) pierwszego z generatoréw sto-
jacych po lewej stronie poprzednika (2.47) — tj. przez dopisanie do s;, ... s;, generatora
sj, (z lewej strony),

e poprzez wymazanie ostatniego generatora z prawej strony poprzednika (2.47) — tj. za-
miast sj, s, ...s; dostajemy s;, 8;, ...8; ;.
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Prowadzac analogiczne rozumowanie'? widzimy, ze implikacja (2.48) ostatnia implikacja jest
nieprawdziwa tylko wtedy, gdy nieprawdziwa jest implikacja:

Sjl Sip---Si = 3i15j1 Sip -2 Sip_y = mjlmil sy = milmjlmil ceeMygy 5.
Powyzsza implikacja jest nieprawdziwa tylko wtedy, gdy nieprawdziwa jest implikacja:
83185184y -+ - Siy_g = S§18i1 85180y + - - Sip_g = My M5 Mgy o .My = MG MG Mg My -0 oMy g,

Warto odnotowaé, ze w poprzednikach wszystkich wymienionych tu implikacji znajduja sie
réwnosci pomiedzy elementami R(W') (dow6d analogiczny jak w przypadku poprzednika
(2.48)).

Kontynuujemy to rozumowanie i widzimy, ze ostatecznie teza kroku indukcyjnego jest nie-
prawdziwa tylko wtedy, gdy nieprawdziwa jest implikacja:

841851541 -+ - = Sj18i1 S5y -+ = M M5 My o w0 = Mgy My My ey (249)
gdzie s, 8,8, ..., 54,8, 55, - - - € R(w), gdzie w € (s;,,55,) <W.
W tym miejscu korzystamy z lematu 2.19. Elementy R((s;,,sj,)) sa réwne w (s;,,s;,) (def.
2.18) wtedy i tylko wtedy, gdy wiaza je réwnosci postaci (2.28) oraz (2.29). Zalozylismy

jednak, ze analogiczne réwnosci spelnione sa takze przez elementy {mj, ..., m, }. Zatem (2.49)
jest prawda, a wraz z nia takze (2.47). Krok indukcyjny zostal zatem zakonczony. O

Twierdzenie 2.24. Niech G bedzie skonczonym systemem Titsa, zas W zwigzang z nim
podgrupg Weyla generowang przez zbior S = {s1,...,sn}. Zbidr S spelnia warunek wymiany.

Dowdd. Zaczniemy od dowodu pewnego uogdlnienia aksjomatu (BIN4).

Lemat 2.25. Niech w e W i niech w' = 55,55, ...5j, bedzie iloczynem generatoréw ze zbioru
S. Wowczas:
wBw' ¢ Bwsj, $j,, - 5j, B (2.50)

gdzie suma wzigta jest po wszystkich podciggach rosngcych postaci 1 < q1 < qa < ...<q <p
oraz ciggu pustym.'®

Dowdd. Indukcja po p. Wykorzystujac dwukrotnie (BN 4) widzimy, ze:

wBs159 € B(wBsy) U B(wsBss)
¢ B(BwB) u B(BwsyB) u B(Bws1B) u B(Bws1s2B).

Podobnie jedli zalozymy, ze dla p > 2 mamy:
wBsj, 85, ... 85, € UBwsqu Sjay -+ - Sig, B
wowczas:

(wBSjl S,j2 c Sjp)sjp+1 € U B(wsqu qu2 t sth sterl)
c UB(Bwsj,, sj,, - - - 8j,, B) U B(Bwsj, Sj,, - - Sjg Sjpes B)-

Dostajemy w ten sposéb sume po wszystkich rosnacych podciagach ciagu (1,2,...,p+1). O

MyWedtug podanej wyzej intuicji stosujemy podana ,modyfikacje” po raz kolejny.
15Sktadnikiem sumy (2.50) jest takze BwB.
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Pokazemy teraz, ze zbiér generatoréw grupy Weyla spelnia warunek wymiany. Niech
W = S, Siy .- Si,, gdzie [(w) = m oraz niech I(s;,w) < m + 1. Warunek wymiany bedzie
spelniony jesli znajdziemy takie k,1 <k <m, ze s;, ...Ssi, = Si - .. Si,_,. Korzystajac z (2.36)
widzimy, ze I(s;,w) < l(w), zatem z (2.38):

siyB € BwuBw ™' B. (2.51)
Skorzystamy teraz z lematu 2.25. Zauwazmy, ze w ™! = s; s, ...Si,8;. Stad:
BwBw 'B ¢ U Bwsj,, $jq, - Sjq, Bs (2.52)

gdzie
m>qr>qa>...>pg 2> 1.
Mnozac (2.51) z lewej strony przez B widzimy, ze Bs;,B lezy w sumie warstw podwdj-

nych znajdujacych sie po prawej stronie inkluzji (2.52) Korzystajac zatem z twierdzenia 2.12
(o rozkladzie Bruhat) dostajemy, ze:

Sig = wsqu qu2 ce qut,
dla pewnego podciagu malejacego {g;}, 1 <i <t ciagu (m, m-1, ..., 1). Skoro I(s;,) =1 oraz
l(ws) =l(w) £1 (na mocy (2.37)), to t =m -1, a wiec:

Sio :wsim~--3ij-~-3i17

gdzie jeden z czynnikéw (o indeksie ;) zostal pominiety. Wstawiajac w = s;, sy, . .. 54, dosta-
jemy:

Sig = (Sil--~5im)(5im~-§;;---5i1)

=84 Sij—l Sij Sij—l cee Sy

— g . ) ) -1
=8iy S0y 8i;(51. .. 8,4) -
Mnozac z prawej strony przez s; ...s;;_, dostajemy zatem warunek wymiany:

Sio"'s’i]‘—l :31---5i]~-

Dowdd. (Twierdzenie 2.17)

Wiemy, ze grupa Weyla spelnia réwnosci (2.27)—(2.29). Niech G bedzie dowolna grupa zawie-
rajagca zbiér elementéw {gi,...,g,} spelniajagcych w G réwnosci analogiczne!® do
(2.27)—(2.29). Generatory grupy Weyla spelniaja warunek wymiany, zatem na mocy twier-
dzenia Matsumoto istnieje przeksztalcenie f: W — G takie, ze f(1w) = 1g, f(s;) = gi, dla
1<i1<n oraz

f(sil Sig -+ Sim) =0i19i9 -+ - Gip,» (253)

dla wszystkich postaci zredukowanych s;,s;, ...s;,,. Jesli udowodnimy, ze f jest homomorfi-
zmem, wowczas dowdd twierdzenia 2.17 bedzie zakonczony. Wystarczy wiec wykazaé, ze:

f(sw) = f(s)f(w), seSweW. (2.54)

W réwnosciach (2.27)—(2.29) zamiast s; wstawiamy g;, 1 <i < n.
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Niech w = s;, 84, ... 8i,,, 8i; €S, przy czym [(w) = m. Latwo widzieé, ze (2.53) jest spelnione,
gdy l(sw) > I(w). Istotnie, w takim przypadku takze postaé ss;, s;, ...s;,, jest zredukowana
i teza wynika z (2.52).

Jesli natomiast zalozymy, ze [l(sw) < [l(w), woéwczas takze [(sw) < I(ssw). Zatem
f(ssw) = f(s)f(sw). Zaréwno s, jak i f(s) sa inwolucjami, zatem

f(8)f(w) = f(s)f(ssw) = f(sw),

co konczy dowdd. 0

Podsumujmy wyniki zebrane w tym rozdziale. PokazaliSmy, ze jeli rozwazamy rozklad gru-
py G na warstwy podwdjne wzgledem podgrupy H, wéwczas w écisle okredlonych warunkach
warstwy tego rozktadu indeksowane sa przez grupe generowana przez skonczony zbiér inwolu-
cji. Zasadniczym przykladem jest rozklad grupy macierzy odwracalnych Gi,(K) na warstwy
podwéjne wzgledem podgrupy macierzy gérnotréjkatnych B, (K). Rozklad ten indeksowa-
ny byl przez grupe permutacji zbioru n-elementowego. Zaobserwowanie takich rozkitadéw,
najpierw w klasie grup Liego, potem w klasie grup algebraicznych, wreszcie natomiast w kla-
sie systemow Titsa, miato istotny wplyw na postep w pracach nad problemem klasyfikacji
skonczonych grup prostych w latach 50’ i 60" XX. wieku.!”

1"Szersze oméwienie tego zagadnienia znalezé mozna np. w artykule przegladowym Curtisa [Cur67].
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Rozdziat 3

Algebry Hecke

W naszych dotychczasowych rozwazaniach przygladaliSmy sie zjawisku rozktadu Bruhat, wy-
stepujacym zaréwno w klasycznym przypadku grupy macierzy odwracalnych nad ciatem, jak
i w ogdlnym srodowisku systeméw Titsa. Celem tego rozdzialu jest prezentacja zwiazku po-
miedzy systemem Titsa G, a odpowiadajaca mu grupa Weyla W.

W ciagu catego tego rozdziatlu zakladaé bedziemy, ze G jest skoniczona grupa z BN-para,
za$ W jest odpowiadajaca G podgrupa Weyla generowana przez skonczony zbioér inwolucji
S. Zgodnie z twierdzeniem 2.12 rozpatrywaé mozna rozkltad Bruhat grupy G na warstwy
podwdjne wzgledem B postaci:
G= ) BuwB.
weW

Bedziemy czasem moéwili, ze B jest podgrupa Borela w G, przyjmujac te nazewnictwo jako
naturalne uogolnienie przypadku znanego z teorii grup algebraicznych. Warstwy podwdjne
grupy G wzgledem podgrupy B nazywaé bedziemy krétko (B, B)-warstwami.

Rozwazmy zbior funkeji: Fc(G) = {f|f : G - C}. Zbiér ten mozna, zgodnie z rozwazania-
mi poczynionymi w paragrafie 1.2', wyposazyé¢ w strukture C-algebry, w ktérej mnozenie
zdefiniowane jest przez splot? za pomoca formuly (1.13). Uzyskujemy w ten sposéb algebre
izomorficzna z algebra grupowa C[G].

Interesuje nas opis takiego podzbioru Fc (G, B) ¢ Fc(G), ktory zawiera funkcje state na
(B, B)-warstwach rozkladu Bruhat grupy G. Zgodnie z utozsamieniem (1.11) Fc(G, B) od-
powiada pewien podzbiér Hce (G, B) ¢ C[G]. Wykazemy dalej, ze Hc (G, B) jest podalgebra
algebry C[G]. Celem tego rozdziatu jest dowdd twierdzenia Titsa méwiacego, ze

He(G, B) ~ C[W], (3.1)

gdzie W jest podgrupa Weyla grupy G.

Uzasadnimy teraz, ze Hc (G, B) jest w istocie podalgebra algebry C[G]. Przypomnijmy, ze
zgodnie z (1.10) kazdemu elementowi x € C[G] odpowiada w sposéb jednoznaczny element

'"Komentarz do definicji 1.18.
2Istotne jest tu zalozenie, ze G jest grupa skonczona.
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®(z) € Fc(G). Podobnie kazdej funkcji f € Fc(G) odpowiada element U(f) € C[G]. Z odpo-
wiednioéci pomiedzy C[G] i Fc(G) bedziemy teraz korzystac.

Przy tej okazji wprowadzimy tez wygodna dla dalszych rozwazan notacje. Niech G bedzie
grupa skonczong i H ¢ G. Wowczas:

[H]:= Y heC[q].
heH

Jesli H < G, wéwczas [ H ] utozsamiaé¢ mozna z elementem C[H].

Lemat 3.1. Niech G bedzie skoriczong grupg z BN-parg. Wéwczas He (G, B) jest podalgebrg
w C[G]. Co wiecej:

Hc(G, B) ~ epClGlep,
gdzie eg € C[B] jest centralnym idempotentem odpowiadajgcym charakterowi trywialnemu
grupy B.

Dowdd. Na podstawie (1.16) wiemy, ze ep dany jest wzorem:

ep =x(1)[B|™ %X(x_l)z =|B|™! %fﬂ = |B|™'[B]. (3.2)

Zgodnie z utozsamieniem (1.10), elementowi ep € C[G] odpowiada funkcja ®(eg) : C - G.
W dowodzie bedziemy kilkakrotnie korzystali z formuly (1.12) méwiacej, ze ® 1 ¥ sa wza-
jemnie odwrotnymi bijekcjami zbioréw, oraz z formuly (1.14) méwiacej, ze ® i ¥ sa homo-
morfizmami algebr.

Rozwazmy zbior:
D(ep) » Fc(G) » ®(ep) ={f e Fc(G) | f =P(ep)  f' » ®(ep), f € Fc(G)}.
Wykazemy, ze zachodzi nastepujaca rownosé zbioréw:
®(ep) » Fc(G) » ®(ep) = Fc(G, B). (3.3)
Rozwazmy element x = Y. agg € C[G]. Jesli wykazemy, ze ®(ep) x ®(x) x ®(ep) € Fc(G, B),

geG
otrzymamy wéwczas jedna z inkluzji w postulowanej przez nas réwnosci (3.3).

Jedli B = {b1,ba,...,b,}, woéwczas funkcji |B|? - ®(eg) » ®(x) * ®(ep) odpowiada:
1.14
V(B (ep) » B(x) * D)) "2 BE T (B(ep)) U(P(2)) U(P(ep)) =

(U122 ¢ prep = [Ble[B] =

= 2 ag( 2 bz‘gbj)-
geG 1<i,j<n

Wérdd elementéw postaci b;gb; pewne moga by¢ sobie réwne. Innymi stowy, nie kazdy element
x € G musi si¢ przedstawia¢ jednoznacznie jako x = b;gb;, dla pewnych g € G, 1 < 4,5 < n.
Wiemy jednak, ze zgodnie z wzorem (2.1) grupa B x B dziala na G. Z podstawowego kursu
teorii grup wiadomo, ze je$li grupa skonczona A dziala na zbiorze X, to dla x € X moc
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orbity Az réwna jest ilorazowi |A|/|A|, gdzie A, = {a € A|lax = x} jest podgrupa izotropii
elementu x. W szczegélnosci, jesli przez s, oznaczymy moc podgrupy izotropii elementu
g przy dziataniu B x B na G, wowczas otrzymamy:

|B|? - eprep = [Blz[B] = zéagsg[BgB].

Dowodzi to, ze ®(ep) » ®(x) » P(ep) € Fc(G, B). Istotnie, jesli dwa elementy g1, go grupy G
sa w tej samej (B, B)-warstwie BgB, wowczas:

(®(ep) x @(2) x ©(ep))(91) = (®(eB) * B(x) » B(ep))(92) = agsy-

Odwrotnie, jesli funkcja f : G — C jest stata na (B, B)-warstwach, a wiec nalezy do F¢ (G, B),
woéwezas zgodnie z (1.11) w C[G] odpowiada jej element postaci:

a a
U(f)= ) ag[BgB] =7}, —g( > bz‘gbj)=\3|2'€B(Z —gg)eB,
geG geG °9 \1<i,j<n geG 59

gdzie a4 € C, zas s, jest rzedem podgrupy izotropii elementu g € G' przy dziataniu B x B na

G. Jedli przyjmiemy x = Y, %g € C[G] wbéwcezas, zgodnie z (1.12) i (1.14) dostajemy:
geG

f=2(¥(f)) = ®(eprep) = P(ep) x D(x) » P(ep).

W ten spos6b dowiedli$my (3.3).

Zgodnie z (1.14) przeksztalcenia ®, ¥ sa wzajemnie odwrotnymi homomorfizmami algebr.
Stad:
®(epC[Glep) = ®(ep) » Fc(G) » ®(eB) = Fc (G, B),

czyli ostatecznie, zgodnie z definicja Hc (G, B), dostajemy:
egCl[Glep = ¥ (®(epC[Glep)) = ¥ (Fc(G, B)) = He (G, B).

Wiadomo, ze egC[G]ep jest podalgebra w C[G], zatem takze Hc (G, B) jest podalgebra
w C[G], co konczy dowdd.
O

Definicja 3.2 (Algebra Hecke). Podalgebre He (G, B) algebry C[G] okreslong w lemacie 3.1
nazywamy algebrq Hecke systemu Titsa G.

Uwaga 3.3. Hc (G, B) jest algebrqg pélprostq.
Dowdd. Teza wynika natychmiast z twierdzenia 1.17. O

Pojecie ,algebry Hecke” pojawialo sie w matematyce stopniowo.? Sama idea przejscia od
rozwazania wlasnosci pierécienia R, do wlasnodci pierécienia eRe, gdzie e = €2 € R, pochodzi
od Schura i siega poczatkéw XX wieku. Oryginalne motywacje lezace u podstaw omawia-
nej tu teorii zwiazane sa jednak z osoba niemieckiego matematyka Ericha Hecke’go. Jest on
znany gltéwnie z wynikow w algebraicznej teorii liczb. Z jego nazwiskiem zwiazane jest zasad-
nicze dla teorii form modularnych pojecie tzw. operatora Hecke?, wprowadzonego w [Hec37].

3Doktadniejszy zarys historyczny znalezé mozna w [Sol90].
4Przyktadowym zrédtem s tu rozdziaty II. i III. monografii Langa, [Lan76].
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Gdy termin ,pierscien Hecke” pojawil sie po raz pierwszy w pracach G. Shimury ([Shi59])
i T. Tamagawy ([Tam63]), dotyczyl on wlasnie zagadnien zwiazanych z tym operatorem,
a przynalezacych raczej do analitycznej teorii liczb i teorii form modularnych.

Pierwsza istotna praca dotyczaca ,pierscieni Hecke”, zwigzana w sposéb bezposredni z po-
jeciem okreslonym w 3.2, a wigc z funkcjami stalymi na warstwach podwdjnych pewnych
grup®, pochodzi od Iwahoriego ([Iwa64]). Wiele z uzyskanych w tej pracy wynikéw okazalo
sie kluczowymi dla zastosowan nie lezacych juz w obrebie teorii liczb. Algebry Hecke okazaly
sie bowiem przydatnym narzedziem dla stosunkowo réznych od siebie dziedzin matematyki.®
Ponizej wymieniamy kilka z nich.

e Teoria reprezentacji tzw. skonczonych grup typu Lie ([Cur87], rozdzial 8). Zwiazek wy-
razony w (3.1) pozwala na zrozumienie zwiazku pomiedzy teoria reprezentacji C[G]
i C[W]. W przypadku oméwionym w paragrafie 2.4, a wiec gdy G jest grupa macierzy
odwracalnych nad cialem skoficzonym, twierdzenie to daje wazny zwiazek” pomiedzy
teorig reprezentacji grupy permutacji zbioru skonczonego ([Ful08], rozdzial 4.) i teoria
reprezentacji grupy macierzy odwracalnych nad cialem p-elementowym ([Ful08], roz-
dziat 6).

e Teoria weztow, gdzie zasadnicza role gra tzw. wielomian Jonesa. Do definicji tego obiek-
tu Vaughn Jones wykorzystal algebry Hecke. ([Jon87]).

e Algebry Temperleya-Lieba. Wystepuja one w teorii weztéw, fizyce statystycznej oraz
fizyce kwantowej. Pojecie algebry Hecke bylo waznym elementem na drodze do odkry-
cia tzw. grup kwantowych. Zasadniczym odnosnikiem z tej tematyki jest praca Jimbo
[Jim86].

Rozdzial ten poswiecimy, zgodnie z wczesniejsza zapowiedzia, dowodowi twierdzenia Titsa
orzekajacego izomorfizm (3.1). Nie jest to wynik elementarny, dlatego na drodze do pelne-
go dowodu zaprezentujemy szereg wlasnosci algebr Hecke. I tak w kolejnych paragrafach
przedstawimy:

e w paragrafie 3.1 — opis generatoréw i statych strukturalnych algebry Hc (G, B),
e w paragrafie 3.2 — opis algebry Hecke przy pomocy generatoréw i relacji,
e w paragrafie 3.3 — pojecie algebry generycznej systemu Titsa,
— dowdd twierdzenia Titsa o deformacji,
e w paragrafie 3.4 — dowdéd wzoru (3.1).

W naszych rozwazaniach opieramy sie na [Cur81] i [Cur87].

SSaC to wowczas jeszcze, podobnie jak we wczesniejszych pracach Heckego i innych, grupy nieskonczone, na
ktoérych okreslona jest miara Haara pozwalajaca na stosowanie splotu.

STstniejg tez zastosowania algebr Hecke w informatyce. Przykladem jest praca Diaconisa, [Dia00].

"Nie byt to oczywiscie pierwszy wynik tego typu. Teoria reprezentacji Gl (Fp) od poczatku zwiagzana byla
z teorig reprezentacji S,. Relacja ta znana jest dzi§ pod nazwa odpowiedniosci Schura-Weyla.
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3.1. Generatory i state strukturalne w H¢(G, B)

Naszym pierwszym celem bedzie wykazanie, ze Hc(G, B) posiada baze {ay, |1 < i < [W]}.
Wyznaczymy tez state strukturalne Hc (G, B), a wigc takie liczby zespolone pi;1, ze:

Wi o
awiawj = Z HijkQuwy, 1< 1,] < |W|
k=1

Definicja 3.4. Niech G bedzie skoriczonym systemem Titsa, B — podgrupg Borela. Wéwczas
dla kazdego x € G okreslamy indeks x w B poprzez:

ind(z) =|B: (zBx"' n B)|.

Latwo sprawdzié, ze ind(x) opisuje liczbe warstw lewostronnych (lub prawostronnych) grupy
B zawartych w warstwie podwdjnej Bx B. Istotnie, jesli A ¢ G oraz dla kazdego a € A warstwa
Ba zawarta jest w A, wéwczas A jest sumg pewnych warstw lewostronnych Bz. Zbior takich
warstw oznaczymy przez (B~ A). Rozwazmy przeksztalcenie zbioréw

¢:(zBx' n B\ B) » (B~ BzB)

zadane wzorem:

#((zBz™' n B)b) = Bab, beB.

Przeksztalcenie to jest dobrze okreslone. Istotnie, jesli b, b’ € B wowczas:
(zBx ' nB)b=(zBz ' nB) <« bbtexBr ' nB o bb ! ex ! Bx < Bxb' = Bab.

Powyzszy rachunek pokazuje jednoczesnie, ze przeksztalcenie to jest injekcja. Moc dziedziny
tego przeksztalcenia to dokladnie ind(z). Aby pokazaé, ze ind(x) = |(B ~ BxB)| wystarczy
wykazaé, ze ¢ jest surjekcja. Poniewaz jednak Bxb jest warstwa lewostronng, zawiera sie ona
w BxB. Kazda warstwe lewostronng uzyskujemy w ten sposob.

Uzyskalismy zatem formute:

ind(z) = |(B~ BxB)| = ‘ﬁ;f 3 (3.4)

Wynika stad, ze jesli elementy z1,z9 € BxB, wtedy ind(x1) = ind(xzz). Funkcja ind jest
zatem stala na (B, B)-warstwach® grupy G. Zgodnie z twierdzeniem o rozktadzie Bruhat
z kazda (B, B)-warstwa G mozna zwiaza¢ jednoznacznie pewien element w € W. Mozemy
zatem okresli¢ state ind(w) := ind(g), gdzie g € BwB,w € W. Zauwazmy, ze daja one pelna
informacje o funkcji ind na G. W dalszym ciggu naszych rozwazan beda one pelnié¢ bardzo
wazna role.

Twierdzenie 3.5. Niech 1 <i<|W]|, gdzie w; € W. Nastepujgce elementy algebry He(G, B):
aw; = ind(wj)epwjep, 1<j<|W| (3.5)

tworzq baze przestrzeni He (G, B).

SWidzimy wiec, ze ind € He(G, B).
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Dowdd. Rozwazmy element [Blxz[B], dla x € G. Wéwczas zgodnie z przyjetymi wczesniej
oznaczeniami:
[Blz[B]= ). bab'.
bt/ eB
Sprawdzmy, jaki wspétczynnik stoi przy x. Juz w dowodzie lematu 3.1 wykazaliSmy, ze jest
to pewna liczba s, taka sama dla wszystkich elementéw warstwy BaxB. Udowodnimy teraz,
ze stala ta zwigzana jest z ind(x). Zauwazmy, ze dla kazdego b’ € B :

z=baxt < bexBx ' nB.
Stad przy x stoi wspdtezynnik
|B|"2 - |zBz™  n B| = (|B| - ind(z))".
Ten sam wspdtezynnik stoi przy dowolnym elemencie y = byxbs # x. Wynika to z faktu, ze

BxB = ByB. Rozumowanie jest analogicznie, jak w dowodzie lematu 3.1. Innymi stowy dla
kazdego x € G dostajemy formute:

(BlelB) -~

[BxB]. (3.6)

Niech D; := Bw; B, gdzie 1 < i < |W|. Zgodnie z twierdzeniem o rozktadzie Bruhat, dla kazdego
x € G istnieje takie 1 < j < |W|, ze BeB = Bw;B = D;. Zatem wstawiajac formule (3.6) do
definicji (3.5) dostajemy:

|B|
ind(x)

= ind(w;)epwjep = ind(w;) - |B| Y

LL’ED]'

-z = |B|"'[Bw;B]. (3.7)

Ao,

Na podstawie (3.7) jest jasne, ze kazdy element Hc (G, B) jest kombinacja liniowa ay,, gdzie
1 <j < |W|. Widaé tez, ze skoro Bw;B sa parami rozlaczne, to elementy a,,,1 < j <|W] sa
liniowo niezalezne. Zatem rzeczywiscie tworza one baze Hc (G, B). Stad tez:

dimc(Hce (G, B)) = |[W|.
O

Niech W = {wy, w2, ..., wy}. Elementy bazy (3.5) algebry Hc(G, B) oznaczaé bedziemy
przez {ay,,w; € W} lub prosciej {a,, w € W}. Zauwazmy, ze po prawej stronie formuly (3.5)
symbolem w; oznaczamy pewien element algebry grupowej C[G]. Mamy tu na mysli taki
element g € G, ktéry reprezentuje warstwe Bw;B. Konkretna postaé bazy zalezna jest oczy-
wiscie od wyboru elementéw w; reprezentujacych warstwy Bw;B w C[G]. Sledzac dowdd
twierdzenia 3.5 widzimy jednak, ze niezaleznie od tego wyboru otrzymujemy baze Hc (G, B).
Elementy {ay,,w; € W} nazywaé bedziemy baza standardowa #Hc (G, B).

Wykazaliémy wezesniej, ze Hce (G, B) jest podalgebra algebry C[G]. Znajdziemy teraz state
strukturalne tej algebry, a wiec takie ;5 € C, ze 1 < 4,5,k < |W| oraz:

W]

awiawj = Z ,LL’L'jk:a’wk'
k=1
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Uwaga 3.6. Niech w;,w; € W, dla pewnych 1 < i,5,< |W|. Zaldimy, Ze istniejq takie
1<iq i, yim < |W]|, meN, Ze:

(szB)(Bw]B) c B’LU“B U meB U...uU B’Ujim.

Wowczas:
Hijk +0=>ke {il,ig,...,im}.

Dowdd. Fakt ten wynika natychmiast z wzoru (3.7). Istotnie, skoro dla kazdego w € W mamy:

aw = |B|" [BwB], to iloczyn elementéw bazowych A oy = |B|"?[ Bw; B][ Bw; B]. Wymnaza-

jac [Bw; B|[Bw;B] dostaniemy element C[G] réwny Y ag4g, g € C, gdzie ay # 0 tylko wtedy,
geG

jesli g € (Bw; B)(Bw;B). Wiadomo, ze warto$¢ a4 zalezy jedynie od (B, B)-warstwy, w kto-
rej znajduje sie g, a wiec ay moze by¢ niezerowe tylko wtedy, jesli g nalezy do (B, B)-warstwy
zawierajacej pewien element (Bw;B)(Bw;B). O

Twierdzenie 3.7. Niech D, = Bw,B, gdzie w, € W, 1 <m < |W|. Wéwczas stale struktu-
ralne pi;jx, algebry He(G, B) opisane sq, dla 1 <1i,j,k <|W|, rownosciami:

pijk = |BI"'|Ds nwp D} = | B[ [Bw; B nwi(Bw;B) ™. (3.8)

Dowdd. Dowdd twierdzenia polega na wykorzystaniu przyporzadkowania (1.10), a wiec na
interpretacji elementéw = przestrzeni Hce (G, B) jako elementéw ®(x) : G — C algebry
Fc(G, H) funkcji statych na (B, B)-warstwach G. Chcac uproscié¢ nieco zapis dowodu, funk-
cje ®(x) oznaczaé bedziemy krétko jako f,. Wiadomo, ze Fc (G, B) jest przestrzenia liniowa,
zatem:

faia; = f% i = O Hijt far- (3.9)
]

Zgodnie z wzorem (3.7):

fa = fipFipg = 1B Y fo

zeD,

Dla ustalonego 1 < k < |W| mamy:

) Bt 1=k
a(wi) = |B ! z\WEg ) =
fz( k) | | _gl;lf( k) { 0 1k
Podstawiajac ten wynik do wzoru (3.9) otrzymujemy:
faiaj(wk) = /szk‘Brl (310)

Z drugiej strony, na mocy (1.14):
faiaj(wk) = (fa; * faj)(wk:)

Zgodnie ze wzorem (1.13) mamy zatem:

faiaj(wk‘) = Z fai(y)f(l]' (y_lwk)'

yeG
Korzystajac z (3.6) widzimy jednak, ze:

fai(y) * O<:>y € Di
fa; (™ wp) 20 <y ewp DG
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Stad:
faiaj (wg) = Z fai(y)faj (y_lwk)‘ (3.11)

yeD;Nwy D]_l

Poréwnujac (3.10) i (3.11) otrzymujemy:

Hijk = |B| Z fai(y)faj(y_lwk)'

yGDiﬂkaJTI
Do zakoniczenia dowodu pozostaje pokazaé, ze:

> fa (W) fa, (v wr) = |BI7?|Di 0w DS,

yeD;Nwyg D;l

Zgodnie ze wzorem (3.6), w rozwinieciu (3.5) elementu bazowego a; przy elemencie bjxby
stoi wspotezynnik (|B|-ind(w;))~!. Powyzsze sumowanie prowadzimy po elementach z jednej
warstwy, bowiem D; n kajfl € D;, zaé y twy, € D;. Zatem dostajemy:

Yo faWfa, (v wR) =Y ind(wi)(epwier) (y)ind(w;) (epwjiep) (v wk)

yEDiﬁka;1 yeD;Nwy D;.l
= 1Dy 0w D7 (ind(w;) (B - ind(w;)) Vind(w;)(|B| - ind(w;)))
= |B|7|D; nwy. D} .

O]

Mnozenie elementéw bazowych algebry Hecke, cho¢ zwiazane z mnozeniem w grupie Weyla,
nie odzwierciedla go bezposrednio. Dla przykladu, jesli s € S jest generatorem W, to s = 1,
natomiast a2 nie musi by¢ réwne a,. Dowéd formuty (3.1) wymaga gtebszego wykorzystania
wlasnosci grupy Weyla. Dotychczas korzystaliSmy wlasciwie jedynie z wynikéw uzyskanych
w paragrafie 2.3 (rozklad Bruhat). Jak sie okazuje, kluczowym krokiem na drodze do dowodu
tw. Titsa jest okreslenie algebry Hecke przy pomocy generatordéw i relacji. Jest to mozliwe
dzieki technikom podobnym do tych, ktore wprowadziliSmy w paragrafie 2.5. Zagadnieniom
tym poswiecony jest nastepny paragraf.

3.2. Prezentacja algebry Hecke

W paragrafie tym udowodnimy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie. (Iwahori, Matsumoto) Niech G bedzie skoriczonym systemem Titsa z grupg
Weyla W generowang przez zbior S, za$ Hc(G,B) - zwigzang z nig algebrq Hecke. Jesli
S = {s1,82,...,8n}, wowczas Hc(G,B) generowana jest przez elementy {as, |s; € S}. Jesli
¢i =ind(as,;), wowczas He(G, B) okreslona jest przez réwnosci:

az, = qi-1+ (g - 1)as,, l<i<n, (3.12)
(asiasj)kij = (asjasi)k"j , 0 ile myj = 2k;;, i#] (3.13)
(asiasj)kijasl_ = (asjasz,)kijasj coile myj=2kij+1, Q%] (3.14)

gdzie m;; jest rzedem elementu sis; w W.
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Dowdéd sktada sie z dwoéch zasadniczych czesci. Po pierwsze, nalezy wykazaé, ze elementy
as, algebry Hecke spelniaja réwnosci (3.12)-(3.14). Dalej natomiast nalezy uzasadnié, ze jesli
A jest laczna C-algebra zawierajaca elementy {ai,...,a,} spelniajace réwnosci analogiczne
do (3.12)-(3.14), wéwczas istnieje homomorfizm f: Hce (G, B) — A taki, ze f(as,) = a;.

Wykazemy najpierw, ze w Hc (G, B) spelniona jest réwnosé (3.12).

Lemat 3.8. Niech {a,|w € W} bedzie bazg standardowq Hce (G, B). Wowczas dla kazdego
seS:

ag =qs-1+(qs —1)as, gdzie

. BsB
qs = ind(as) = | I |

Dowdd. Na podstawie (BN 4) wiemy, ze (BsB)(BsB) ¢ B u BsB. Stad, na mocy uwagi
3.6, a2 = pay + Aas, gdzie a; jest elementem bazy standardowej odpowiadajacym elementowi
neutralnemu 1 € W; p, A € C, przy czym, zgodnie z tw. 3.7, u = |B|"}|BsBnBsB| = ind(s) = gs.
Chcielibysmy wykazaé, ze:

(ind(as))? = ind(a?). (3.15)

9 4% = qsay + Mas dostajac w rezultacie

Wiedzac to, moglibySmy przylozy¢ ind do réwnosci
teze:

G2 =qs-1+Ags=>A=gs— L.

Dowodzimy zatem (3.15). Wiemy, ze asas = Y. psswlw- Na mocy twierdzenia 3.7:

we
. . - _1, |BwB
ind(asas) = Y, psswind(aw) = Y. |B] '|BsB nw(BsB) 1|!
weW weW |B|

Zgodnie z (3.4) ind(as) = |B|"}|BsB|. Pozostaje zatem wykazaé, ze:

> |BsBnwBs ' B|-|BwB| = |BsB|-|BsB|.
weW

Wiemy, ze wBs'B ¢ Bws B u BwB (aksjomat BN 2). Skoro |BsB nwBs'B| # 0, to
BsB = BwB lub BsB = Bws 'B. Z twierdzenia 2.12 (o rozkladzie Bruhat) wynika, ze
s =w lub s = ws™!. Drugi przypadek jest jednak niemozliwy, wéwczas bowiem w = 1, za$
|BsBn Bs™'B|=0. Zatem s = w i dostajemy teze:

> |BsBnwBs ' B|-|BwB| = |BsB n BsB|-|BsB|.
weW

O]

Przed nami dowdd tozsamosci (3.13) i (3.14). Sa one tego samego typu, co réwnosci (2.28)
i (2.29) wiazace generatory grupy Weyla W. Podobnie jak w paragrafie 2.5, podstawowy-
mi narzedziami beda warunek wymiany i twierdzenie Matsumoto (tw. 2.23). Zaczniemy od
zwigzania mnozenia elementéw bazowych Hc (G, B) z dlugo$ciami indeksujacych je elemen-
tow grupy W.

"Mozna pokazaé, ze przeksztalcenie ind : Hc(G,B) — C bedace C-liniowym rozszerzeniem definicji
ind(w),w € W jest homomorfizmem algebr ([Cur81], zad. 11.19).
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Twierdzenie 3.9 (Iwahori). Niech {a,} bedzie bazq standardowg Hc (G, B). Niech S bedzie
zbiorem generatorow grupy Weyla W systemu G. Wowczas dla kazdego s € S oraz dla kazdego
weW mamy:

I(sw) > l(w) = asay = asy (3.16)
I(sw) <l(w) = asay = ¢sasw + (gs — 1), (3.17)

Dowdd. W poprzednim paragrafie wykazaliSmy, ze mnozenie na elementach bazy standardo-
wej He (G, B) dane jest wzorami:

Ay y = Z PupwQw, — gdzie u,v e W,
weW

za8 Lypw € C sa, zgodnie z tw. 3.7, réwne:
fuvw = | B[ BuB nw(BvB) ™.

Dowodzimy implikacje (3.16). Wiemy, ze iloczyn asa, jest kombinacja liniowa elementéw
bazy standardowej. Skoro [(sw) > l(w), wéwczas na mocy (2.31) dostajemy zawieranie
sBw < BswB. Oznacza to, zgodnie z uwaga 3.6, ze element asa,, jest kombinacja liniowa
jednego tylko elementu bazowego, ktérym jest as,. Mamy zatem:

sy = [Ulgy, (3.18)
gdzie u jest, zgodnie z twierdzeniem 3.7, réwny:
= |B[Y|BsB nswBw 'B| = |B[!|sBsBnwBw B

Nalezy zatem wykazaé, ze wspélezynnik p wystepujacy w réwnosci (3.18) réwny jest 1. Wy-
kazemy, ze zachodzi nastepujaca réwnosé:

sBsBnwBw ' B = B. (3.19)

Dowodu wymaga jedynie zawieranie lewej strony w prawej. Z aksjomatu (BN 4) wynika, ze
sBs ¢ Bu BsB. Co wiccej, B ¢ wBw™'B. Do wykazania (3.19) wystarczy uzasadnié, ze:

BsBnwBw 'B=g. (3.20)
Zalézmy przeciwnie, ze lewa strona (3.20) jest zbiorem niepustym. Stad takze
BsBnBwBw 'B+g@. (3.21)

Rozwazmy s;, ...s;, € R(w) (a wigc postaé zredukowana w), gdzie s;, € 5,1 < k < p. Wowczas,
zgodnie z lematem 2.25 i formuta (2.51), mamy:

BwBw B¢ J BwyB,
y

gdzie y sg iloczynami czynnikéw sj,,1 < k < p z rozktadu w™!, indeksowanych dowolnymi
malejacymi podciggami zbioru {1,...,p}. W szczegdlnosci, z (3.21) wynika, ze warstwa BsB
ma niepuste przeciecie z sumag warstw postaci BwyB. Stad warstwa BsB musi by¢ réwna
BwyB, gdzie y jest produktem pewnych czynnikéw iloczynu w = s;, ... s;,. Stad I(y) < l(w).
7 twierdzenia 2.12 (o rozkladzie Bruhat) mamy: s = wy, a wiec w™'s = y. Skoro jednak
l(w) =p, to:

I(sw) =l(w™'s) =1(y) <p=1(w).
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Sprzeczno$¢ z zalozeniem, ze [(sw) > [(w). Udowodniliémy zatem réwnosé (3.20), a wraz z nia
fakt, ze w réwnosci (3.18) stala strukturalna p réwna jest 1, co koniczy dowdd implikacji (3.16).

Dowodzimy teraz implikacje (3.17). Zakltadamy wiec, ze [(sw) < I(w). Niech w’ = sw. Wowczas
I(sw") > l(w"). Na mocy (3.16) dostajemy:

Gy = Qg
Stad korzystajac z lematu 3.8:

A5y = azaw’ = Qs t (QS - l)asaw’ =(Qslsw + (QS - l)aw-

O]

Majac w reku twierdzenie Iwahori bez trudu wykazemy, ze zbior {a; | s € S} generuje He (G, B).
Wystarczy je$li bedziemy umieli wygenerowaé kazdy element bazy standardowej. Niech
w € W. Rozumowanie jest indukcja po dlugosci w. Gdy I(w) = 0 lub I(w) = 1, dowdd jest
trywialny. Jesli teza jest prawdziwa dla elementéw dlugosci mniejszej niz n, wowczas bierze-
my dowolne w € W, ze [(w) = n i rozwazamy postaé¢ zredukowang w = s183...S,. Wiemy, ze
s2. .., ma dtugosé mniejsza niz w, zatem na mocy zalozenia indukcyjnego umiemy go wyge-
nerowac przy pomocy elementéw ze zbioru S. Korzystajac z tw. 3.9 wiemy, ze ay, = a5,0s,...s,, -

Wykazemy teraz, ze generatory {as|s € S} algebry Hc (G, B) spelniaja tozsamosci (3.13)
i (3.14). Niech s, s’ € S beda réznymi generatorami grupami W i niech rzad ss’ wynosi 2k lub
2k+1. Zauwazmy, ze dla kazdego r < k mamy:

1((ss)"s) >1((ss)"), 1((ss") ) >1((ss")s).

Istotnie dlugosci elementéw wymienionych wyzej elementéw W réznig sie o 1 (na mocy
(2.37)). Oczywiscie ss’ # 1. Zatem na mocy tw. 3.9 réwnosci (3.13) i (3.14) przybieraja
postaé:

Ugys;yhis = Vsysi)is , oile my; = 2k;;, 1#]

(a(sisj)kij )as, = (a(sjsi)kij Jas; ,oile my=2kj;+1, i#j
Teza wynika zatem z lematu 2.19.

Wykazalidémy, ze generatory Hc (G, B) spelniaja rownosci (3.12)-(3.14). Przejdziemy teraz
do dowodu drugiej czedci twierdzenia Iwahori-Matsumoto, dotyczacej prezentacji algebry
Hc(G, B).

Twierdzenie 3.10 (Iwahori, Matsumoto). Generatory {as|s € S} oraz relacje (3.12)-
(8.14) zadaja prezentacje algebry Hecke Hc (G, B).

Dowdd. Udowodnimy, ze jeSli A jest laczna C-algebra zawierajaca elementy {ai,...,a,}
spelniajace rownosei (3.12)-(3.14), wéwczas istnieje homomorfizm algebr f: Hce (G, B) — A,

ze f(as,) = a;,1 < i < n. Z twierdzenia Matsumoto (2.23) oraz z formuly (2.53) wynika, ze
istnieje homomorfizm monoidéw f': W — A spelniajacy warunki analogiczne do (2.39):

fl(lw) = 1A, f’(si) = aj, f’($i18i2 e Sim) = Q4 gy - - - Qg
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gdzie $;,8i,...8;,, € R(W). Skoro elementy a,,w € W tworza baze Hc(G, B), to istnieje
przeksztalcenie liniowe f : Ho(G,B) » A, ze f(ayw) = f'(w), dla w € W. Wystarczy wiec
pokazaé, ze f to homomorfizm algebr, a wiec

flasay) = f(as)f(ay), seS,weW.

Niech I(sw) > I(w). Wtedy postaé zredukowana elementu sw otrzymujemy z postaci zredu-
kowanej w przemnozonej przez s. Wtedy skoro agy, = asa,,, wéwczas otrzymujemy teze.

Niech I(sw) < l(w). Wowcezas jesli w’ = sw, to [(sw’) > [(w'), a wigc na mocy pierwszej czesci
dowodu mamy:

flaw) = f(asaw) = f(as) f(aw).
Z zalozenia dotyczacego algebry A, elementy f(as) spelniaja relacje (3.12)-(3.14). Stad:

f(as)f(aw) = f(as)Qf(aw’)
= qsf(aw) + (gs = 1) f(as) f(aw)
= QSf(asw) + (QS - l)f(aw)-

Z drugiej strony wiemy, ze: asGy = Gs@sy + (s — 1)ay,. Przykladajac do tej tej formuty funk-
cja f i poréwnujac otrzymang w ten sposdb réwnosé f(asay) = qsf(asw) + (gs — 1) f(aw)
z uzyskanym wyzej wzorem f(as)f(aw) = gsf(asw) + (gs — 1) f(ay), otrzymujemy teze. Do-
wod calego twierdzenia jest zatem zakonczony. O

Ustalenie podobienstwa pomiedzy prezentacja grupy Weyla BN-pary G oraz prezentacja alge-
bry Hc (G, B) przybliza nas znacznie do dowodu izomorfizmu (3.1). Kluczowy pomyst Titsa
polega na okresleniu obiektu, ktéry jest wspélnym uogélnieniem algebr C[W] oraz Hc (G, B).
Zagadnienia te przedstawimy w nastepnym paragrafie.

3.3. Algebry generyczne i ich specjalizacje

Naszym celem jest wykazanie, ze jesli Hc(G,B) jest algebra Hecke grupy skonczonej
G z BN -para, wowczas Hce (G, B) ~ C[W], gdzie W jest grupa Weyla W zwiazana z BN - pa-
ra. Dotychczasowe rozwazania pozwolily nam zobaczyé, ze prezentacja He (G, B) jest podob-
na do prezentacji W, a wiec i C[W]. Celem tego rozdzialu jest uczynienie tego podobienistwa
bardziej precyzyjnym. Zaczniemy od nastepujacego faktu:

Twierdzenie 3.11. Niech W bedzie grupg Weyla zwigzang z systemem Titsa G, generowang

przez zbior S = {s1,82,...,8,}. Przez R bedziemy rozumieli dowolng przemienng Q-algebre
zawierajgceg elementy {uy,us, ..., u,}, spelniajgce nastepujgcq zalezno$é:
ui = uj < Jpaw (si = wsjw). (3.22)

Niech A bedzie wolnym R-modulem o bazie {e,, |w € W}. Wowczas istnieje R-algebra, w ktorej
struktura R-modufu réwna jest A, a mnozenie jest jednoznacznie okreslone formutami:

{esiw, I(siw) > l(w)
€s,Cw =

UiCs;w T (uz - 1)ew7 l(szw) < l(w)
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Dowdéd tego twierdzenia zostanie przez nas pominiety. Fakt ten jest analogiczny z twierdze-
niem Iwahori (tw. 3.9). Elementy {u;|1 < i < n} sa odpowiednikami stalych ¢; = ind(s;)
wystepujacych w tresci tw. 3.9. Warunek (3.22) jest odpowiednikiem definicji 3.4 w tym
sensie, ze jesli zastapimy cialo C algebra R, woéwczas istnieje homomorfizm i : A - R, od-
powiadajacy w przypadku R = C homomorfizmowi ind, taki, ze i(e;) = u;. Dowdd tw. 3.11
znalez¢é mozna (dla ogdlniejszej klasy grup) w [Cur87], tw. 68.1.

R- algebre A otrzymana w twierdzeniu 3.11 nazywamy algebrag generyczng grupy Weyla
W nad pierécieniem R. Nietrudno pokazaé, podobnie jak w przypadku algebry Hc (G, B),
ze algebra ta generowana jest przez elementy postaci {es|s € S}, a jej prezentacja zadana jest
przy pomocy relacji analogicznych z (3.12)-(3.14), a wiec jesli m;; jest rzedem elementu s;s;
w W, wéwczas:

ei =q;i-1+(q—1es,, 1<i<n, (3.23)
(es,€s, kij = (esjesi)k” , oile my; = 2k;;, e (3.24)
(esiesj)kijesz, = (esjesi)kijesj , oile mi; = 2kij +1, 1+ (325)

W dalszym ciagu zakladaé¢ bedziemy, ze R = Q[uy,ua,...,uy], gdzie {u;|1<i < n} spelniaja
(3.22).

Wprowadzimy teraz pojecie specjalizacji pierScienia. Niech R bedzie dowolnym pierscie-
niem przemiennym oraz A bedzie algebra, o strukturze wolnego R-modutu postaci:

A= GB Rai.
i=1

Specjalizacja R jest homomorfizmem f : R — F, gdzie F' — cialo. Przy pomocy f okresli¢
mozna takze prawostronne dzialanie o: F'x R - I’ zadane wzorem:

aor=af(r), acF,reR.

W ten sposéb F' staje sie (F, R)-bimodulem. Na iloczynie tensorowym F' ® p A wprowadzi¢
mozna zatem strukture F-algebry, uzyskujac:

n
F®RA:@F(Z§, aézl@ai. (3.26)
=1

Powyzszy zapis oznacza, ze elementy {1 ®a; |1 <i < n} tworza baze algebry F ®pr A jako
wolnego R- modulu. Te konwencje przyjmujemy takze w dalszej czeéci rozdziatu.

Algebre F ®p A nazywamy algebra specjalizacji algebry A, lub krécej, specjalizacja A,
i oznaczamy ja przez Ay. Latwo widzie¢, ze dla 1 < i,j < n stale strukturalne r;;;, algebry Ay
sg elementami pierécienia R:

a;a; = Erijkak, Tijk € R. (3.27)
k

Algebre specjalizacji F' ® g A rozumieé mozna takze jako R-algebre, gdzie r(1®a;) = f(r)®a;.
Wéwczas przeksztatcenie f: R — F rozszerza sie do epimorfizmu R- algebr

FrA— Ay tak, ze f(a;) = a (3.28)
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(jest to przeprowadzenie jednej bazy na druga). W dalszych rozwazaniach szczegdlna role
odgrywac beda specjalizacje do ciata C.

Naszym celem bedzie pokazanie, ze zaréwno Hc (G, B) jak i C[W] sa specjalizacjami alge-
bry generycznej grupy Weyla W. Okazuje sie, ze istnieja metody pozwalajace na badanie
podobienstwa pomiedzy strukturami réznych specjalizacji danej algebry A (w zaleznosci od
postaci przeksztalcen f). Kluczowym wynikiem bedzie tu twierdzenie Titsa o deformacji.

Lemat 3.12. Niech A bedzie algebrg generyczng grupy Weyla W nad pierécieniem
R = Q[uy,ug,...,uy], gdzie {u;|1 < i < n} spelniajg (3.22), za$ F niech bedzie dowolnym
ctatem charakterystyki 0. Wowczas:

1. Jesli f' : R - F jest specjalizacjq takq, Ze f'(u;) = 1,1 < i < n, to Ap ~ F[W]
(jako F-algebry).

2. Jesli f" : R — C jest specjalizacjq takq, ze f"(u;) = ¢; = ind(s;),1 < i < n, wéwczas
A =~ He(G, B).

Dowdd. Zauwazmy, ze wyboér piercienia R gwarantuje, ze f', f” sa dobrze okreslone (w pierw-
szym przypadku korzystamy z zalozenia o zerowej charakterystyce F').

Dowodzimy punkt 1. Zgodnie z twierdzeniem 3.11 oraz z notacja przyjeta w (3.26) i (3.28),
elementy bazowe algebry Ay oznaczamy przez e, za$ ich obrazy f'(ey,) = e;,, gdzie w e W.
Wiemy, ze elementy bazowe algebry generycznej A mnoza sie wedtug wzordw:

Es;w l(szw) > l(w)
€s,Cw =
wies,w + (U — L)ey,  I(siw) <l(w)

Po przylozeniu do nich homomorfizmu f’ obydwa wymienione wyzej przypadki stang sie
identyczne, poniewaz f'(u;) = 1. Stad:

o = f'(es,ew) = f'(es,) f(ew) = €€

Bijekcja w — e), rozszerza si¢ zatem w sposéb oczywisty do izomorfizmu F[W] =~ Ay

Punkt 2. wynika natychmiast z dowodu tw. Iwahori-Matsumoto (tw. 3.10). Zgodnie z (3.28)
specjalizacje f” mozna rozszerzy¢ do epimorfizmu f7: A - A ¢ Algebra A¢» bedaca obrazem
przy przeksztalceniu f” spelnia (3.12)-(3.14). Istnieje wiec homomorfizm He(G, B) — Agpn.
Homomorfizm ten jest w sposdb oczywisty surjektywny, zatem wobec réwnosci wymiarow
dime(Hc (G, B)) = dimc(Apr) dostajemy izomorfizm Apr ~ He (G, B). O

Przypomnijmy, ze K-algebre A nazywamy rozdzielcza jesli dla kazdego rozszerzenia cial
L > K algebra A* = L ® A jest péltprosta ([Cur81], 7A). Jeéli A jest rozdzielcza nad K
wéwcezas niezmiennikami numerycznymi A nazwali$my wymiary prostych AX-modutéw. La-
two widzie¢, ze dwie rozdzielcze K-algebry sa, po rozszerzeniu skalaréw do algebraicznego
domkniecia K, izomorficzne nad K wtedy i tylko wtedy, gdy ich niezmienniki numeryczne
sg takie same. W przypadku rozdzielczych algebr specjalizacji, wyznaczenie niezmiennikéw
numerycznych jest dos¢ nietrudne. Wykazemy nastepujacy lemat:

Lemat 3.13. Niech B bedzie algebrg potprostg nad ciatem C, ktorej baze stanowiq elementy
{b;|1 <i<n}, oraz niech:

B= EEMmS(C) (3.29)

60



bedzie rozkladem algebry B na algebry proste.'’. Niech:
C[T]Z(C[tl,tg,...,tn], C(T):C(tl,tQ,...,tn),

gdzie {t;|1 < i < n} sq algebraicznie niezaleine!! nad C, zas przez C(T) rozumiemy ciato
ulamkow pierscienia wielomiandw C[T']. Niech

n n
b= t;b;e B BCTD = DC(T)b;. (3.30)

i=1 i=1
Powiemy, 7e b jest elementem ogdélnym algebry BT w bazie {b;|]1<i<n}. Roz
wazmy endomorfizm algebry BC(T) zadany wzorem x — bx. Jesli przyjmiemy, zZe wielomian
charakterystyczny'? tego endomorfizmu to p(x) = charBC(T>/B(b), wowczas latwo widzied, Ze

p(x) e C[T][x].*® Niech:
S/
p(x) = ljlps(x)ps (3.31)

bedzie rozktadem' p(x) na parami niestowarzyszone'® czynniki pierwsze {ps(x)} w C[T][z].
Woéwczas:

a) Zachodzi réwnosé S =S', zas wykladniki {ps|1<s< S’} sq niezmiennikami numerycz-
nymi algebry B,

b) deg(ps($)) = Ds,

V
c¢) Jesli p(x) = [1 qu(z)® jest rozkladem'® p(x) na czynniki pierwsze w C[T][z], przy
v=1

czym qy(x) sq_unormowane w C[T][x] oraz deg(qv(z)) = qv, wéwczas V =S’ co wiecej
wielomiany {q,(x)} sa parami niestowarzyszone i dla kazdego q,(x) istnieje stowarzy-
szony z nim wielomian ps(x).

Dowdd. Nietrudno sprawdzié, ze teza lematu nie zalezy od wyboru bazy algebry B. Pierw-
szym krokiem dowodu bedzie sprawdzenie punktéw (a) oraz (b) tezy lematu w przypadku,
gdy B jest C—algebra prosta wymiaru n = m? postaci B = M,,(C). W tym przypadku kazde
dwa B-moduly proste (niezerowe) sa izomorficzne i maja wymiar m. Algebra B ma strukture
C-modutu postaci:

B= @ CE;j,

1<i,5<m

gdzie {E;;|1 <1, <m} jest baza M,,(C) zlozona z jedynek macierzowych.!” Przyjmijmy, ze
T = {tij|1 <1i,j <m} sa elementami algebraicznie niezaleznymi nad C. Rozwazamy element
ogblny b € BC(T) wzgledem bazy zlozonej z jedynek macierzowych:

b= ti;E. (3.32)

1<ij<m

19Zgodnie z twierdzeniem Artina-Wedderburna (tw. 1.16).

Htzn., ze nie istnieje niezerowy wielomian f e Clz1,22,...,xn], ze f(t1,t2,...,tn) =0.

127, definicji jest to det(M — zI), gdzie M jest macierza endomorfizmu BYT) w bazie {b;|1 < i < n} nad
cialem C(T).

137godnie z (3.29) bb; € C[T], zatem jesli macierz endomorfizmu z — bz w bazie {b;|1 < i < n} oznaczymy
przez M, wéwczas M € M, (C[T]).

1 Chodzi o rozktad wielomianu jednej zmiennej & o wspétczynnikach z C[T7].

15 Pprzypomnijmy, ze jedli pierscien R jest dziedzing catkowitosci, wowczas elementy a,b € R sa stowarzyszone
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje element odwracalny c € R*, ze a = cb.

5Podobnie jak w (3.31), chodzi o rozktad wielomianu jednej zmiennej o wspétczynnikach z C[T'].

17 Jedynka macierzowa E;; to macierz, ktérej jedyny niezerowy element znajduje sie w wierszu ¢ i kolumnie
j. Element ten réwny jest 1.
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Rozwazmy tez wielomian charakterystyczny elementu b, a wige char ger) 5(b). Chcemy wy-
kazac, ze:

a’) char ey p(b) = (p1(2))™, gdzie pi(x) jest wielomianem nierozkladalnym w C[T][z].
b?) deg(pi(x)) =m
Rozwazmy przeksztalcenie f: BT - BT zadane wzorem:
f(a)=ba, aeBD).

Szukamy macierzy przeksztalcenia f w bazie {E;;}. Kolejno$¢ elementéw bazowych wyzna-
czona jest przez porzadek leksykograficzny na zbiorze par indeksow opisujacych elementy
bazowe (a wiec kolejno E11, Eo1, Es1, ..., En1, F12, F29, ..., Ema, ..., Eym). Macierz M prze-
ksztalcenia f ma wowczas postac:

(tij) 0 ... 0 0
0 (ty) ... 0 0
M = . : (3.33)
0 0 (ti) O
0o 0 0 ()
gdzie blok (t;;) jest postaci:

ti1n ti2 ... tim

t2:1 t2:2 . tg:m ¢ M, (C[T]).

tm1 tm2 oo tmm

Istotnie, macierz M nalezy do M,,2(C[T]). Jesli ponumerujemy jej kolumny parami (i,j),
gdzie 1 < 4,j < m, zgodnie z porzadkiem leksykograficznym (tak samo ponumerowana jest
baza B), wowczas w kolumnie (k,1) znajduja si¢ wspotrzedne elementu bEj; w bazie {E;;}.
Zgodnie z (3.32) wiadomo natomiast, ze:

bEw= Y. tyEijEw= Y, tuEq.

1<7,5<m 1<ism

Wielomian charakterystyczny elementu b nad cialem C otrzymuje si¢ zatem, zgodnie z (3.33),
przez wziecie m-tej potegi wielomianu charakterystycznego macierzy (t;;).

p(z) = char geery p(0) () = (det((ti;) — 21))™. (3.34)

Aby udowodni¢ teze w punkcie (a’) wystarczy pokazaé, ze wielomian f(z) = det((t;;) —«I)
jest elementem nierozkladalnym w pierscieniu wielomianéw zmiennej x o wspotczynnikach
z C[T]. Zauwazmy najpierw, ze wielomian ten jest stopnia m i wspdlczynnik stojacy przy
x™ jest stopnia +1. Wynika stad, ze f(z) jest wielomianem pierwotnym!® w C[T][z]. Na
mocy lematu Gaussa, wielomian ten jest nierozkladalny nad C[T] wtedy i tylko wtedy, gdy
jest nierozkladalny nad cialem C(7"). Rozkladalno$é w C(T') oznacza, ze istnieja wielomiany
zmiennej x: g(x), h(x), stopni > 1, o wspoétezynnikach z C(T), ze f(x) = g(z)h(x). Wiadomo
jednak, ze istnieja a,b € C(T), ze ¢'(z) := ag(x),h'(z) := bh(zx) sa pierwotne w C[T][z].

18 Jedli pierécien R ma jednoznaczno$é rozkladu, to zawartoscig elementu f = anz™ + ... + a1z + ao € R[]
nazywamy element c¢(f) := NWD[an,an-1,...,a1,a0]. Wielomian f € R[z] nazywamy pierwotnym jesli c¢(f)
jest elementem odwracalnym w R.
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lNloczyn wielomiandéw pierwotnych jest, na mocy lematu Gaussa, pierwotny. Zatem mozemy
przyjaé, ze ab = 1 i dostajemy rozklad f(z) = ¢’(x)h'(z) na dwa wielomiany o wspélezyn-
nikach w C[T']. Do zakonczenia dowodu punktu (a’) wystarczy pokazaé, ze rozklad ten nie
moze mieé¢ miejsca.

Rozwazmy homomorfizm pierécieni F : C[T']|[z] - C[t1m][z], spelniajacy warunki:

tijv Z.=1>j=m
F|C[$]=Id, F(tij)= 1, 2=5+1
0, wp.p.

Zaréwno f(x), jak 1 F(f(x)) = 2™ — t1,, sa wielomianami stopnia m. Jesli zatem udowod-
nimy, ze ™ — t1,, jest nierozkladalny nad C[t1,,], bedzie juz z tego wynikalo, ze f(z) nie
mozna przedstawié¢ w postaci iloczynu f(x) = ¢'(z)h'(z) wielomianéw stopnia > 1 z C[T'][z].
Zauwazmy, ze element t1,, jest pierwszy w pierécieniu C[¢1,,]. Zatem z kryterium Eisensteina
™ — t1,, jest, jako wielomian pierwotny, nierozkladalny w C[t1,,][x]. Stad f(x) jest nieroz-
ktadalny w C[T']. Dowdd punktu (a’) jest zakonczony.

Tak, jak stwierdzilismy w dowodzie punktu (a’), stopien wielomianu det((¢;;) — ) wystepu-
jacego w rozkladzie (3.34) wielomianu charakterystycznego p(x) wynosi m. Dostajemy zatem
teze w punkcie (b).

Uzasadnimy teraz, ze teza lematu w punktach (a) i (b) jest prawdziwa dla dowolnej algebry
pélprostej B. Zgodnie z (3.29) B jest suma prosta algebr prostych postaci {M,,,, 1 <s<S}.
(s)
1

Zalézmy, ze baza algebry M,,, jest As = {a ...,afﬁﬁ} oraz, ze elementem ogblnym M,

wzgledem bazy Ag jest element by € MEET). Przyjmijmy takze, ze b € BE@) jest elementem

S Co N O N =

ogélnym algebry B wzgledem bazy {a;”/,...,am7, Y NN Y ,...,ag;?s)}. Na mocy

(3.33) jasne jest, ze:
S
char geery p(b) = [1 (charMC(T)/M (bs)).
s=1 ms ms

Zgodnic 7 () i (1) widzimy, 7e char, e, (bs) = (pa(2))™, adzie py(x) jest wiclomia-
nem nierozkladalnym nad C[T'][x]. Skoro ms sa niezmiennikami numerycznymi algebr M,,_,

za$ kazdy prosty B—modul jest dla pewnego s, zgodnie z twierdzeniem Artina-Wedderburna,
prostym M, —modutem, dowdd lematu w punktach (a) i (b) jest zakonczony.

S’ \%
Dowodzimy punkt (c). Niech p(z) = [Tps(z)?* = 1 qu(2)?, gdzie g, sa takie, jak w tezie
s v=1

lematu. Wiemy, ze {ps(z), 1 < s < S’} sa parami niestowarzyszonymi elementami pierwszymi
w C[T][z] (ich wspo6lczynniki zawieraja rézne od siebie elementy algebraicznie niezalezne).
Pierécien C[T'][x] jest za$ dziedzina z jednoznacznoscia rozkladu. Jesli wigc ps(x) dzieli g, (x)
(dla pewnego v), to ¢, = deg(qy(x)) > deg(ps(x)) = ps. A jesli q, # ps, wéwczas ps(z) musi
wystapi¢ wiecej niz ps razy w rozkladzie p(z). To jest niemozliwe. Zatem jesli ps(x) dzieli
wielomian unormowany g,(z) i deg(ps(x)) = deg(qv(z)), to wielomiany ¢,(x) oraz ps(z)
musza by¢ stowarzyszone. O

W dalszym ciggu cialo utamkéw dziedziny R oznaczaé bedziemy przez (R). Zanim sformutu-
jemy kluczowe twierdzenie tego rozdziatu, przytoczymy krétkie nastepujace dwa elementarne
fakty.
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Lemat 3.14. Niech R oznacza calkowite domkniecie pierscienia R. Jesli R jest dziedzing,
wowczas dla dowolnego zbioru elementéw algebraicznie niezaleinych ti,ta, ..., t, nad algebra-
icznym domknieciem (R) mamy:

R[t1,ta, ..., tn] = R[t1,t2,...,ts]
Dowd6d mozna znalezé w [Bou64] (Prop. 13).

Lemat 3.15 ([Ati69], Ex. 5.2). Niech R bedzie dziedzing, za$ f: R - C — homomorfizmem.
Wowczas f mozna rozszerzyé do homomorfizmu f: R — C.

Jest to latwy wniosek z lematu Zorna. Dow6d mozna znalezé w [Ati69] (Ex. 5.2).

Twierdzenie 3.16 (Tits, o deformacji). Niech R bedzie dziedzing calkowito$ci, (R) jej cia-
tem utamkow, zas f: R - C — homomorfizmem R w cialo C. Niech A bedzie R-algebrg ze
skoriczong bazg nad R, AT = (R)®r A, za§ Ay = Cor A. Jesli AT oraz Ay sq algebrami
rozdzielczymi, wowczas majg one identyczne niezmienniki numeryczne.

Dowdéd poprzedzimy pewnym komentarzem. Twierdzenie Titsa, gdy zostanie juz przez nas
udowodnione, przyblizy nas do bezposredniego rozstrzygniecia problemu postawionego na po-
czatku tego rozdziatu. Widaé, ze jesli tylko algebra A jest rozdzielcza, wéwczas wszystkie
rozdzielcze specjalizacje Ay algebry A maja niezmienniki numeryczne identyczne z niezmien-
nikami AU . Algebry C[W] oraz Hc(G, B) sa, na mocy lematu 3.12, specjalizacjami algebry
generycznej A systemu Titsa G. Obydwie sg tez algebrami rozdzielczymi, bo sa po6lproste
nad cialem algebraicznie domknigtym C.'°* W przypadku C[W] jest to wniosek z twierdze-
nia Maschke (tw. 1.19), pélprostote Hce (G, B) dowodziliSmy natomiast w Uwadze 3.3, na
podstawie tw. 1.17. Przypomnijmy, ze lemat 3.12 dowodziliSmy dla R = Q[uy,ua,...,u,],
gdzie {u;|1 < i < n} spelniaja (3.22), Jesli wiec AU bedzie algebra rozdzielcza, wéwezas
C[W] oraz Hc (G, B) beda mialy te same niezmienniki numeryczne. Jako algebry nad ciatem
algebraicznie domknietym beda zatem izomorficzne. Plan dalszego postepowania jest zatem

nastepujacy:
1. Dowdd twierdzenia Titsa o deformacji (ponizej).

2. Dowéd tego, ze AD) jest rozdzielcza, przy czym R = Q[u1,usg,...,u,]| oraz elementy
{u;|1<i<n} speliaja (3.22) (w nastepnym paragrafie).

Dowdd. (Twierdzenie Titsa) Niech R’ bedzie domknieciem algebraicznym ciata (R), nato-
miast R — calkowitym domknieciem R w R’. Niech n = dim(R)(A(R)) i niech {t1,ta,...,tn}
oraz {t},t,...,t;} beda zbiorami elementéw algebraicznie niezaleznych odpowiednio nad
R’ oraz C. Niech:

]
T]=R[t1,t2,...,t]
R'[T] =R'[t1,t2,...,ts]
C[T'] =C[t}, ty, ..., ;]

19 Jest to bardzo szczegdlny przypadek twierdzenia, ze K-algebra A jest rozdzielcza wtedy i tylko wtedy, gdy
po rozszerzeniu skalaréw do algebraicznego domkniecia K algebra AX jest pétprosta ([Cur81], 7.2).
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n
Niech A = @ Ra;, gdzie {a1,as2,...,a,} jest baza wolnego R-modulu A. Wéwczas element
i=1

’ n
ogélny R'-algebry AR jest réwny a = Y. t;a;. Element ogdlny algebry A ¢ zapisa¢ mozna jako
i=1

n
a' = ¥ tial, gdzie a] =1 ® a;, 1 <i<n jest, zgodnie z (3.26), baza algebry Ay.
i=1

Niech p(z) bedzie wielomianem charakterystycznym elementu a, za$ p'(z) — wielomianem
charakterystycznym elementu a’. Wéwczas, zgodnie z argumentacjg przytoczong w tezie le-
matu 3.13, p(z) € R[T][z] (stale strukturalne A sa w R). Podobnie p'(x) € R[T][x]. Prze-
ksztalcenie f : R - C mozna zatem rozszerzy¢ do homomorfizmu z R[T'][z] do C[T"][z],
oznaczanego dalej takze przez f, kladac f(t;) =t; oraz f(x) = . Wynika stad, ze

f(p(z)) =p'(2). (3.35)

S
Rozwazmy dalej rozklad (3.31) wielomianu p(x). Mamy p(x) = [] ps(z)P*, gdzie dla kazdego
s=1

1<s< S, czynniki ps(z) € R'[T][x]. Wielomian p(x) jest unormowany, a wiec jego pierwiast-
ki sa catkowite nad R[T]. Wspdlczynniki wielomianéw {ps(z)}, nalezacych do R'[T][z], sa
funkcjami symetrycznymi pierwiastkéw wielomianu p(z). Sa wiec catkowite nad R[T']. Stad,
na mocy lematu 3.14, ps(z) € R[T][z], dla kazdego 1 < s < S.

Rozszerzmy teraz homomorfizm f : R - C do homomorfizmu 7_: R_—> C (lemat 3.15).
Woéwezas f : R[T][xz] — C[T"][z] rozszerza sie do homomorfizmu f : R[T][z] - C[T"][x].
Stad korzystajac z (3.35) mamy:

Fp(2)) =p'(x) = [T F(ps(2))™,

gdzie kazdy z wielomianéw f(ps(x))P* nalezy do C[T'][x], Stad skoro p, = deg(ps(z)), dla
kazdego s, to ps = deg(f(ps(x))). Na mocy punktu (a) lematu 3.13, wyktadniki {p,} sa zatem
niezmiennikami numerycznymi AT Na mocy punktu (c) lematu 3.13 widzimy, ze {ps} sa
takze niezmiennikami numerycznymi A;. To konczy dowdd.

O]

W ten sposéb zrealizowaliémy pierwszy punkt na drodze do dowodu izomorfizmu algebr
C[W] ~ Hc(G, B). Drugim punktem bedzie, jak zapowiedzieliémy wczesniej, dowdd roz-
dzieleznosci algebry AU, przy czym R = Q[u1,ug, ..., uy], zas {u;|1 < i < n} spelniaja
(3.22).

3.4. He(G, B) ~C[W]

Celem tego paragrafu jest dowdd nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 3.17. Niech W bedzie grupg Weyla zwigzang ze skonczong BN-parg G. Niech
A bedzie algebrg generyczng grupy W nad pierscieniem R = Q[uy,us, ..., uy,], gdzie elementy
{u;|1<i<n} spelniajg (3.22). Wéwczas algebra AT jest rozdzielcza.

Jak stwierdziliSmy wczeéniej twierdzenie to, tacznie z twierdzeniem Titsa o deformacji, im-
plikuje juz izomorfizm C[W] ~ Hc(G, B). Uzasadnienie bedzie jednak wymagalo bardziej
szczegoltowego wgladu w teorie algebr rozdzielczych. W tym celu przypominamy nastepujaca
definicje:
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Definicja 3.18 (Forma $ladu). Niech A bedzie skoniczenie wymiarowq algebrg nad cialem
K. Okreslamy nastepujacg forme dwuliniowg Ty i : AxA - K : Ty i (a,b) =Tr(ab),a,be A,
gdzie Tr(ab) jest $ladem przeksztalcenia liniowego fup : A - A postaci x — abx, dla x € A.
Forme sladu Ty i (a,b) nazywamy formaq niezdegenerowanq jesli zachodzi nastepujgca
implikacja:

(Yaea (Ta/x (a,b) =0)) = b=0. (3.36)

Przypomnijmy, ze jesli zadamy przeksztalcenie liniowe f : V' — V w pewnej bazie {v1,va,...,v,}
n

20

przestrzeni V, wéwczas jesli f(v;) = Y 4504, to §lad f wyrazi¢” mozemy w postaci sumy:
=1

7=

tT(f) =01+t + ...+ 0pp- (337)
Wiadomo, ze Ty, jest niezdegenerowang forma dwuliniowa na przestrzeni liniowej A z ba-
za V = {v1,v9,...,v,} wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje jednoznacznie wyznaczona baza
V* ={v],v5,...,v;} przestrzeni A, ze:

1, 2=3

. 3.38
0, 1#jJ ( )

TA/K(UZ" U;) = {

Jest to tzw. baza dualna.?! Wynik ten mozna znalezé¢ w kazdym standardowym kursie algebry
liniowej. Ma on jednak zasadnicze znaczenie dla dalszych rozwazan. Odnotujmy nastepujace
obserwacje.

Uwaga 3.19. Niech V. = {v1,...,v,} bedzie bazq algebry A nad cialem K, za$ niech

V* ={vf,v5,...,05} bedzie bazq dualng do V. Wéwczas zachodzq nastepujgce réwnosci:
Tayrc(ab) = Taye(bya), a,be A (3.39)
a=Y Tyr(a,v)vf, acA (3.40)
i=1

(3.41)

=
&

i~
S

Il

—_

i=1

Dowdd. Réwnosé (3.39) jest oczywista — wystarczy wykazaé, ze dla kazdego 1 < i,j < n zacho-
dzi réwnosé: Ty i (vi,vj) = Taji (vj,vi). Rachunek jest identyczny, jak w przypadku dowodu
rownoéci sladow iloczynow macierzy kwadratowych AB i BA.

Roéownosé (3.40) wynika natychmiast z (3.38). Rozwazmy element bazowy v; € V zapisany jako
n
kombinacja liniowa elementéw bazy V* tj. v; = ¥ ajjo7. Wtedy dla 1 <k <n mamy:
j=1
(3.38)

n
Tajw (v, vi) = Y i Tayi (vp,v7) =" g = Tayic (g, v3) (
j=1

3.39
29 Ty (viy i)

Innymi stowy:

n
vi = Y Tayx (vi, vi) V-
k=1

20Wynik jest niezalezny od wyboru bazy V.

2! Jest to baza dualna znana z algebry liniowej. Dokladniej, niech A* stanowi przestrzen liniows sprze-
zong do A. Woéwezas jedli Ta/x jest niezdegenerowana to, odwzorowanie ¢ : A — A" zadane formuty
v = (x = Tayx(v,2)) jest izomorfizmem przestrzeni liniowych, za§ obrazy elementéw bazy V' sa przy tym
odwzorowaniu elementami bazy dualnej V*.
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Dowodzimy (3.41). Niech lewa strona (3.41) bedzie réwna e € A. Wowczas, z definicji Ty,
dla kazdego a € A:

n n

tr(ae) = Y tr(avw]) = Y Ty (avi, v)).

i=1 i=1
Zgodnie z (3.40) wyrazenie po prawe] stronie powyzszej réwnosci wynosi doktadnie tr(a).
Wiynika to z (3.37) zastosowanego do przeksztalcenia x — ax, dla x € A, gdzie slad obliczony
jest wzgledem bazy V*. Stad dla kazdego a € A mamy tr(ea) = tr(a). Stad dla kazdego a € A:

tr((e-1)a) = Ta/xc (e~ 1,a) P2 Ty xe(a,e 1) =0.

Z zalozenia o istnieniu bazy dualnej wiemy jednak, ze T4/ jest niezdegenerowana, zatem
e=1. O

Forma $ladu jest, jak sie okazuje, wygodnym narzedziem do badania rozdzielczosci algebry.
Plan dowodu twierdzenia 3.17 jest nastepujacy:

1. Dowéd tego, ze skoficzenie wymiarowa K-algebra A jest rozdzielcza wtedy, gdy T4k
jest forma niezdegenerowana (tw. 3.20).

2. Dowdd, ze forma T y(r) J(R) Jest niezdegenerowana.

Zaczniemy od punktu pierwszego.

Twierdzenie 3.20. Niech A bedzie skonczenie wymiarowq algebrg nad ciatem K. Wowczas
A jest rozdzielcza wtedy, gdy Ty jest formq niezdegenerowang.

Dowdd. Zaczniemy od wykazania, ze jesli T/ jest forma niezdegenerowana, wowczas A jest
polprosta jako K-algebra. Rozwazmy A-modut lewostronny X. Wykazemy, ze jest to modutl
polprosty, a wiec to, ze kazdy podmodul Y modutu X wydziela sie jako sktadnik prosty
w X. Zrobimy to przez indukcje ze wzgledu na wymiar X nad cialem K. Dla wymiaru 1
teza jest oczywista. Niech X ma wymiar 7. Jesli X jest modulem prostym, wowczas nie ma
czego dowodzié. Zaldézmy wiec, ze Y jest podmodutem w X. Y ma baze {y1,y2,...,yr}, za$
X ma baze {y1,...,yr,21,...,2s}. Niech ¢ : X - Y bedzie rzutem modulu X na Y (jako
K-moduléw) dany wzorem:

o(yi) =yi,  d(x;) =0, ko(x) = p(kx) (3.42)

gdzie ke K, x € X, 1<i<r/1<j<s. Okreslamy przeksztalcenie [¢] : X — X dane wzorem:
n
[0](2) = ) vid(v]@). (3.43)
i=1

Latwo pokazaé, ze [¢] nie zalezy od wyboru bazy {v1,vs,...,v,} algebry A. Sprawdzimy, ze
jest to homomorfizm A-modutéw, tzn. dla kazdego a € A oraz z € X mamy:

a[¢](z) = [¢](azx). (3.44)

Istotnie, z (3.40) wiadomo, ze dla 1 <i < n mamy:

n

av; = Z Ty i (avi, vj v, (3.45)
j=1
n

via= ) Tar(v;a,vj)v; (3.46)
j=1
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Stad dla kazdego = € X:

(3.43)

a[o](x) avig(v; T)

(3.115)

[V]= &M:

Z Ta/k (avi, vi )vjo(v; x)
7=1

. vid(Tayx (avi, v} o) @)

,5=1

5
S =

(3.42)

n

‘21 v (Task (vja, vi)ov; x)
i,j=
(3.46) <

Z vjqb(v;a:v)
j=1

(3.39)

(343)

[¢](az).

Przeksztalcenie ¢ jest homomorfizmem A-modutéw i identycznoscia na Y. Dla kazdego y € Y
mamy takze:

(3 43)

[¢ §:1h¢(v y)

(3.42)

=1
820 i v; ¢(y)
>

vy
=1

< (i)
Y.

.

(3.41)

7 drugiej strony, jedli x € X, woéwczas:

(6120) 2 (61 (St )

i=1
(343) EZU]' U;’vi(b(vfx)
i=1j=1 —
Y
(342) ZZ VU T (v; x)
i=175=1
B2 > vid (v} )
(3.43)
=" [¢](=).

Stad [¢]? = [6], oraz (Id—[@])? = Id—2[¢] + [6]? = 1 - [¢]. Zatem:
X =Id-X = ([¢] + Id - [$])X = [6]X + (Id - [¢])X.

Zgodnie z formula (3.44) przeksztalcenie [¢] jest homomorfizmem A-moduléw, zatem [¢]X
jest A-podmodulem X, podobnie (Id - [¢])X jest A-podmodutem X. Maja one zerowe
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przecigcie. UzyskaliSmy zatem rozklad A-modutu X na sume prosta A-podmodultéw postaci
[¢]X @ (1 -[¢])X. Wymiary moduléw [¢]X, (Id - [¢])X sa mniejsze niz wymiar X, zatem
z zalozenia indukcyjnego sg one poétproste. To konczy dowdd pdiprostoty M, wraz z nia pot-
prostoty A.

Niech E > K bedzie rozszerzeniem cial. Chcemy udowodnic, ze jesli Ty jest forma niezde-
generowana, to A jest algebra pélprosta. Wéwcezas A bedzie algebra rozdzielcza.

Niech V' = {v1,v2,...,v,} bedzie baza algebry A. Zgodnie z zalozeniem twierdzenia oraz
z formuly (3.38) istnieje baza dualna do V, tzn. V* = {v],...,v,}. Zgodnie z 3.26 baze
algebry AF nad cialem E stanowia elementy postaci V' = {1 ®v;|1 <i < n}. Latwo widzieé,
ze baze dualna do V' stanowig elementy postaci: (V')* = {1® v/ |1 < i < n}. Wobec tego
forma Tye/p jest niezdegenerowana (spetniony jest bowiem warunek (3.38)) Zatem algebra
AP jest polprosta, zgodnie z przedstawionym wyzej rozumowaniem.

]

Przejdziemy teraz do dowodu gléwnego wyniku tego paragrafu, a wiec twierdzenia 3.17.
Przypomnijmy, ze zgodnie z rozwazaniami z poprzedniego paragrafu fakt ten jest jedynym
brakujacym fragmentem stojacym pomiedzy miejscem, do ktérego dotarlismy, a ostatecznym

dowodem izomorfizmu Hc (G, B) ~ C[W].

Dowdd twierdzenia 3.17. Przypomnijmy teze twierdzenia. Niech G bedzie skonczona grupa
z BN-para, ktérej grupa Weyla to W. Rozwazamy algebre generyczna A grupy W nad pier-
Scieniem R = Q[uq,ug,...,uy], gdzie {u; |1 <i<n} spelniaja (3.22). Mamy wykazaé rozdziel-
czo$é algebry AU gdzie (R) jest cialem ulamkéw pierscienia R. Zgodnie z twierdzeniem
3.20 wystarczy wykazaé, ze forma T yr)(p) : AW 5 AB) S (R) jest niezdegenerowana.

Zalézmy, ze W = {wy,ws,...,w,}. Baza algebry A to {ey, |1 < i < n} natomiast, zgodnie
z (3.26), baza algebry AU sklada sie z elementéw postaci {1® ey, |1 <i<n}. Niech Cw; > Cu;
beda, dla pewnych 1 < i # j < n, elementami bazy algebry generycznej A. Pokazemy, ze
T y(r) /( R)(l ® ew,;; 1 ® ey, ) € R. Istotnie, rozwazmy endomorfizm algebry AP postaci:

a— (1®ey,)(1®eyw,)a, ae A, (3.47)

Aby policzy¢ slad tego endomorfizmu wystarczy, zgodnie z (3.37), wyznaczy¢ k-te wspolrzedne
obrazéw elementéw bazowych {1 ® ey, } algebry AX) przy tym endomorfizmie. Zauwazmy,
ze:

(I®ew,)(1® ey, )(1®ey,) =18 ey, ew;Cu,-

Wiadomo, ze ey, ew;ew, € A jest kombinacja liniowa elementéw bazowych {ey,,1 < s < n}
postaci:

n
Cw; Cw, €y, = Z sy, - (3.48)

s=1
Zgodnie z (3.27) wiadomo, ze stale strukturalne algebry generycznej A naleza do pierscienia
R = Q[u1,us,...,u,]. Oznacza to, ze takze stale {ass,1 < s < n}, wystepujace w wyrazeniu

(3.48) naleza, dla kazdego 1 < s <n, do pierécienia R. Stad, zgodnie z (3.37), slad endomorfi-
zmu okreslonego w (3.47) tez nalezy do R.
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Niech f: R — F bedzie specjalizacja pierscienia R do ciala F' charakterystyki 0. Rozwazmy
algebre specjalizacji Ay. Jesli T' jest formg $ladu na AR a8 Ty forma $ladu dla Ay, to

Wynika to natychmiast z dwuliniowoéci éladu i z faktu, ze obrazami statych strukturalnych
algebry AU sa, zgodnie z (3.28), stale strukturalne algebry A;. Wynika stad, ze jesli forma
T jest niezdegenerowana, to takze forma 7' jest niezdegenerowana. W szczegélnosci, jesli po-
kazemy, ze dla konkretnej specjalizacji f : R — F' forma T jest niezdegenerowana, wowczas
dowdd bedzie zakonczony.

Wezmy specjalizacje f': R - Q tak, jak w lemacie 3.12. Otrzymujemy wéwczas A ¢ ~ Q[w1.2
Do zakonczenia dowodu wystarczy pokazaé, ze Ty jest niezdegenerowana na Q[W].

Funkcja $ladu Ty na Q[W], to nic innego jak charakter reprezentacji regularnej
grupy W w przestrzeni liniowej nad cialem @. Stad zgodnie z (1.15):

W, w=1
0, w=+l

Tf’(aw):{

Niech h e Q[W]. Wtedy h = Y. Ayw, gdzie A, € Q. Zalézmy, ze Ty (hh') = 0 dla wszystkich
weW
h' € Q[W]. W szczegdlnodci mamy:

Tf’(Z )\wwx)zo, xzeW.
weW

Jednak Ty (wzx) = 0 jesli w # 271, zatem [W|\,-1 = 0 dla wszystkich x € W. Stad A, = 0 dla
wszystkich x € W. Zatem h = 0, a wigc Ty jest niezdegenerowana.

W ten sposéb dowdd (3.1) zostal zakonczony. Przez lata poszukiwano wzoréw opisujacych
wprost izomorfizm pomiedzy Hc (G, B), a C[W]. Udalo sie to dopiero Lusztigowi w 1981r.
i opisane zostalo w pracy [Lus81]. Byl to jeden z pierwszych wynikéw wykorzystujacych
(i zarazem motywujacych powstanie) waznego narzedzia teorii grup Coxetera, tzw. wielomia-
ny Kazhdana-Lusztiga.?3

22Cjato Q wybieramy po to, aby mie¢ pewnosé, ze istnieje specjalizacja f': R — Q, a wiec zgodnie z teza
lematu 3.12 — bierzemy ciato charakterystyki 0.

230 historii i znaczeniu wielomianéw Kazhdana-Lusztiga przeczyta¢ mozna w artykule przegladowym F.
Brenti, [Bre03].
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Rozdziat 4

Monoid Rennera

Na poczatku lat 80" XX wieku dwdjka niezaleznie dziatajacych matematykow: Lex Renner
oraz Mohan Putcha rozpoczeta badania majace na celu przeniesienie teorii grup algebraicz-
nych, zwlaszcza grup reduktywnych (def. 2.14), na grunt pélgrupowy. Préby te okazaly sie
owocne i zaowocowaly wynikami mieszczacymi sie dzi§ w tzw. teorii monoidéw algebraicz-
nych. Znajduja one zastosowania m.in. w teorii reprezentacji, geometrii zbioréw wypuktych,
algebraicznej teorii grup.

Czym jest monoid algebraiczny? Niech K = K. W paragrafie 1.4 rozwazaliémy przyklad pelne-
go monoidu liniowego M, (K) (przyktad 1.31). Jest to, jak stwierdzili$my, zbiér algebraiczny
nad cialem K o tej wlasnosci, ze mnozenie elementéw M, (K) jest funkcja regularna. Przez
analogie do definicji 1.33 (grupy algebraicznej) powiemy, ze monoid M jest monoidem alge-
braicznym jesli M jest podmonoidem M, (K) domknietym w topologii Zariskiego na M, (K).

W kazdym monoidzie M wyrdzni¢ mozna grupe elementéw odwracalnych U(M). Jedli mo-
noid M ma strukture zbioru algebraicznego, wéwczas U(M) jest grupa algebraiczng. Niech
B bedzie podgrupa Borela U (M ). Woéwczas mozemy rozwazaé dzialanie B x B na M zadane,
podobnie jak w (2.1), wzorem:

(b1,bo)m = bymby*, by, by € B,me M. (4.1)

Orbity dzialania (4.1) nazywaé bedziemy, podobnie jak w rozdziale 3., (B, B)-warstwami
M.

Okresliwszy dzialanie (4.1) mozemy pytaé: czy istnieje analog rozktadu Bruhat monoidu M
w przypadku poétgrupowym? Jedli tak, to w jaki sposéb rozklad ten zwigzany jest sa ze
strukturg potgrupowa monoidu M? Celem tego rozdzialu jest rozwazenie tych zagadnien
w przypadku pelnego monoidu liniowego. W szczegdlnodci, udowodnimy nastepujace twier-
dzenie pochodzace od Rennera [Ren95].

Twierdzenie 4.1. Niech M, (K) bedzie pelnym monoidem liniowym, za$ B, (K) niech bedzie
podgrupg macierzy gornotrojkgtnych w M, (K). Wowczas ma miejsce nastepujgocy rozklad
M, (K) na (Bnr(K), B,(K))-warstwy:

Mn(K): U Bn(K)UBn(K)v (4'2)

oeR,

gdzie Ry, jest polgrupg zloZong ze wszystkich macierzy majgcych w kaZdym wierszu i w kazdej
kolumnie co najwyzej niezerowy element réwny 1.
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Potgrupa R,, bedzie nazywana dalej monoidem Rennera. Pokazemy tez, ze istnieje Scisty
zwiazek pomiedzy struktura pétgrupowa M, (K), a struktura pélgrupowa R,.

Twierdzenie 4.2. Rozwazmy relacje Greena J (definicja 1.6) na My (K), oznaczang dalej
przez Ji, oraz relacje Greena J na R,, oznaczang dalej przez Jo. Zbior ilorazowy relacji Ji
oznaczmy przez M, za$ zbior abstrakcji relacji Jo przez R. Niech M bedzie dowolng J1-klasq
na M, (K). Wéwczas istnieje dokladnie jedna Ja-klasa R na R,, ze Rc M. Co wiecej:

Mp(K)= \J M= | ( L Bn(K)an(K))-
MeM MeM \oceRnM

Wilaczajac te zagadnienia do naszej pracy chcemy pokazaé, ze rozwazanie rozktadu Bru-
hat w przypadku potgrupowym nie jest motywowane jedynie checig uogélnienia okreélonych
wynikéw teorii grup, ale moze by¢ takze zrédlem wynikéw strukturalnych nie zwigzanych
bezposrednio z teoria grup.

Oczywiscie, poszukiwania poélgrupowych uogélnien rozmaitych konstrukcji znanych z teorii
grup nie ograniczyly sie jedynie do wyrdznienia klasy monoidéw algebraicznych czy do préb
rozstrzygniecia pytan o istnienie analogu rozktadu Bruhat. Pytano takze o istnienie pétgru-
powych analogéw grup reduktywnych, systeméw Titsa, algebr Hecke itd. 30 lat badan nad
monoidami algebraicznymi pozwolilo odpowiedzie¢ twierdzaco na wiele z wymienionych wyzej
pytan. Dla przykladu, M. Putcha pokazal w [Put93], ze jesli rozwazymy pélgrupowy analog
algebry Hecke pelnego monoidu macierzy, zdefiniowany w nastepujacy sposéb:

Hc(M, B) :=eC[M]e, e=|B['[B],

gdzie M = M, (F,), B = B, (F;) wéwczas ma miejsce analog dowodzonego przez nas w roz-
dziale 3. twierdzenia Titsa:
Hce(M, B) ~C[R,].

Zwiezla prezentacje powyzszych zagadnien znalezé mozna np. w artykule Solomona [Sol95].
W kolejnych paragrafach tego rozdzialu przedstawimy:

e w paragrafie 4.1 — dowdd twierdzenia 4.1,
e w paragrafie 4.2 — omowienie struktury pélgrupowej pelnego monoidu liniowego,
e w paragrafie 4.3 — omowienie struktury pétgrupowej monoidu Rennera R,,,

— dowdd twierdzenia 4.2.

Zasadniczym punktem odniesienia bedzie dla nas monografia Okninskiego [Okn98].
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4.1. Analog rozktadu Bruhat w M, (K)

Celem tego krotkiego paragrafu jest dowdd twierdzenia 4.1. Nasladuje on dowdd twierdzenia
2.1 przedstawiony w rozdziale 2. Aby uzyskaé¢ teze udowodnimy nastepujace dwa lematy:

Lemat 4.3. Niech A € M, (K). Wéwczas istnieje P € Sy, oraz L, M € B,(K), Ze:
A=LPM. (4.3)
Lemat 4.4. Niech 01,09 € R,,. Wowczas:
B, (K)o1 B (K) = B, (K)o B, (K) = 01 = 09

Zanim przystapimy do dowodu przypomnijmy oznaczenia stosowane w rozdziale 2. Jesli
A € M, (K), woéwczas i-ty wiersz macierzy A oznaczamy przez w;(A), za$ j—ta kolumne
A oznaczamy przez k;(A). Baze standardowa przestrzeni K" oznaczamy przez ej, ez, ..., €p.
Niech 1 <i < n. Okre$lamy funkcje ; : M, (K) - {0,1,...,n}:

Li(A) = {min{k\aki #0} , jesli k;(A) nie jest zerowa,

0 , W przeciwnym przypadku.

Dowdd. (Lemat 4.3)

WeZzmy macierz A € M, (K). Rozklad (4.3) uzyskujemy w n krokach. W pierwszym kroku
patrzymy na k1(A). Jesli jest to kolumna zerowa, wéwczas kladziemy XM =14,y = 14
i przechodzimy do nastepnego kroku. Jesli wq(A) nie jest zerowa, wowczas podobnie jak
w dowodzie lematu 2.4 mozna wskaza¢ macierze XM e BZ(K) i YY) € B,,(K), ze:

i (XWAYDy=¢  w (XD AayDy = ¢

W t+1. kroku dysponujemy macierza A% := X A1y ") Weréd jej pierwszych ¢ kolumn
wystepuja wektory zerowe lub jednostkowe. Jesli k;(A®)) nie jest zerowa dla 1 < i < t, wowczas
wy, (A®) = e;. W kroku tym patrzymy na kolumne ks (A®M). Jesli jest ona zerowa, wowczas
kladziemy X1 = 14, YD = 1g, AGD .= x B A@OY (D § prechodzimy do kolejnego
(o ile k +1 < n) kroku. W przeciwnym przypadku niech Iy, := [y (A®). Znajdujemy dalej
macierze X 1) e B-(K),Y**1 ¢ B,,(K), takie, ze:

ki(A®)Y) i<t

ks (XD 4@y 1)y
€li1 ,i =t+1
w, (XD AOY DYy — o) Gedli;#0, 1<i<t+1.

Macierze takie mozna wskazaé¢ wprost, podobnie jak w dowodzie lematu 2.4. Dalsze rozumo-
wanie takze jest analogiczne. Po n krokach otrzymujemy macierz:

A = xM x(n=D) - x@ x4 yDy @) | y-Dyn)

ktora w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie ma co najwyzej jeden element niezerowy rowny
1. Jest to zatem element R,,. Dostajemy zatem teze lematu 4.3, poniewaz zgodnie z wzorem
(2.4) istnieje macierz permutacyjna P, ze:

PAM _ (pX(n)X(n—l) N _X(Q)X(l)) A (Y(l)y(Q) - 'Y(n—l)y(n))j

B (K) Bn(K)
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a stad:

A= (pX(n)X(n—l) - .X(Q)X(l))_l . (PA(H)) . (Y(l)y(Q) - 'y(n—l)y(n))_1 )

N——
B (K) Ry By (K)

O]

Dowdd jednoznacznoéci rozktadu, a wiec lematu 4.4, jest analogiczny z dowodem lematu 2.5.
Dowdd twierdzenia 4.1 jest zatem zakonczony.

4.2. Pelen monoid liniowy

Paragraf ten poswiecony jest oméwieniu struktury polgrupowej pelnego monoidu macierzy
nad cialem. Interesowaé nas bedzie posta¢ klas Greena, struktura idealéw oraz prezentacja
Reesa faktoréw gltéownych tego monoidu. Dla wigkszej przejrzystodci zapisu elementy zbioru
M, (K) bedziemy w tym rozdziale oznaczali malymi, a nie jak dotychczas — wielkimi, literami.

Przypomnijmy podstawowe oznaczenia z algebry liniowej. Przez rzad rz(a) macierzy kwa-
dratowej a € M, (K) rozumiemy wymiar przestrzeni liniowej nad K rozpietej przez kolumny
a. Wiadomo, ze wielko$¢ ta roéwna jest wymiarowi przestrzeni rozpietej przez wiersze tejze
macierzy. Podzbior M, (K) zawierajacy macierze rzedu nie wiekszego niz j oznaczaé¢ bedzie-
my dalej przez M;. Macierz a rzedu j < n mozna przy pomocy elementarnych operacji
wierszowych (odp. kolumnowych) przeksztalci¢ do zredukowanej postaci wierszowej (odp.
kolumnowej). Posta¢ ta ma nastepujace wlasnosci:

1. Wspblezynnik wiodacy kazdego niezerowego wiersza (odp. kazdej niezerowej kolumny)
wymnosi 1.

2. Dla kazdego i < j, wspélczynnik wiodacy i + 1. wiersza (odp. kolumny) znajduje sie
w kolumnie (odp. wierszu) o indeksie dalszym niz wspélczynnik wiodacy z wiersza
(odp. kolumny) i.

3. Wspélcezynnik wiodacy niezerowego wiersza (odp. kolumny) A jest jedynym niezerowym
elementem kolumny (odp. wiersza) go zawierajacej.

Przyktad 4.5. Przyklady macierzy kwadratowych w formie zredukowanej:

e wierszowej:

10 0 2
01 0 3
0015
00 00
e kolumnowey:
1 000
0000
0100
2 1 00
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Wiadomo, ze kazdej macierzy nad cialem K odpowiada dokladnie jedna postaé¢ kolumnowa
(odp. wierszowa). Przez X (odp. Y}) oznaczaé bedziemy zbiér wszystkich elementéw M, (K)
rzedu j bedacych w zredukowanej formie kolumnowej (odp. wierszowej). Latwo widzieé¢, ze
jesli e € X;nYj, woéwczas e = ej = (’gﬁ 8), gdzie id; € Gl;(K) jest macierza identycznosci.
Niech a € M, (K). Algorytm Gaussa pozwala jednoznacznie okresli¢ skonczony i uporzadko-
wany ciag operacji wierszowych (odp. kolumnowych) prowadzacych dla kazdej macierzy A
do uzyskania zredukowanej formy wierszowej (odp. kolumnowej). Operacje te to: mnozenie
wiersza (odp. kolumny) przez niezerowy skalar, dodawanie wielokrotnosci jednego wiersza do
drugiego (odp. dla kolumn) oraz zamiana wierszy (odp. zamiana kolumn). Sa one opisane
przez odpowiednie macierze przeksztalcen elementarnych. Przeksztatcenie dowolnej macierzy
kwadratowej do zredukowanej postaci kolumnowej (odp. wierszowej) polega na przemnozeniu
jej z prawej (odp. z lewej) strony przez macierz bedaca iloczynem macierzy operacji elemen-
tarnych. Macierz zlozenia operacji kolumnowych oznaczaé bedziemy przez k, (odp. macierz
zlozenia operacji wierszowych oznaczamy przez w,). Oczywiscie k, (odp. w,) to macierz od-
wracalna. Aby uzyskaé zredukowang forme wierszowa (odp. kolumnowa) macierzy a nalezy
ja przemnozy¢ z lewej strony przez w, (odp. z prawej strony przez k,). Wiemy juz, ze iloczyn
Wq - a - ke jest macierza postaci (“éf 8), ozn. e, gdzie rz(e,) = rz(a).

Whprowadziwszy niezbedne oznaczenia mozemy przejs¢ do sformutowania pierwszego twier-
dzenia tego paragrafu.

Twierdzenie 4.6. Niech a,be M,(K). Wéwczas réwnowazne sq nastepujgce warunki:
1. Gl,,(K)aGl,(K) = Gl,,(K)bGl,,(K)
2. M, (K)aM,(K) = M, (K)bM, (K)
3. rz(a) =rz(b)

Dowdd. Implikacja (1) = (2) jest oczywista. Zaczniemy wiec od dowodu (2) = (3). Zgodnie
z (2) istnieja macierze p, q,r, s € My, (K), ze a = pbq, b = ras. Zauwazmy, ze zachodza nastepuja-
ce nieréwno$é: rz(a) > rz(ras) = rz(b). Analogicznie pokazujemy nier6wnosé rz(b) > rz(a).
W rezultacie rz(a) = rz(b). W przypadku implikacji (3) = (1) podamy dwa uzasadnienia.
Pierwszy korzysta bezposrednio z wprowadzonych oznaczen, drugi natomiast pozwoli nam na
istotne uproszczenia w dowodach faktéw, ktore sformutujemy w dalszej czesci paragrafu.

Dowdd 1. implikacji (3) = (1)
Zalozmy, ze rz(a) =rz(b) = j. Stad e, = ey <> wy-a- kg =wp - b+ ky. Zatem:

a=(wy'wp) b (kpky') € Gl (K)bGl,(K)
b=(wy wa) a- (kaky') € Gl(K)aGl,(K)

Stad oczywiscie Gl,,(K)aGl,(K) = G1,,(K)bGl,, (K).
Dowaéd 2. implikacji (3) = (1)

Zalézmy, ze rz(a) = rz(b) = j. Oznacza to, ze przestrzenie liniowe nad K rozpiete przez
kolumny tych macierzy sa izomorficzne. Oznaczmy je jako aK", bK". Mozna wskazaé macierz
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odwracalna g € Gl,,(K) taka, ze gaK™ = bK".

Niech E = {e1,ea,...,e,} bedzie taka baza K", ze b(e1),b(e2),...,b(e;) jest baza przestrzeni
bK™. Mozemy wybraé teraz pewna baze F = { f1, fo,..., fn} przestrzeni K" aby ga(f;) = b(e;)
dla 1 <7 < j. Innymi stowy, wybieramy dwie bazy K" tak, by po zastosowaniu przeksztalcen
a,b obrazy pierwszych j wektoréw dawaly bazy aK", bK" i to takie bazy, by g obcieta do
pierwszych j wierszy i kolumn byta macierza przejscia miedzy tymi bazami:

baza aK™ ( (f))—b( ) baza bK™
a(f)afa)ralfy).  — g;Gln(K)” - b(er),b(ea)... b)), ..
a b (***)
h(ei) = fi
f:(flana"'vfj7"'7fn) «72;(;&:(]{{)777 62(81,62,.-.,€j,...,€n)

Jest zatem oczywiste, ze biorac macierz h € Gl,,(K) przejScia pomiedzy bazami E, F przestrze-
ni K" dostaniemy réwnosé: b = gah. Stad b € Gl,,(K)aGl,,(K). Analogicznie a € Gl,, (K)bGl,, (K).
Zatem tak, jak chcielismy Gi,,(K)aGl,(K) = Gi,,(K)bGl,, (K). O

Twierdzenie 4.6 mozna przettumaczy¢ na jezyk J-klas Greena monoidu M, (K).

Twierdzenie 4.7. Relacje Greena na M, (K) majq nastepujgcg postac:

aJb < Gl,(K)aGl,(K) = Gl,(K)bGl,(K) < rz(A)=rz(B)
aRb < aGl,(K) = bGl, (K) < Im(a) = Im(b) (4.4)
alb < Gl (K)a = Gl,(K)b < ker(a) = ker(b).

Dowdd. Rozumowanie prowadzone jest oddzielnie dla kazdej z relacji Greena wymienionych
w (4.4).
e aJb < Gl,,(K)aGl,(K) = Gl,,(K)bGl,,(K) < rz(a) = rz(b)

Fakt ten wynika bezposrednio z twierdzenia 4.6.

o aRb <= aGly(K) = bGl,(K) < Im(a) = Im(b)

Rozumowanie jest analogiczne do dowodu 2. implikacji (3) = (1) twierdzenia 4.6.
Niech I'm(a) = Im(b). Przestrzenie liniowe nad K rozpiete przez kolumny tych ma-
cierzy sa zatem identyczne. Przyjmujac wiec oznaczenia z diagramu (***), g = Id. Stad
ah = b, bh™! = a dla pewnej h € G1,(K). Stad aGl,,(K) = bGl,(K) Nietrudno widzieé, ze
prawdziwa jest implikacja aGl, (K) = bGl,, (K) = aM,,(K) = bM,, (K). Pozostaje uzasad-
nié, ze aRb = Im(a) = Im(b). Istotnie: Im(a) = (aM, (K))K" = (bM,,(K))K"™ = Im(d).

o alb < Gl (K)a=Gl,(K)b < ker(a) = ker(b)

Zalézmy, ze ker(a) ma wymiar n—j i jest réwna z ker(b). Wybieramy baze uy,us, ..., u,
przestrzeni K" tak, by ostatnie n —j wektoréw bylo baza ker(a). Skoro ker(a) = ker(b),

76



to b(u;) = 0,i > j, za$ obrazy pozostalych wektoréw wu; sa dla i < j liniowo niezalezne.
Istnieje zatem g € Gl,(K), ze g(b(u;)) = a(u;), dla i > j. Stad gb = a. Istotnie, na
wektorach bazowych K" maja one izomorficzne jadra oraz obrazy. Dostajemy zatem
réwnoéé¢ Gl,(K)a = Gl,(K)b. Implikacja Gl,(K)a = GI,,(K)b = M,(K)a = M,(K)b
jest oczywista. Jesli natomiast M, (K)a = M,,(K)b, to na mocy tw. 4.6 mamy réwnosé
rz(a) = rz(b). Latwo wida¢, ze b(ker(a)) = 0. Stad ker(a) ¢ ker(b). Rownosé rzedéw
wymusza jednak, by zawieranie powyzsze musi by¢ réwnoécia. To konczy dowdd.

O]

Nietrudno wykazaé, ze macierze przynalezace do tej samej L-klasy to takie, ktére sg réw-
nowazne z punktu widzenia elementarnych operacji na kolumnach. Podobnie przynaleznosé
dwdch macierzy do tej samej R-klasy oznacza, ze jedng mozna sprowadzi¢ do drugiej przy
pomocy elementarnych operacji na wierszach. Innymi stowy, zbiér reprezentantow klas, na
jakie dziela M, (K) relacje R,L to nic innego, jak zbiory macierzy w postaciach zreduko-
wanych. Wnioskujemy stad, ze w pelnym monoidzie liniowym mamy n + 1 J-klas. Zbiory
reprezentantéw R 1 L w obrebie J klasy macierzy rzedu j oznaczaé¢ bedziemy odpowiednio
przez X; oraz Yj.l

Dwoém relacjom Greena nie poswieciliSmy dotad zadnej uwagi, mianowicie: D oraz H. Ich opis
jest jednak $cisle ze soba zwiazany. Kluczowe jest wykazanie, ze w M, (K) relacje D i J po-
krywaja sie. W paragrafie 1.1 odnotowalidmy, ze D ¢ J. PokazaliSmy tez przyktad pélgrupy,
opisanej w (1.4), w ktérej zawieranie to jest wlasciwe. Charakteryzacja tych pétgrup, w kté-
rych J =D jest delikatnym problemem i nie bedziemy go doktadniej rozwija¢. W przypadku
M, (K) wykazanie inkluzji J € D nie jest jednak trudne. WprowadZmy nastepujaca definicje.

Definicja 4.8. Niech S bedzie potgrupg. Na zbiorze L-klas i R-klas potgrupy S wprowadzamy
relacje porzgdku postaci:

o L, <Ly Sla c Slb,
o Lo <Ly aStcbSt
Mowimy, Ze pélgrupa S:

e spelnia ming < w kazdym niepustym zbiorze lewostronnych ideatow glownych S ist-
nieje minimalny element niezerowy,

e spetnia ming < w kazdym niepustym zbiorze prawostronnych idealéow gléwnych S
istnieje minimalny element niezerowy.

Lemat 4.9. Jesli S jest monoidem spetniajgcym ming oraz ming, to D= 7.

Dowdd. Zawieranie D ¢ J zachodzi zawsze, zatem pozostaje wykazaé¢ zawieranie J <€ D.
Niech aJb. Wowczas istnieja takie p,q,7,s € S, ze:

paq=0b, 1rbs=a. (4.5)

Wynika stad, ze:
X:={zxeS: s (ray=0)} + .

1Sq to, zgodnie z przyjetymi wcze$niej oznaczeniami, zbiory zlozone z macierzy w formie zredukowanej:
wierszowej — dla R-klas i kolumnowej — dla L-klas.
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Stad niepusty jest takze podzbiér A := {L, |z € X} zlozony z L-klas elementéw nalezacych do
X. Warunek miny, pozwala nam wybra¢ minimalny element wzgledem porzadku okreslonego
na L-klasach S, zgodnie z definicja 4.8. Niech bedzie to element £,, dla pewnego u € X.
Zgodnie z definicja zbioru X mozemy wybraé element v € S, ze uav = b. Zauwazmy, ze:

uruavsv = urbsv = uav = b = Ly, € A.
Latwo widzie¢, ze Ly < Ly, a stad wobec minimalnosci £, w A dostajemy:
Loy =Lyry € Ly <Ly
Stad rulu, a wiec takze? ruavLuav. Wobec (4.5) dostajemy:
rbLb.

Analogiczny argument, tym razem wykorzystujacy ming pokazuje, ze bsRb. Stad rbsRrb,
czyli zgodnie z (4.5) aRrb. Ostatecznie otrzymujemy:

aRrb A rbLb = (a,b)eRoL.
Na mocy uwagi 1.7 zachodzi rownos¢ R o L = D, co oznacza, ze aDb, a wiec J ¢ D. O
Uwaga 4.10. Pelen monoid liniowy spetnia warunki ming oraz ming,.

Dowod. Wystarczy pokazaé, ze w kazdym niepustym zbiorze idealéw gléwnych prawostron-
nych (odp. lewostronnych) istnieje niezerowy element minimalny. Istotnie, niech a,b € M, (K).
Wéwezas:

Gl,(K)a ¢ Gl,(K)b = ker(b) ¢ ker(a) = dim(ker(b)) < dim(ker(a)).
Podobnie jesli ¢,d € M, (K), to:
cGly(K) € dGl,(K) = Im(c) ¢ Im(d) = dim(Im(c)) < dim(Im(d)).

Zarowno wiec kazdy tancuch ideatéw lewostronnych jak i kazdy tancuch ideatow prawostron-
nych majg dlugosé rowna co najwyzej n + 1. To konczy dowdd.
O

Na mocy lematu 4.9 widzimy zatem, ze w przypadku monoidu M, (K) relacje J i D sa
tozsame. Réwnosé J = D pozwala uprosci¢ poszukiwania H-klas w M, (K). Mozemy bowiem
skorzysta¢ z modelu ,egg-boxu” (zgodnie z definicja 1.8). Kazda H-klasa jest przecigciem
R-klas i L-klas zawierajacych macierze ustalonego rzedu. Zbiory te oznaczamy przez L;, R;.
Rozwazmy nastepujace dziatania:

e lewostronne ¢r, : Gl,(K) x R; - Rj,
e prawostronne ¢p : L; x Gl,,(K) - L;,
zadane wzorami:
¢r(a;Rp) = Raps  Sr(Lera) =Leay, a€Gl(K), beRj,ceL;

Latwo sprawdzié, ze dzialania te sa dobrze okredlone tj. nie zaleza od wyboru reprezentantéow
L, R-klas. Dzialania ¢, oraz ¢ sg tranzytywne odpowiednio na R; i na L;. Istotnie, kazde

2FLatwo sprawdzié, ze jesdli a,b,c € S, to alb = acLbc oraz aRb = caRcb.
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dwie macierze x1,z2 € X; (odp. y1,y2 € Y;) bedace w postaci zredukowanej kolumnowej (odp.
wierszowej) mozna przeprowadzi¢ na siebie przy pomocy elementarnych operacji na wierszach
(odp. na kolumnach). Nietrudno pokazaé, ze stabilizatorem dzialania ¢, jest grupa

(GLE)
Pf'“( 0 Gln_j(K))’

za$ stabilizatorem ¢ jest grupa

_(a®) o
f '_( * Glnj(K))'

W ten spos6b zbiér R; identyfikowa¢ mozna z warstwami lewostronnymi P; w Gly, (K), zas
zbiér L z warstwami prawostronnymi P; . Widac wigc, ze jesli e; = (’gj 8), gdzie id; € Gl;(K)
jest macierza identycznosci, wowczas kazda H-klasa w M; ~ M;_; jest postaci:

o (id; 0\( GI;(K) 0 id; 0 | |
xpﬂeﬂpﬂ'y‘x(o 0)( 0 id &)\ 0 o TEXpyeli

Opis klas Greena monoidu M, (K) jest zatem zakonczony.

Przejdziemy teraz do opisu faktoréw gléwnych monoidu M, (K). W paragrafie 1.1 pojecie
to okreslone zostato jedynie w klasie potgrup skonczonych. Byl to iloraz Reesa kolejnych
(w sensie porzadku cze$ciowego) idealéw polgrupy S. Zasadnicza motywacja dla takiej de-
finicji byta uwaga 1.12. Jest ona prawdziwa dla dowolnej poétgrupy. W szczegdlnosci, jesli
polgrupa jest nieskonczona, ale posiada skonczenie wiele ideatéw, wéwczas okreslenie fakto-
réw gléwnych nie przedstawia zadnej trudnosci. Tak bedzie w przypadku monoidu M, (K).
Nasze rozwazania zaczniemy od dowodu nastepujacej uwagi.

Uwaga 4.11. Niech M; = {a € M,(K)|rz(a) <j}, j7=0,1,2,...,n. Wowczas
0=MycMycMsyc...cM,=M,(K) (4.6)
jest kratq ideatéw monoidu M, (K).

Dowdd. Jesli macierz a nalezy do ideatu I <« M, (K), to J, c I (patrz (1.5)). Istotnie, jesli
be Ty, tobe M,(K)aM,(K) c M, (K)IM,(K) c I. Oczywiscie mnozac a obustronnie przez
odpowiednio elementy M, (K) mozemy dowolnie obnizy¢ rzad tej macierzy. Zatem I zawiera
wszystkie macierze o rzedzie nie wiekszym od rzedu a. Domnazaniem macierzy nie mozna
powiekszy¢ rzedu, co dowodzi, ze M; sa, dla 1 <i < n, jedynymi ideatami w M, (K). Struktura
kratowa zbioru idealéw jest oczywista. O

Faktorami gléwnymi monoidu M, (K) beda zatem ilorazy Reesa postaci M;/M;_, gdzie
j=1,2,...,n, a wiec zbiory wszystkich macierzy rzedu j z elementem zerowym?®. Latwo wi-
dzieé, ze faktory gléwne M, (K) nie sa pdélgrupami z zerowym mnozeniem, zatem na mocy
uwagi 1.12 sa to pélgrupy 0-proste. W paragrafie 1.1 sformulowaliSmy twierdzenie Reesa-
Suschkewitscha (tw. 1.15) klasyfikujace wszystkie skoniczone poélgrupy O-proste. Pozwalato
ono opisaé pélgrupy 0-proste przy pomocy pélgrup typu macierzowego M[GY; X,Y; P] (def.

3Element zerowy faktora nie jest macierza 0 € M, (K). Jest to zero w sensie definicji 1.5.
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1.14). Definiujac M[G?; X, Y; P] zakladaliémy, ze skoficzone sg zaréwno grupa G, jak i zbiory
X,Y. Jesli opuscimy to zalozenie, otrzymamy wéwczas klase potgrup? zawierajaca nie tylko
skonczone pélgrupy 0-proste, ale takze z pewne poélgrupy nieskoniczone. Nalezg do nich, jak
sie okazuje, takze faktory gtéwne M, (K).

Do zdefiniowana nowej klasy pdélgrup potrzebne jest wyrdznienie szczegdlnego podzbioru
w zbiorze idempotentow dowolnej potgrupy. Jak wiadomo, idempotent jest to taki element e
polgrupy 9, ze e = e?. W zbiorze idempotentéw danej pélgrupy S rozwazaé mozemy czesciowy
porzadek postaci:

e<foef=en fe=e, gdziee=e? f=f2 (4.7)
Niezerowe elementy minimalne tego porzadku, o ile istnieja, nazywamy idempotentami

prymitywnymi.

Definicja 4.12. Pdlgrupe 0-prostg nazwiemy catkowicie 0-prosta jesli zawiera ona idem-
potent prymitywny.

Twierdzenie 4.13 (Rees (1940)). Niech S bedzie pélgrupg. Nastepujgce warunki sq row-
nowazne:

o S jest calkowicie 0-prostq,
o istniejq: grupa G, zbiory X,Y, oraz macierz P € M|y|X|X‘(GO), ze S~ M[G% X,Y;P].

Dowdd twierdzenia Reesa mozna znalezé w [How76], 2.5. Przejdziemy teraz do opisu faktoréw
gléwnych monoidu M, (K).

Twierdzenie 4.14. Niech M;/M;_1 bedzie faktorem glownym w pélgrupie M, (K). Wow-
czas Mj[M;_y jest izomorficzny z calkowicie 0-prostq polgrupg ./\/I(GZ?(]K)7 X;,Y;,Q;), gdzie
Qj = (qya) jest zdefiniowana w nastepujacy sposob dla v e X;,yeYj:

yx, jesli rz(yx) =j
Qya = . .
0, jeslirz(yx) +j

Dowdd. W pierwszej czesci dowodu wskazemy polgrupy izomorficzne z faktorami gtéwnymi
M, (K). Beda one wykorzystane w dowodzie calego twierdzenia.

Lemat 4.15. Niech 0 < j < n. Jedli e € Y} jest idempotentng macierzq diagonalng rzedu
J postaci (Id 8), to przez G oznaczqc bedziemy podgrupe elementéw odwracalnych monoidu
eM,(K)e. Grupa ta jest izomorficzna z Gl;(K). Kazda macierz xzgy, gdzie v € X;, y € Y},
g € Gj, ma rzqd j i kazdg macierz M € M,(K) rzedu j mozna jednoznacznie przedstawié

w tej postaci.
Dowéd. Wykazemy najpierw, ze:

U(eM,(K)e) = GI;(K). (4.8)

4Poprawnosé¢ definicji mnozenia pétgrupowego podana w 1.14 nie zalezy od skoriczonosci G, X,Y . Inter-
pretacja elementéw polgrupy typu macierzowego jako macierzy nieskoniczonych o wymiarach |X| x [Y] jest
takze mozliwa, poniewaz kazda taka macierz ma tylko jeden niezerowy element, a wiec iloczyn takiej macierzy
z P jest dobrze okreslony.
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Istotnie, obustronne przemnozenie M € M, (K) przez e zeruje pierwszej j wierszy i kolumn
M. Innymi stowy eM, (K)e ~ M;(K). Stad U(eM,(K)e) ~ Gl;(K).

Pokazemy teraz, ze kazda macierz a rzedu j mozna przedstawi¢ w postaci:
a=xgy ,gdzie xeX; yeYj, geGj. (4.9)

Zauwazmy, ze istnieje b € M, (K), ze ker(a) = ker(b) oraz Im(b) = eK". Istotnie, zgodnie
z twierdzeniem 4.7, b jest taka macierza, ktora lezy w H-klasie réwnej przecieciu L, oraz
Re. Skoro Im(b) = eK"™, to b = eb. Innymi stowy, jedynie pierwsze j wierszy macierzy b to
wiersze niezerowe. Natomiast skoro ker(a) = ker(b), zatem zgodnie z twierdzeniem 4.7 istnieje
macierz y € Y; w postaci zredukowane]j wierszowej taka, ze

ker(y) = ker(a) = ker(b). (4.10)

Widzimy, ze yLb, a stad istnieje macierz t € M, (K), ze y = tb. Zauwazmy, ze skoro jedynie
pierwsze j wierszy macierzy b to wiersze niezerowe, podobnie jak jedynie pierwsze j wierszy
macierzy y to wiersze niezerowe, to macierz t jest elementem G;. Zgodnie z (4.10) widzimy
takze, ze yLa, a wiec istnieje macierz ¢ € M, (K), ze cy = a. Latwo widzieé, ze mozna dobraé
taka macierz ¢, ktéra ma jedynie pierwsze j kolumn niezerowych. Istotnie, skoro ¥ ma jedynie
pierwsze j wierszy niezerowych, to kolumny od j+1-wszej do n-tej nie maja wptywu ma postac
iloczynu cy. Mozna wiec zatozy¢, ze sa one zerowe, a wiec ¢ = ce. Widzimy zatem, ze:

a =cy = (ce)td. (4.11)

Chcemy tak zmodyfikowaé rozktad (4.11), aby przedstawié¢ a w postaci (4.9). Wystarczy wiec
przedstawic ce jako element X ;G ;. DoprowadZzmy macierz ce do postaci kolumnowe;j zreduko-
wanej. Zgodnie z (4.4) istnieje macierz h € M, (K), ze ceh € X;. Skoro jednak jedynie pierwsze
J kolumn macierzy ce to kolumny jest niezerowe, podobnie jak jedynie pierwsze j kolumn
macierzy ceh to kolumny niezerowe (ceh € X;), mozna zatem zakladac, ze h € G;. Macierz h
ma swojg odwrotnos¢ w G, a wiec taka macierz h', ze hh' = e. Zatem ce = cee = cehh’ € X;G;
Przyjmujac zatem x = ceh, g = b/, y = tb, uzyskujemy rozklad (4.9) macierzy a.

Pokazemy teraz jednoznaczno$é¢ przedstawienia (4.9). Jedli x € X;,y € Yj, g € G;, to zLe
oraz yRe. Istnieja zatem macierze u,v € GI,(K), ze uwv = e = yv. Zachodzi nastepujaca
nieréwno$é rz(zgy) > rz(uxgyv) = rz(g) = j. Zatem rz(xgy) = j. Zaldézmy teraz, ze dla
pewnych 2’ € X;,y' €Y}, ¢ € G; zachodzi réwnosé¢ zgy = 2'¢'y’. Skoro rz(zgy) = rz(z) = j,
to Im(zgy) = Im(z). Analogicznie dla z’, zatem Im(z) = Im(2’). Stad 2Rz’ a wiec x = 2.
Analogicznie y = y'. Jesli mimo to y(g—¢')y = 0, woéwczas:

g-9' =e(g-9g)e=u(z(g-g")y)v=ubv=0.

To konczy dowdd lematu. O
Przechodzimy do dowodu twierdzenia 4.14. Okreslamy nastepujace przeksztalcenie:
¢ .
M(GL(K)°, X;,Y;,Q5) 3 (g, 2,y) = xgy € M;[/M;_;. (4.12)
Wykazemy, ze ¢; opisuje izomorfizm poétgrup. Istotnie,
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ror

0i(9,2,9)9;(9" 2" y') = (xgy)(2'g'y") =
_Jzgya'g'y’ € M;/M;-1 , jesli rz(ya') = j,
0 € Mj/Mjfl , jesli ’rz(y:r:') +7
0;((g.2,9)(9", 2", y) = ¢;((9ayr 9, 2,9")) =
_Jzg(yx")g'y’ € M;/Mj—1 , jesli rz(ya') = j,
zg( 0 )g'y' =0 eM;/M;_y , jeslirz(yx')+j
Przeksztalcenie ¢; jest zatem homomorfizmem. Na mocy lematu 4.15 wiemy jednak, ze zbiory
{zgy|xz e Xj,y€Yj, g€ G}, Mj~M;_q saze soba w bijekcji. W ten sposéb ¢; jest, dla kazdego
1 < j < n, izomorfizmem pomiedzy M(GI;(K), X;,Y;,Q;), a faktorem gtéwnym M;/M;_q

monoidu M, (K). Dowdd twierdzenia jest zatem zakonczony.
O

Peten opis klas Greena monoidu M, (K) zbliza nas do dowodu twierdzenia 4.2. Aby méc go
rozpoczaé, potrzebujemy jeszcze opisu klas Greena w monoidzie Rennera R,. Temu zagad-
nieniu po$wiecony jest nastepny paragraf.

4.3. Struktura poélgrupowa monoidu Rennera

Celem tego paragrafu jest opis klas Greena monoidu R,, oraz dowdd twierdzenia 4.2. Przypo-
mnijmy, ze monoid Rennera R, jest podmonoidem M, (K) ztozonym ze wszystkich macierzy,
ktore w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie maja co najwyzej jeden niezerowy element réwny
1. Naszym pierwszym celem bedzie dowdd nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 4.16. Niech dla 0 < i < n zbiory T; bedq okreslone jako przeciecia R, z kolej-
nymi elementami lancucha M; idealéw monoidu M, (K). Wowczas T; sq jedynymi idealams
w Ry,. Tworzg one taricuch postaci:

0=TycTicTrc...cT, =R,. (4.13)

Faktory T;/Tj_1 sq calkowicie 0-prostymi polgrupami z prezentacjq
M(S;, (n) (n) id(ny), (4.14)
J7\ Y

gdzie S; jest grupg permutacji zbioru zbioru j-elementowego, zas id(n) € M(@)(K) - macierzg
J J

identycznosci.
Dowéd. Rozpoczniemy od opisu idealéw monoidu R,. Nietrudno zauwazy¢, ze T c R, sa,
dla kazdego 1 < j < n idealami w R,,. Argument jest identyczny jak w dowodzie uwagi 4.8.
Wykazemy teraz, ze T s jedynymi ideatami w R,. WeZzmy element a € Tj \ Tj_1. Wtedy,
podobnie jak w lemacie 4.15,

€q = Wq - a- kg, gdzie w, € Xj,k, €Y,
za$ eq = € jest macierzg postaci (i‘éj 8). Zatem kazdy element T} nalezy do J;. Polgrupa
T;j/Tj-1 jest wiec O-prosta, a to oznacza, ze Tj sa jedynymi ideatami w R,. Co wiecej, po
utozsamieniu e, z elementem id; € G;, dostajemy:

TiNTjo1 = (X;nR,)(Gjn R, (YN Ry). (4.15)
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Latwo widzieé, ze Gjn Ry, ~ S;, oraz | X; n Ry| = |Y; N R, = (7;) Co wiecej, jesli z € X; n Ry,
oraz y € Y; N Ry, woéwczas yx = e; lub rz(yz) < j zatem analogiczne, jak w (4.12) mozemy
okredli¢ przeksztalcenie:

Y5 M(S;(K), (?) (?),id(z)) 5 (g,2,9) S agy ¢ T;/Tj-1. (4.16)

Nasladujac rozumowanie z dowodu tw. 4.14 wykazujemy, ze v; jest homomorfizmem pol-
grup. Na mocy (4.15) jest to izomorfizm. Faktory gléwne monoidu R sa zatem izomorficzne
z pélgrupa typu macierzowego opisana w (4.14).

O

Przejdziemy teraz do opisu relacji Greena na R,. Sa one, jak sie¢ okazuje, wiernym odbiciem
relacji Greena na M, (K). Udowodnimy nastepujace twierdzenie pomocnicze.

Twierdzenie 4.17. Niech S bedzie catkowicie 0-prostg podpdlgrupg catkowicie 0-prostej pot-
grupy M. Jesli S, Sg oznaczajq jedng z relacji Greena R, L, H, odpowiednio na M oraz na S,
wowczas S|g = Ss.

Dowdd. Wykazemy najpierw nastepujacy lemat.

Lemat 4.18. Niech S bedzie polgrupg catkowicie 0-prostg. Wowczas kazda niezerowa R-klasa
1 kaZda niezerowa L-klasa potlgrupy S zawiera idempotent prymitywny.

Dowdd. Zgodnie z twierdzeniem Reesa wystarczy pokazaé teze dla kazdej potgrupy typu
macierzowego M = M[G%; X, Y; P] (takiej, jaka wystepuje w treéci twierdzenia 4.14%). Przy-
pomnijmy, ze mnozenie w M opisane jest nastepujacym wzorem:

(glpy112927l‘17y2)) DPyizo * Oa

(91@171/1)(92,932’92) =
0 ) py1:c2 :O

(g1,71,91)0 = 0(g1,71,22) = 060 = 0,
przy czym gi,gs € G, 21,20 € X,y1,y2 €Y oraz P = (pyz) dlayeY,z e X, py, € GO,
Zauwazmy, ze jesli py, # 0, to:
Py 2, 9) Py 2, Y) = (DyaPyaPiyss T, Y) = (D T,).-

Element (p;}:, x,y) jest zatem idempotentem w M. Jest to, jak sie okazuje, idempotent pry-
mitywny w M. Istotnie, jesli (a,z’,y") < (p;%, x,y) jest idempotentem w M, wéwczas zgodnie
z (4.7):

(g2, y)(a,2',y") = (a,2,y),  (a,2",y") Dywr 7. y) = (a,2",y"),
wéwcezas mamy réwnosci:

(PyaPyar a2, y') = (a,2",y"),  (apyepye,z',y) = (a,2",y").

Stad: x = 2,y = y'. Skoro jednak (a,z,y) jest idempotentem, to:

(a,x,y)(a,x,y) = (apyﬂTa/?x:y) = (G,.T,y),

®Zgodnej z definicja 1.14 przy opuszczeniu zalozenia o skonczonosci zbioréw X,Y, G
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zatem o ile a # 0, wowczas apya=1=a = p;; Istotnie wiec element (p;;, x,y) jest idempo-
tentem prymitywnym w M = M[GY; X,Y; P].

Kazda R-klasa w M = M[G"; X,Y; P] réwna jest {(g,z,y)|y € Y, g € G}. Podobnie kazda
L-klasa réwna jest {(g,z,y) |z € X, g € G}.5. Wobec zalozenia o niezerowoéci kazdego wiersza
i kazdej kolumny macierzy P, wystepujacego w definicji 1.14 widzimy, ze kazda R-klasa i kazda
L-klasa monoidu M zawiera idempotent prymitywny. Z twierdzenia Reesa wynika zatem, ze
w kazdej potgrupie catkowicie 0-prostej S kazda niezerowa R-klasa i kazda niezerowa L-klasa
S zawiera idempotent prymitywny. O

Przechodzimy do dowodu twierdzenia 4.17. Jest jasne, ze jesli dla a, b € S mamy aR gb, to aRb.
7 drugiej strony, jesli aRb, wéwczas bedac catkowicie 0-prostg pétgrupa S zawiera idempotent
prymitywny e. Zgodnie z lematem 4.18 mozemy tak wybra¢ e, aby eS = aS. Wtedy aRe,
a wiec takze bRe. Stad b = eb € €5, skad b € aS. Podobnie dowodzimy, ze a € bS, a zatem
aRgb. Analogiczne rozumowanie przeprowadzamy dla przypadku £ oraz H-klas.

O

Twierdzenie 4.19. Relacje Greena J,R,L,H na R sqg obcieciem odpowiadajgcych im relacji
Greena na M, (K).

Dowdd. Istotnie, elementy danej klasy Greena na R maja ten sam rzad, np. réwny j. Na
mocy twierdzenia 4.16 sa one zatem elementami tego samego faktora gtéwnego W; = T}/T;_4
monoidu R. Ten za$ jest polgrupa catkowicie 0-prosta i stanowi podpotgrupe faktora gtow-
nego Fj = M;/M;_; monoidu M, (K). F; jest takze calkowicie 0-prosty. Teza wynika zatem
z twierdzenia 4.17. Warto zauwazy¢ takze, ze:

Jo =SpaS,, Rg=aS,, L,=Sna. (4.17)
d

Opisalismy strukture pélgrupowa monoidu Rennera R,,. JesteSmy przygotowani do przepro-
wadzenia dowodu twierdzenia 4.2. Jest ono teraz prostym wnioskiem z twierdzenia 4.19.
Zgodnie z oznaczeniami przyjetymi w tezie twierdzenia 4.2 widzimy, ze rodzina M wszyst-
kich J-klas na M, (K) réwna jest rodzinie {Fy, F1,..., F,}, gdzie F; ¢ M, (K) jest zbiorem
macierzy rzedu i (tw. 4.7). Podobnie rodzina R wszystkich J-klas Greena na R réwna jest
{Wo, Wh,..., Wy} gdzie T; = R, n W; (tw. 4.19). Wiadomo zatem, ze:

n

i

Nalezy udowodnié, ze jesli {W; |0 <i < n} stanowi zbiér J-klas w R, wéwczas:

F;= U B, (K)o B, (K).
oeW;

Wobec (4.15) wiemy, ze W; = S, e;S,,. Zgodnie z twierdzeniem 4.1 zbiér F; = M; \ M;_1 macie-
rzy rzedu 7 jest sumg warstw rozktadu Bruhat. Istotnie, jesli dana jest warstwa B,, (K)o By, (K),
o € R,, wéwczas wszystkie elementy tej warstwy maja ten sam rzad. Z drugiej strony F; jest
J-klasa elementu e; w M, (K), zatem moga sie w niej znajdowaé tylko te elementy R,,, ktére

60gélniej, jesli pétgrupa S jest catkowicie O-prosta, wéwczas jesli a # 0, to Ra = aS \ {0}, Lo = Sa ~ {0}.
Fakt ten jest istotnym krokiem w dowodzie twierdzenia Reesa. Dowdd jest czysto rachunkowy ([How76], 3.2.5
i3.2.6).
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pochodza 7z obciecia F; do R,,. Zgodnie z twierdzeniem 4.18, sa to dokladnie elementy z W;.
To konczy dowdd twierdzenia 4.2.

Analiza poréwnawcza budowy monoidu M, (K) i odpowiadajacego mu monoidu Rennera R
pokazala, ze struktura tego ostatniego jest, naduzywajac nieco terminologii, obcigciem struk-
tury M, (K). Fakt ten jest przykladem znacznie szerszego zjawiska zwiazanego z pélgrupami
liniowymi. Oczywiscie, jesli wezmiemy dowolng podpétgrupe S ¢ M, (K) nie powinni$my spo-
dziewac sie, ze wszystkie idealy S beda réwne M; N S. Takie przeniesienie struktury potgru-
powej z M, (K) nie jest wlasnoscia kazdej podpdlgrupy. W przypadku ogblnym zagadnienie
to jest znacznie bardziej skomplikowane. Mimo to idea badania tego jak pdélgrupa S wypel-
nia kolejne egg-boxy” M, (K) prowadzi do glebokich uogélnien uzyskanych tu wynikéw. Po
szczegdly odsylamy do rozdzialu 3. w [Okn98].

"W przypadku monoidu Rennera idea ta realizowana jest wlasnie przez twierdzenie 4.2.
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