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Streszczenie

W pracy tej dowodzimy, ze istnieja grupy skonczone G, H, ktére nie sg izomorficzne, choé
dla kazdego ciala K ma miejsce izomorfizm algebr grupowych K[G] ~ K[H]. Rezultat ten,
uzyskany w 1970r. przez E. Dade, byl czeSciowa odpowiedzia na nierozwigzany az do 2001r.
tzw. problem izomorfizmu. W oryginalnym brzmieniu z poczatku lat 40. pytal on o praw-
dziwo$¢ implikacji: Z[G]| ~ Z[H] = G ~ H. Opublikowany w [Dad70] dowdd, przedstawiony
takze w monografii Passmana [Pas77]|, wzbogacony jest w tej pracy o szczegély technicz-
ne oraz stosowne wprowadzenie teoretyczne. W pracy dyskutujemy takze minimalno$¢ tego
kontrprzyktadu.

Stowa kluczowe

problem izomorfizmu, kontrprzyktad Dade, produkt pélprosty grup, algebra grupowa

Dziedzina pracy (kody wg programu Socrates-Erasmus)
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Wprowadzenie

W 1940 roku G. Higman pozostawil w swojej dysertacji [Hig40] pytanie otwarte nazwane poz-
niej ,,problemem izomorfizmu”. Dane sg w nim dwie grupy skonczone GG, H. Pytanie brzmi:
czy izomorfizm pierécieni grupowych: Z[G| ~ Z[H| implikuje izomorfizm grup G ~ H? Da-
remne proby udzielenia ogélnej odpowiedzi' sktonily cze$é matematykéw do analizy przypad-
kow, w ktérych pierécien Z zastepujemy przez dowolne cialo K. Pomimo pojawienia si¢ wielu
rezultatéw pozytywnych, uzyskanych dla konkretnych klas grup, ogélna hipoteza okazala sie
by¢ nieprawdziwa. Celem tej pracy jest przedstawienie dowodu poprawnoéci kontrprzyktadu
uzyskanego w 1970 roku przez E. Dade, przedstawionego w pracy [Dad70].

W rozdziale wprowadzajacym zbieramy potrzebne definicje (produktu péiprostego grup,
algebry grupowej) oraz podajemy dowody kilku przydatnych dalej prostych obserwacji. Roz-
dziat drugi poswiecony jest konstrukcji zbioru par nieizomorficznych grup, majacych stano-
wi¢ kontrprzyktad. Czesé trzecia zawiera dowdd izomorficznoéci ich algebr grupowych nad
dowolnym ciatem. W ostatniej czesci dyskutujemy problem minimalnosci opisanego kontr-
przyktadu.

Podziekowania

Praca ta nie powstataby bez pomocy kilku pracownikéw Wydziatu MIM, ktérym chcial-
bym w tym miejscu podzigkowaé. Dzigkuje w pierwszej kolejnoéci mgr Katarzynie Jachim za
zwrdcenie mojej uwagi na zagadnienie ,,problemu izomorfizmu”, dalej prof. Janowi Okninskie-
mu za pomoc merytoryczng i udostepnienie potrzebnych materiatéw. Stowa podzigkowania za
zainteresowanie mnie tematyka teorii reprezentacji grup skonczonych kieruje takze w kierunku
mojego promotora, dr Agnieszki Bojanowskiej - Jackowskiej.

W 2001r. w pracy Hertwecka [Her01] okreslone zostaly dwie nieizomorficzne grupy stanowiace kontrprzy-
ktad do ogdlnego problemu.






Rozdziat 1

Niektore pojecia i fakty
przygotowawcze

Oryginalna praca E. Dade, zawierajaca dowdd rozwazanego w tej pracy twierdzenia, miesci
sie na czterech stronach formatu A4. Szczegbélowe przedstawienie wszystkich zawartych w
niej konstrukeji i rozumowan wymaga nie tylko rozwinigcia pewnych skrétéw myslowych czy
sprawdzenia odpowiednich rachunkéw, ale takze wprowadzenia i oméwienia kilku kluczowych
poje¢ — zewnetrznych wobec istoty problemu. Beda sie one miescily w paragrafach: produk-
ty pélproste grup oraz algebry grupowe. Udowodnimy szereg faktéw, ktore wykorzystywaé
bedziemy w odpowiednich fragmentach dalszych rozdzialow.

1.1. Produkt poélprosty grup

Definicja 1 (Zewnetrzny produkt pdlprosty). Niech A, B - dowolne grupy, oraz ¢ : B —
Aut(A) - homomorfizm. Wowczas na Ax B mozna okresli¢ strukture grupy Ax B przyjmujgc
nastepujgce definicje operacji brania elementu neutralnego, brania elementu odwrotnego oraz
mnozenia:

1. 1ax,B = (1a,1B),
2. (a,b)(z,y) = (adp(x), by),
3. (a,b)7 = (g1 (b71),071).
Odnotujmy nastepujace wlasnosci zewnetrznego produktu poétprostego:

Uwaga. Niech G = A x4 B. Wéwczas:
1. Ax {1} <@,
2. G=(Ax{1g})({1a} x B) ={(a,15)(14,b) : a € A,b € B},

3. (A X {13}) N ({1,4} x B) = (1A,1B) = 1g.

Dowdd. Punkt pierwszy wynika stad, ze A x {1} jest jadrem homomorfizmu p : G — B
postaci p(a,b) = b. Punkt drugi wynika z bezposredniego sprawdzenia: dla dowolnych a €
A,b € B mamy: (a,15)(14,b) = (a¢1,(14),15) = (a,b). Punkt trzeci jest oczywisty.

O



Definicja 2 (Wewnetrzny produkt pélprosty). Niech G - dowolna grupa, A < G, B < G,
przy czym G = AB oraz AN B = {1g}. Wéwczas G nazywamy wewnetrznym produktem
potprostym grup A i B.

Powyzsza definicja zawiera w sobie element niejednoznacznosci. Latwo wskazaé¢ dwie nieizo-
morficzne grupy G, H oraz grupy A1 < G,As < H, B1 < G,By < H takie, ze A; ~ As,
By ~ By, ale G % H.!

Uwaga. Niech grupa G = AB bedzie wewnetrznym produktem pélprostym podgrupy normal-
nej A oraz podgrupy B. Wowczas G ~ A x4 B, przy czym ¢ : B — Aut(A) jest homomorfi-

zmem postaci
op(a) = bab™!, a € A,b e B.

Dowdd. Zauwazmy, ze w przypadku produktu pétprostego G = AB mamy jednoznacznosé
zapisu elementu g € G jako iloczynu dwdch elementéw? a € A,b € B. Istotnie jezeli ab = cd,
gdzie a,c € A,b,d € B, to bd~! = ¢'a. Prawa strona réwnosci nalezy do A, lewa strona do
B. Zatem wobec zalozenia AN B = 1g¢ mamy b = d,a = ¢. Jednoznaczno$é¢ ta oznacza, ze
przeksztalcenie f : A x4 B — G postaci f(a,b) = ab jest bijekcja. Pozostaje pokazaé, ze jest
to homomorfizm. Dla a,c € A, b,d € B mamy:

f((a,b)(c,d)) = f((agp(c),bd)) = f(abeb™t,bd) = abcb™'bd = (ab)(cd) = f(a,b)f(c,d).

O
Innymi stowy, jezeli grupa G jest produktem pélprostym grupy A i B to oznacza, ze
istnieje pewien homomorfizm ¢ grupy B w automorfizmy grupy A. Co wiecej, w grupie G

prawdziwa jest relacja ¢p(a) = bab~!, same za$ mnozenie i odwracanie maja nastepujaca
postaé:

1. ab-cd = agp(c) - bd, a,c € A, b,d € B,
2. (a-b)"t=¢p1(at) - b7L.
Jezeli sytuacja bedzie tego wymagata, bedziemy pisaé, ze G jest wewnetrznym produktem
pélprostym A i B wzgledem ¢.
Przyktad. Grupa podstawowa butelki Kleina zadana jest przez nastepujocq prezentacje:
G={(ablaba™! =b7').
Latwo widzieé, ze G ~ 7 -7, gdzie ¢ : Z — Aut(Z) dane jest wzorem ¢o(b) = b1

Na koniec wprowadzenia we wtasnosci produktéw potprostych udowodnimy przydatny w
dalszych rozwazaniach lemat:

Lemat 1. Niech G = AB bedzie wewnetrznym produktem pélprostym wzgledem ¢. Niech
o € Aut(A) nalezy do centralizatora® C 4)(®). Wowczas istnieje & € Aut(G) bedacy roz-
szerzeniem automorfizmu o na cale G.

Dowdd. Okreslamy & : G — G nastepujacym wzorem: o (ab) = o(a)b. Podobnie jak wyzej
pokazujemy, ze jest to bijekcja. Pozostaje sprawdzi¢ warunek homomorfizmu. Dla a,c €
A, b,d € B mamy zgodnie z zalozeniami:

5 ((ab)(cd)) = Flady(c)bd) = o(ady(c))bd = o(a)dy((c))bd = (o(a)b)(o(c)d) = F(ab)(cd).
O

"Wystarczy wzigé G ~ Zy, H ~ Zy x Zs.
2Jest to prawda nawet przy opuszczeniu zalozenia o normalnosci podgrupy 4 w G.
3Przypomnijmy, ze centralizator elementu x € G, to: Cg(z) = {g € G| gz = 2g}.



1.2. Algebry grupowe

Definicja 3 (Algebra grupowa). Niech K bedzie ciatem, za$ G - grupg. Wowczas przez algebre
grupowq K[G] okreslamy lewostronng K - algebre spelniajace nastepujgce warunksi:

1. Bazq K[G] jest nastepujgcy zbior wektorow: {z4 : g € G},
2. Dzialanie dwuliniowe K|G] x K[G] — K[G] zadane jest na bazie wzorem: x4 - xp, = X gp,.

Algebra grupowa jest zatem zbiorem skonczonych sum formalnych postaci:

a:Zag'xg,ageK.
geG

Latwo sprawdzi¢, ze jest to algebra taczna z jedynka. Identyfikujac elementy grupy G z ele-
mentami bazowymi algebry grupowej poprzez mnozenie g — 1 - x4, dostajemy zanurzenie
G C K[G]. Sumy oraz produkty formalne staja sie woéwczas zwyklymi sumami i produktami.
W dalszych rozwazaniach bedziemy zatem opuszcza¢ kropke przy mnozeniu a4 - x4, elementy
x4 oznacza¢ bedziemy elementami grupy G, za$ jedynke algebry grupowej utozsamiaé¢ bedzie-
my z jedynka grupy G.

Potrzeba nam wspomnieé¢ o relacji pomiedzy K[G],K[H], a K[G x H]. Do jej okreslenia
konieczne sa pewne elementarne informacje na temat iloczynéw tensorowych. Zawieramy je
(bez dowodu) w dwdch ponizszych stwierdzeniach:

1. Niech V, W beda przestrzeniami liniowymi nad K. Jezeli {v;};cr, {w;};cs sa bazami
odpowiednio V, W nad K, to {v; ® w;}ier, jes jest baza A ® B nad K,

2. Niech A, B beda algebrami nad K. Wéwczas A Qg B jest takze K - algebra z nastepu-
jacym mnozeniem:
(a1 ®b1)(az ® ba) = (araz @ b1bs).

Lemat 2.
K[G x H] ~ K[G] @k K[H].

Dowdd. Zacznijmy od oczywistej uwagi:

Uwaga. Niech E bedzie K - algebrg oraz niech 7 : G — U(E) bedzie homomorfizmem miedzy
grupg G a grupg elementéw odwracalnych® algebry E. Wéwczas T rozszerza sie do homomor-
fizmu K - algebr 7 : K[G] — E danego wzorem:

T (Z ax:c) = Z a,7(x).

Przeksztalcenie T jest dobrze okreslone, w sposéb oczywisty K - liniowe. Stad i z tego, ze
7(zy) = 7(x)7(y) wynika takze multiplikatywnosé 7. Z faktu tego bedziemy niejednokrotnie
korzystaé¢. Sprawdzmy jak przydaje sie on do dowodu lematu. Z definicji mnozenia tensoro-
wego w K[G]| @k K[H] kazdy element bazowy tej algebry jest odwracalny. Przeksztalcenie
7: G x H — K[G] @ K[H] postaci 7(g,h) = g ® h jest wigc niewatpliwie homomorfizmem
w grupe elementéw odwracalnych. Mozemy je zatem liniowo rozszerzy¢ do homomorfizmu K
- algebr 7 : K[G x H| — K|[G] ®x K[H]. Przeprowadza ono baze¢ jednej przestrzeni na baze
drugiej, jest to wiec izomorfizm. O

4Algebra traktowana jest tu jako pierscien z 1, a element odwracalny a € F to taki, dla ktérego istnieje
b € F speliajacy warunek: ab = 1.



Do dalszych rozwazan konieczne jest ustalenie relacji pomiedzy algebrami grupowymi
grupy G i jej podgrupy H (nad danym cialem). Wprowadzmy dwie dodatkowe definicje:

Definicja 4 (Nosnik). Niech a = > azz € K[G]|. Wéwczas nosnikiem elementu o, ozn.
Supp(a), okreslamy nastepujacy zbior: Supp(a) = {x € G |a, # 0}.

Definicja 5 (Lewy i prawy transwersal®). Niech H bedzie podgrupg grupy G. Przez lewy
transwersal okreslamy dowolny pelen ukiad reprezentantow warstw lewostronnych H w G.
Analogicznie okre$lamy prawy transwersal.

Prawdziwy jest nastepujacy fakt:

Lemat 3. K[G] jest wolnym prawym K[H| - modulem, gdzie baze stanowi lewy transwersal
H w G. Podobnie, K[G| jest wolnym lewym - K[H] modulem, gdzie baze stanowi prawy
transwersal H w G.

Dowdd. Udowodnimy pierwsza czesé tezy. Dowdd drugiej czedci jest analogiczny. Niech Y
bedzie lewym transwersalem. Chcemy pokazaé, ze:

[G:H]
K[G] = @ wK[H], y; €Y.
=1

Wykazmy po pierwsze, ze elementy y; rozpinaja K[G]. Niech a € K[G]. Poniewaz Supp(«)
jest skonczony, zawarty jest w jedynie skonczenie wielu lewych warstwach H w G, powiedzmy
yH,yoH, ...,y H,gdziey; € Y1 =1,2,3,...n. Mozemy wiegc zapisa¢ o« = a1 +ao+. ..+,
gdzie «a; jest czedciowa suma tych a,x, dla ktérych =z € y; H. Skoro = € y; H = y[lx € H, to
piszac:

n
a=> yiy; ')
i=1

dostajemy pierwsza czes¢ dowodu, bowiem ;- Lo € K[H]. Aby pokazaé, ze uzyskana suma
jest suma prosta rozwazmy znowu o« = Y ya,, gdzie y € Y, a, € K[H]. Niech yo € Y.
Woéwezas Lo = Y Yo 1yay. Element g, ly € H & y = yo. Zatem przy naturalnej projekcjic
7 : K[G] — K[H] danej wzorem:

- (Z aws) - Y

zeG zeH

Zatem mgy (yala) = oy, Rozklad a zalezy wiec tylko od postaci 7y, ta za$ jest jednoznaczna.
O

Udowodniony fakt ma podstawowe znaczenie w teorii reprezentacji grup. My pokazemy jak
mozna przy jego pomocy dostaé¢ zwiazek pomiedzy algebra grupowa K[G], a algebra K[G/H],
gdzie H jest podgrupa normalna G. Uzyjemy w tym celu takze uwagi z dowodu lematu 2.
WeZmy naturalny homomorfizm G — G/H. Jest on jednocze$nie homomorfizmem grupy G w
grupe elementéw odwracalnych K[G/H|. Zgodnie ze wspomniana uwaga, przedtuza sie on do
K - homomorfizmu algebr grupowych pg : K[G] — K[G/H]. Przyjmujac, ze © € G przechodzi
na T € G/H, homomorfizm py ma postac:

pH (Z axx) = Z Q4 T.

®Nasladujemy tu terminologie¢ okreslona w [Pas77].
®Nie jest to homomorfizm algebr. Mozna pokazaé, ze jest to przeksztatcenie K[H] - liniowe.
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Interesuje nas jadro tego przeksztalcenia. Zacznijmy od trywialnego przypadku: H = G.
Jadrem pg jest wowcezas zbidr:

wKIG) = {Y aur| Y ar =0},

nazywany idealem augumentacji algebry K|G|. Przy jego pomocy mozna opisaé jadro w
ogdlnej sytuacji:

Lemat 4. Niech H <G. Wowczas w(K[H]) - K[G] jest jadrem pp.

Dowdd. Niech X bedzie prawym transwersalem H w G. Bierzemy dowolne a € K[G]. Zgodnie
z lematem 3, mozemy rozlozy¢ a na sume Y a,z, traktujac K[G] jako lewy K[H] - modul.
Korzystajac z tego, ze pg to homomorfizm K - algebr mamy:

pr(a) =Y pulaz)pn(x).

Jest jasne, ze skoro a, € K[H], to pg(a,) € K. Co wiecej z definicji zbioru X wiemy,
ze obrazy pp(z) stanowia baze K[G/H]. Zatem pg(«) jest kombinacja liniowa wektoréw
niezaleznych, zatem « € ker(py) < pg(ay) =0,z € X. Wiemy, ze pg przeksztalca wszystkie
elementy grupy H na jedynke algebry grupowej K[G/H]. Oznacza to, ze w pg (o, ) wszystkie
wspolezynniki stoja przy jedynce. Skoro jednak mamy dostaé 0 oznacza to, ze a, € w(K[H]).
Przechodzac do ogdélnej postaci pg widzimy, ze jego jadro ma postac:

ker(pm) = @ w(K[H])z = w(K[H]) - K[G]. (1.1)
zeX

O]

Jest jasne, ze py jest epimorfizmem. Zatem jako wniosek z lematu 3. i twierdzenia o
izomorfizmie algebr dostajemy:

K[G/(w(K[H]) - K|G]) ~ K[G/H]. (1.2)

Jestesmy juz prawie gotowi do dowodu kluczowego twierdzenia cze$ci wprowadzajace]j.
Whprowadzmy wpierw potrzebne nam definicje:

Definicja 6 (Idempotent). Element o € K[G] nazywamy idempotentem jezeli o = a.

Definicja 7 (Centrum). Niech G bedzie grupe (K[G| - algebrq grupowq). Centrum grupy
(algebry grupowej), oznaczane przez Z(G) (Z(K[G])), to nastepujacy zbidr:

{9 € G|gh=hg, he G} (analogicznie dla algebry grupowej).
Element nalezgey do centrum nazywamy centralnym.

Definicja 8 (Suma podgrupy). Niech H bedzie pogrupg G. Przez sume H w K|G], ozn. H,

rozumiemy element Y. h € K[G].
heH

Odnotujmy w tym miejscu, ze prawdziwa jest nastepujaca réwnosé:
{a €K[G]|H - =0} = w(K[H]) - K[G]. (1.3)

Sprawdzenie jej prawdziwosci jest identyczne z dowodem lematu 4. i formuly (1.1).
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Twierdzenie 1. Jezeli H < G oraz |H| # 0 w K, wéwczas:
Loe=qp H e Z(K|G)),
2. e jest idempotentem w K[G],
3. eK[G] ~ K[G/H].

Dowdd. Sprawdzmy najpierw, ze dla kazdego o € K[G] mamy « - e = e - a. Wystarczy, ze
pokazemy todlae = g, g € G. Zauwazmy, ze gﬁ jest suma wszystkich elementéw warstwy gH
podgrupy H w G. Podobnie H g jest sumg wszystkich elementéw warstwy Hg. Skoro H jest
normalna w G, to gH = Hg, dla kazdego g € G. W szczegdlnosci réwne sa sumy elementow
tych warstw w K[G]. Mnozenie przez ‘—}” nie wyprowadza nas z K[G], zatem e € Z(K[H]).

Do dowodu punktu 2. wystarczy zauwazy¢, ze element e — 1¢ € w(K[H]) - K[G]. Istotnie,
e —e= ﬁf](e — 1¢). Na mocy formuly (1.3) wystarczy sprawdzié, ze e — 1g € ker(pm).
Mamy:

1
pule —1g) = H > ru(h) = pu(le) = H [H] 1o/m — 1o/m = 0.
[H] 2, ]

Aby pokazaé, ze eK[G] ~ K[G/H], rozwazmy przeksztalcenie: f. : K[G] — eK|[G], za-
dane na wektorach bazowych z G wzorem: f.(g) = eg. Jest to, rzecz jasna, epimorfizm K -
algebr. Jego jadrem jest na mocy (1.3) ideal w(K[H]) - K[G]. Korzystajac wiec z (1.2) oraz z
twierdzenia o izomorfizmie otrzymujemy:

eK[G] ~ K[G]/(w(K[H]) - K[G]) ~ K[G/H]. (1.4)

O]

12



Rozdziat 2

Pary nieizomorficznych grup

2.1. Konstrukcja grup

Na poczatku calej konstrukcji szukamy par liczb pierwszych (p,q) takich, ze ¢ = 1mod p.
Uzasadnijmy kroétko, ze istnieje nieskoniczenie wiele takich par. Wezmy dowolng liczbe pierw-
sza p i skonstruujmy ciag arytmetyczny ap = (p? + 1) + kp?, k € N. Wyraz poczatkowy
oraz réznica tego ciagu sa wzglednie pierwsze, zatem z twierdzenia Dirichleta istnieje w nim
nieskonczenie wiele liczb pierwszych. Ustalmy pewna taka pare (p, q).

Do konstrukeji potrzebujemy czterech grup; jednej rzedu p, jednej rzedu p? i dwéch rze-
du ¢3. Stosowne definicje przedstawiaja sie nastepujaco:

(u1) =~ Zy,

<UQ> ~ ZPQ 5

Q1 = (z1,y1,21 2] =i = 2] = L[z, 3] = 21, [x1, 21] = 1, [y1, 21] = 1),

Q2 = (x2,y2, 22 |25 = 25 = 1,43 = 20, [w2,y2] = 22,2, 22] = 1, [y2, 22] = 1).

O ile struktura pierwszych dwéch grup jest zupelnie przejrzysta, o tyle grupy Q;,i =
1,2 wygladaja na bardziej skomplikowane. Jest jasne, ze sa one nieprzemienne. Latwo takze
zobaczy¢, ze (y;, z;) < @Q;. Istotnie, sa to jadra homomorfizméw Q; — (x;), ktére generatory
i, zi przeprowadzaja na jedynki, za$ z; przeprowadzaja na nie same. Wobec faktu, ze |(z;)| sa
pierwsze, otrzymujemy: (z;) N (y;, z;) = 1g,. Widzimy wiec, ze Q; sa produktami pétprostymi.
Zgodnie z dostepnymi prezentacjami potrafimy dokladnie okresli¢ dzialanie ¢; grup (z;) na
<y’i7 Zi>: L

0i(2i)(yi) = wiyiz; = 2y,
gbz(:c,)(zz) = xizixi_l = Zi.

Ostatecznie wiec, zgodnie z poczynionymi na poczatku pracy uwagami na temat produk-
téw polprostych, opis grup Q; wyglada nastepujaco:

Ql ~ Z(21 Ny Zq,

Qo = Zg2 Xy, Ly

Znajac strukture podstawowych cegietek mozemy zabraé sie do konstruowania szukanych
grup. Sprawdzimy, ze maja sens nastepujace produkty pélproste: Q;(u;), ,j = 1,2. Wyjdz-
my od zewnetrznej definicji produktu pdéiprostego. Potrzebujemy w niej jedynie okreslenia
dzialania grup (u;) na Q;. Do tego potrzebowaé bedziemy pewnych teorioliczbowych uwag.
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Chcemy pokazad, ze istnieje liczba naturalna n # 1, spelniajaca nastepujace kongruencje:
n # 1modq?®, nP =1modqg>.

Réwnowaznie mozna powiedzie¢, ze szukamy nietrywialnego elementu grupy U(Zg), ktéry
ma rzad p. Rzad grupy U(Z,2) wynosi q(q — 1). Wiemy, ze ¢ = 1 modp?, zatem p|q — 1. Na
mocy twierdzenia Cauchy’ego istnieje w tej grupie element rzedu p. Zatem szukane n istnieje.
Zauwazmy jeszcze, ze n # 1modq. Wiemy, ze ¢ |[n? —1 = (n — 1)(nP~L +nP2 + ... + 1),
zatem skoro n # 1modq?, to q|nP~t +nP~2 4+ ... + 1. Gdyby n = 1modq, dostaliby$my
nastepujaca niedorzeczno$cé:

PP 24 41=141414...41=pmodq=p=0modq.

Lemat 5. Niech k bedzie ustalong liczbg calkowitq takg, ze 1 < k < p. Nastepujgce dwa
przeksztalcenia: oj : Qj — Q; j = 1,2:
k k
oj(z;) = x5, 0j(y;) =yj , 0j(z5) =z
sq automorfizmami rzedu p.

Dowdd. Skorzystajmy z lematu 1.1. Niech o;- beda obcigciami o; do podgrup abelowych
(yj, zj). Potrzeba nam, by byly to automorfizmy. Sprawdzmy multiplikatywnos¢:

(0 ) W 2]) = o e ) =

k(n1+n2)z k(m1+m2) _

J J
nk
= W) W) = 0 oy ).

Skoro |{y 2} = ¢ to:
y;'z" € ker(o ) e nin® = 0mod ¢2, non® = 0mod ¢°.

Korzystamy z tego, ze n? = 1 mod ¢> = n # 0mod q i mamy: ¢* | n; oraz ¢ | ny. Zatem:

ni mi

Ytz € ker(o]) &yt = 1.

ny\ 4
yntzy't € ker(oh) < yylzg't = <22q2> =1

Pozostaje pokazac, ze 0; sg epimorfizmami. Wystarczy, ze umiemy dostaé¢ za ich pomocg kaz-
dy element podgrup (y;), (zj). Checac otrzymac element z" wystarczy rozwigza¢ kongruencje

n® = mmod q i wziaé a( ). Analoglcznle postepujemy dla y7*. Chceac dostaé yy* rozwiazuje-

k= mmodq SJedlizn® = Ng®4+m, to o2 (y3) = y%””k = zévqyg‘ = yy'. Wie-

my wigc, ze o7 to automorfizmy. Abelowos¢ grup (y;, z;) gwarantuje nam, ze 0’0 ¢; = ¢;007%,
gdzie ¢; to okreslone wyzej dziatania (z;) na (y;, z;). Zgodnie wiec z lematem 1.1, 0;- rozsze-
rzaja si¢ do automorfizméw catych @);, poprzez

a’(ab) = o'(a)b, a € (y;,2;),b € (x;).

oj(zj) =x; = 07- = 0. Pokazalidmy, ze 0; sa automorfizmami. Dla ustalonego k zdefiniujmy

my kongruencje zn

fik = 0j, oraz fjo = Idg;. Wobec kongruencji n” = 1mod ¢?, tatwo widzieé, ze fikr © fiks =
fiks» gdzie k3 = ki + ky mod p, jak réwniez (f1)P = fo. Zatem zbiér {fj; |0 < k < p} wraz ze
skladaniem przeksztalcen jest grupa cykliczng rzedu p. Stad kazdy automorfizm o; ma rzad
p- O
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Mozemy juz zdefiniowaé dziatania grup (u;) na Q;. Niech uf € (u;), przy czym k =
k' mod p. Wéwcezas okre$lamy nastepujace przeksztalcenia: o5 : (u;) — Aut(Q;):
k k K k K’
oii(ui )(x5) = xj, 0ij(u ) (y5) = yi 5 0ii(ui)(z5) = 2] .
Powyzszy lemat gwarantuje nam, Ze o;; sa dobrze okreslonymi dziataniami grup (u;). Spel-
niliSmy zatem wszystkie wymogi definicji zewnetrznego produktu potprostego. Ma wiec sens
rozwazanie nastepujacych grup:

Qj Aoz <u1>v i, =12

Niech teraz:

—(k k —k
aij(ui ) () = x5 = wiwju; ", (2.1a)
(2 k K [
o (i) (yj) =y = uiyu; (2.1b)
—— (. k K k. —k
aij(ui ) (2j) = ;L = U Z;u,; . (2.1c)

Zgodnie z uwagami na temat produktéw pdtprostych, poczynionymi na poczatku pracy,
dostaliémy w ten sposdb wewnetrzne produkty potproste grup. Maja miejsce nastepujace
izomorfizmy:

Qj Ngij <uz> ~ Qj NJT]. (u]> ~ Qj<ui), i,j = 1,2.
DoszliSmy w ten sposdb do najwazniejszej definicji w tej pracy:
Definicja 9. Niech p,q - liczby pierwsze spetniajgce kongruencije: ¢ = 1modp?, oraz niech
Qj(wi), 1,5 =1,2 - grupy okreslone wyzej. Wowczas definiujemy:
G(p,q) = Q1(u1) X Q2(us2),

H(p,q) = Qi{u2) x Qa2(u1).

To wlasnie grupy G(p,q), H(p, q) sa kontrprzyktadami do problemu izomorfizmu, w tej
odmianie, ktéra od poczatku rozwazamy. Ich wlasnosciom poswiecamy pozostata czesé pracy.
Zaczniemy od dowodu, ze nie sg one izomorficzne.

2.2. G(p,q) £ H(p,q)

Zakladamy, Ze p, q sa ustalone i dwie rozwazane grupy oznaczamy dalej przez G, H. Chcemy
policzy¢ ich komutanty G’, H'. Przypomnijmy w postaci uwagi dwie wazne dla nas wlasnosci
tych podgrup:
Uwaga. Niech X - grupa. Woéwczas:

1. Jezeli X1 < X, to X/ X, jest abelowa & X' C X,

2. Jezeli X = X1 x Xy jest produktem prostym, to X' = X| x X}.

Jest jasne, ze wystarczy nam policzy¢ (Q;(u;))’. Rozwazmy homomorfizmy f;; : Q;(u;) —
(@) (ui), postaci:

fij(uwi) = iy fij(wg) = x5, fij(y;) = 1, fij(z5) = 1.

Ich jadrami, a wiec podgrupami normalnymi w Q;(u;) sa oczywiscie (y;, z;). Ilorazy: (z;)(u;)
— sg grupami abelowymi (z 2.1a mamy: z; = ujaf:ju;l). Zauwazmy, ze szukane komutanty sa
nie tylko zawarte, ale réwne (y;, z;). Istotnie z definicji Q;: [x},y;] = zj = (2;) C (Q;(wi))’,
zas z 2.1b: [y;,u;] = y]nfl = (y;) C (Qj{us)).
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Komutanty grup G, H maja zatem te sama postaé: (y1,z1) X (y2, 20)!. Latwo zobaczy¢,
ze (G")9 = (H")1, tj. podgrupa, zlozona z elementéw komutantéw podniesionych do potegi g,
ma postaé ((1,z2)). Poczyniwszy te uwagi wstepne, jestesmy gotowi do wlasciwego dowodu.

Dowéd nieizomorficznosci G, H:

Zalézmy wbrew tezie, ze G ~ H. Zatem izomorficzne sa tez centralizatory Cg(x) ~
Cy(z), gdzie x jest generatorem grupy cyklicznej (G')? = (H')?. Tymczasem:

1. Ca((1, z2)) = Q1(u1) X Q2. Istotnie, centralizatorem jedynki jest cata grupa, stad pierw-
szy czynnik. Drugi za$ bierze sie stad, ze zo jest centralny w (o, ale na mocy 2.1c nie
jest przemienny z us.

2. Cp((1, 22)) = Q1(u2) x Qa(u). Pierwszy czynnik nie budzi watpliwosci, podobnie jak
w punkcie 1. Drugi czynnik to Q2(u}), poniewaz po pierwsze: 2o jest centralny w Qo,
po drugie: z 2.1c obliczamy:

k- ko
WzpuiFyl =120 2t =1 nf =1mod¢® & k =p.

Te centralizatory nie sa jednak grupami izomorficznymi! Spéjrzmy na ich p - podgrupy
Sylowa. Pierwsza z nich jest izomorficzna z (u1) ~ Z,2, a wigc jest grupg cykliczng. Druga zas
jest izomorficzna z (ug) x (u}) ~ (Z,)?, a wigc nie jest grupa cykliczna. Uzyskana sprzeczno$é

dowodzi, ze G # H.

1 Zauwazmy, ze komutant jest w tym przypadku grupa abelowa. Pokazuje to, ze grupy Dade sa rozwigzalne
stopnia 2, lub inaczej metabelowe.
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Rozdziat 3

K[G] ~ K[H]

Celem tego rozdziatu jest udowodnienie nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie (Dade 1970). Niech K bedzie dowolnym cialem. Wéwczas ma miejsce izomor-
fizm algebr grupowych: K[G(p, q)] ~ K[H (p, q)].

Przed rozpoczeciem dowodu warto zwréci¢é uwage na delikatnosé, jaka zawiera w sobie
teza. Mamy tu na mysli dowolnos¢ rozwazanego ciata. Mozna zadaé¢ pytanie: czy w ogole
istnieje cho¢ jedno takie cialo K, ze algebra grupowa K[A] jest izomorficzna z K[B], gdzie A #
B? Oto6z tak! Wezmy np. ciato algebraicznie domkniete K charakterystyki 0 i skonczong grupe
abelowa A. Na mocy tw. Maschke algebra grupowa K[A] jest pélprostal. Co wiecej, patrzac
na algebre grupows jak na reprezentacje regularna?® grupy G wiemy, ze rozklad na skladniki
proste jest po prostu rozkladem na reprezentacje nieprzywiedlne. Ilo$é nieizomorficznych klas
reprezentacji nieprzywiedlnych grupy skonczonej G rowna jest ilosci klas sprzezonosci w tej
grupie.® Stad dostajemy rozktad nie tylko na liniowe podprzestrzenie proste, ale na algebry
proste:

K[Gl~KaoKa...a K.

|G|

Biorac zatem dwie nieizomorficzne skonczone grupy abelowe tego samego rzedu, dostaniemy
izomorficzne algebry grupowe nad K. Pytanie: dla jakich klas grup i jakich cial K izomorfizm
algebr grupowych pozwala identyfikowaé jednoznacznie grupy z danej klasy jest do dzi$ przed-
miotem intensywnych badan i Zzrédlem wielu otwartych probleméw. Dotkniemy tej tematyki
w nastepnym rozdziale, zastanawiajac si¢ nad minimalno$cig kontrprzyktadu podanego przez
Dade. Powyzsze twierdzenie dostarcza za$ odpowiedzi jedynie na jedno z najbardziej zasad-
niczych pytan tej problematyki.

Podobnie jak w rozdziale 2. rozwazane grupy oznaczaé bedziemy przez G, H pamietajac
o ustalonej parze liczb pierwszych (p, q), spelniajacej odpowiednia kongruencje. Dowéd po-
dzielimy na dwie zasadnicze czesci, pokazujac izomorfizm algebr grupowych osobno dla cial
charakterystyki ¢, osobno zas dla cial o charakterystyce réznej od q. Zaczniemy od pokazania
pewnych wlasno$ci tych grup, potrzebnych we wlasciwym dowodzie:

!Mozna ja przedstawié jako sume prosta algebr prostych tj. takich, ktére nie maja wlasciwych ideatéw
obustronnych.

2Doktadnie rzecz biorac reprezentacja regularna grupy skonczonej G to homomorfizm p : G — GLg (K),
przeprowadzajacy element g € G na macierz py automorfizmu przestrzeni liniowej K‘Gl, ktory wektory bazowe
es,x € G przeprowadza na eg;,x € G. Zwykle, gdy nie ma obawy o kolizje oznaczen, przez reprezentacje
regularng rozumiemy sama przestrzen K/¢! wyposazona w strukture lewego K[G] - modulu przez liniowe
rozszerzenie p. Jest jasne, ze ta przestrzen to po prostu K[G] traktowana jako lewy modul nad soba.

3Potrzebne fakty mozna znalezé np. w rozdziatach 2. i 3. ksiazki Serre [Ser88].
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Lemat 1. G/(uf) ~ H/(uf).

Dowdd. Rozwazamy homomorfizmy f1 : G — G, fo : H — H, spelniajace warunki:

filgy =1d,  fi(u, 1) = (uf, 1)

1 f1|Q2<U2> = Id,
f2‘Q2 = Id: f2(17u1) (LuzlJ

)y f2loi ey = Id.

Skoro (u1) jest grupa rzedu p?, to obydwa te homomorfizmy przeprowadzaja na 1 dokladnie
te elementy grupy (u;), ktére maja rzad p. Jest ich oczywidcie p? — p. Zatem f;((u1)) =
(ug), i = 1,2. Jadra obydwu tych przeksztalcen sa zatem izomorficzne z (u}). Obrazy za$

maja jednakowa w obydwu przypadkach postaé: Qq(uz2) x Q2(us). O
Lemat 2.

Q1(u1)/(z1) = Q2(u1)/(22)

Q1{uz)/(z1) ~ Qa2(u2)/(22)
Dowéd. Wynika to natychmiast z tego, ze Q;/(z;j) ~ Zg, j=1,2. O

3.1. Ciala charakterystyki q

Zauwazmy, ze grupa K* zawiera element rzedu p?. Istotnie, K zawiera q - elementowe ciato
proste [y, ktérego grupa multiplikatywna ma rzad ¢ — 1. Zalozenie ¢ = 1 mod p? pozwala nam
stwierdzié, ze p? jest dzielnikiem |IE“;| Grupa [} jest skoficzona i cykliczna, a to oznacza juz,
ze musi zawieraé¢ element rzedu p?. Mamy wlozenie Fy w K, zatem i K* zawiera przynajmniej
jeden element rzedu p?. Nazwijmy go e. Spelnia on réwnogé:

T+eP+ e 4. PP =g

Jest jasne, ze skoro p # ¢, to klasa elementu p € Z nalezy do Fy, a wigc i do K*. Nie
bedzie budzilo watpliwosci oznaczanie klasy jej odwrotnosci przez 1/p. PrzejdZzmy do algebry
grupowej K[G]. Rozwazmy w niej nastepujace elementy:

1= A
er=— (Ful), k=1,2,...,p—1.
j=0

Chcemy pokazaé, ze erej, = 0, - ek Inaczej méwigc, wskazane elementy sg ortogonalnymi
do siebie idempotentami algebry K[G]. Zauwazmy, ze przy dowolnym s € {1,2,...,p— 1}:

1 pt+s—1 . 1 p—1 ‘
(e = 3 (@R = 1S (hud)] = .
Podobnie wyliczamy, ze dla r,s € {1,2,...,p — 1} mamy (e!"u})%e; = Pr=k)s . o) Zatem:

%(1+1+...+1)-ek:ek, dla r = k,
| ——

17
67”6k — _ Z ep(T—k)S . ek = p—l p
Y 2t %zePS-ek:O-ekZO, dla r # k.
s=0
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Zauwazmy dalej, ze:

p—1 p—1 p—1 )
Yo=Y (% - z<ew>’“> W= 10 0 0
k=0 7=0 k=0

Wiemy wigc, ze rozwazane elementy tworza tzw. rozklad ortogonalny jedynki. Latwo tez
zauwazy¢, ze skoro u} jest centralny w G, to e sa centralne w K[G]. Stad K[G] rozpada si¢
na nastepujaca sume prosta pierdcieni:

K[G] ~ Ié erK[G].
k=0

p—1 p—1
Istotnie, kazdy element z € K[G] mozna zapisa¢ jako x = 1 -z = (Z ek> T =) e-x

k=0 k=0
Suma za$ jest prosta, bo e,er = 6,1, - ex.

Lemat 3. Dia k € {1,2,...,p — 1} mamy K - izomorfizm:
eoK[G] ~ exK[G] ~ K[G/(ul)]. (3.1)

Dowdd. Dla dowodu izomorfizmu egK[G] ~ e;K[G] zauwazmy, ze podgrupa postaci (Q1, Q2, u2)
jest normalna w G. Istnieje zatem naturalny homomorfizm ilorazowy 7 : G — (u1). Okresla-
my homomorfizmy A\ : G = (u;) — K*, w nastepujacy sposob: A\ (u1) = €*. Rozwazamy za$
przeksztalcenia A : K[G] — K[G] dane wzorami:

Ak (Z axx) = Z%Ak(az)x.

Jest jasne, ze A\, sa K - automorfizmami. Bijektywnoéé nie pozostawia zadnych watpliwoéci.
Podobnie K - liniowos¢. Warunek homomorfizmu wystarczy zatem sprawdzi¢ na elementach
grupy G: Ag(zy) = Mp(zy)zy = A(2)z A (y)y = Me(2)Ae(y), @,y € G. Zauwazmy, Ze:

1 p—1 . i 1 p—1 ) )
Ak(eo) = — Z M (Wl = e, = = Z PIRyT = ..

Stad eoK[G] ~ exK[G]. Aby udowodnié, ze: egK[G] ~ K[G/(u})] wystarczy zauwazyé, ze
—

€0 = by

(uf) 1 skorzysta¢ z twierdzenia 1.2.1 i formuty (1.4). O
Wykazalismy zatem, ze:

K[G] ~x K[G/{ul)] @ K[G/(u])] @ ... © K[G/(uf)].

p

Cale powyzsze rozumowanie, tacznie z tezg lematu 3., jest identyczne takze dla grupy H.

K[H] ~g K[H/(u1)] © K[H/(u])] © ... ® K[H/(u])].

P

Wobec lematu 1. G/(u}) ~ H/(u}), zatem mamy K - izomorfizm pierscieni K|G| ~ K[H], a
wiec izomorfizm algebr grupowych.
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3.2. Ciala charakterystyki # q

Zgodnie z zauwazonymi w rozdziale wprowadzajacym zwiazkami pomiedzy algebrami grupo-
wymi a produktami tensorowymi, mozemy napisac:
K[G] ~ K[Q1(u1)] ®x K[Q2(u2)], (3.2a)
K[H] ~ K[Q2(u1)] ®x K[Q1(u2)]. (3.2b)

Teza bedzie udowodniona, jesli pokazemy nastepujace izomorfizmy:
K[Q1(ui)] ~ K[Qa(ui)], i=1,2. (3.3)

Pokazemy, ze w istocie cata trudnosé¢ dowodu lezy w pokazaniu izomorficznosci jeszcze skrom-
niejszych struktur. Do tego jednak potrzeba nam skorzystaé z zalozenia o charakterystyce
ciala K. Uzyjmy twierdzenia 1.2.1. Role podgrup normalnych w Q;(u;), 4,7 = 1,2, kté-
rych rzedy nie sa zerami w K, odgrywaja q - elementowe grupy (z;) < Q;(u;). Elementy
ej = Kz—lm(z/]\) sa wiec centralnymi idempotentami algebr grupowych K[Q;(u;)]. Zauwazmy,
ze mozemy algebry te rozlozy¢ na sumy proste pierdcieni:

K[Qj(ui)] =~ e;K[Q;(uq)] & (1 — e;)K[Qj (ui)]-
Istotnie, jezeli z € e;K[Q;(ui)] N (1 — e;)K[Qj(ui)], to ejo = (1 —ej)z =0 = = = 0.
Korzystajac z kolejnej czesci twierdzenia 1.1 mamy: e;K[Q;(u;)] ~ K[Q;(ui)/(2;)]. Na mocy
lematu 2: Q1 {u;)/{zj) ~ Qa(u;)/{z;). ,Za darmo” zatem dostajemy izomorfizmy*:

e1K[Q1 (u;)] ~ eaK[Q2(u;)].

Ostatnia trudno$é¢ w dowodzie twierdzenia Dade, leze¢ bedzie zatem w wykazaniu, ze:
(1 = e)K[Q1{ug)] ~ (1 — e2) K[Qa(us)].

Czeka nas sporo zabiegdéw technicznych, powiedzmy zatem jaki przyswieca nam cel. Chcemy
pokazad, ze istniejg K - izomorfizmy pomiedzy (1—e;)K[Q;(u;)], a macierzami Mgy q(S;), gdzie
S1, 59 to w tym momencie blizej nieokredlone pierscienie. Teze sprowadzimy w ten sposéb do
wykazania, ze S ~ S9. Dla wiekszej przejrzystosci dzielimy pozostala cze$é¢ dowodu na trzy
bloki:

e 3.2.1 Uktady idempotentéw,
e 3.2.2 Myyq(S;),
e 3.2.3 Sl ~ SQ.

3.2.1. Uklady idempotentow

Podobnie jak w paragrafie 3.1 — takze i w tym do przeprowadzenia dowodu potrzebowaé
bedziemy dwoch dosé specyficznych ukladéw idempotentéw dajacych rozktad ortogonalny
jedynek pierscieni (1 — e;)K[Q;(u;)] (elementéw 1 — e;). Beda one jednak bardziej skompli-
kowane. Rozwazmy podgrupy (z;,z;) < Qj(u;). Dla k =0,1,...,q — 1, kladziemy:

—

1
Fik = rh (z525) € K[Qj(uq)].
Zapowiadane uklady ortogonalnych idempotentéw stanowi¢ beda elementy:

(1 —ej) fir € (1 — e;)K[Qj(us].

1S4 to oczywiicie K - izomorfizmy pierécieni, wynika to z dowodu tw. 1.2.1.
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Lemat 4. Prawdziwe sq nastepujgce réwnosci (k=0,1,2,...q—1).

—k k
yi - (=€) fiolyf = (1 —€5) fin, (3.4a)
0 dla k # s,
1—ej)fjr-(1—ej)fjs = 3.4b
( M- i) is {(1 —ej)fjk dlak=s, ( )
q—1
1—e; =Y (1—¢)fjn (3.4c)
k=0
Dowdéd. Formuly (3.4a) wynikaja z manipulacji réwnosciami [z;,y;] = z;. Korzystajac z
przemienno$ci elementéw y; oraz z;:
xjijj_lyj_l =2z; = yj_lxjijj_lyj_l = yj_lzj = zjyj_l =
yflgjjyj =xjz; = y]_kg(;]yéc = yJ_ k+1 :Ejyf IZJ =...= .I]Z;C
Analogicznie pokazujemy réwnosci Y; kxsyf =z jk, s=1,2,...q — 1. Dodajac je stronami
do jedynek, dostajemy:
- 1 -1 _(qg—1k _
Ly b by ety = b et s R gk =

Idempotenty 1 — e; sa, podobnie jak e;, centralne w K[Q;(u;)]. Stad juz wynikaja wzory z
(3.4a).

Kolejna formula wynika prosto z (3.4a). Istotnie, korzystamy z tego, ze 1 — e; sa central-
nymi idempotentami, wiec:

(1—ej) fir-(1=e5) fis = (1=e5) fier s = (L—e5) (; " Fiouf) (wy® Frous) = (1—€;)y;° Fin—s- Fiou5-
Dla k = s wystarczy zauwazy¢, ze fjo = |<le>|<;3\> jest idempotentem.® Wtedy:

Fe == e;)y; " fioyh = (1—¢)) fn-
Gdy k — s = m # 0 widzimy, ze:

! -1 1)
ij'fij;(l—l—xj%--—l—x; )(1—1—%2 +,,.+x;¥ 2\ m):

J
1+ oz o+ R
Z]('qfl)m + z; + + $;1'712J('q72)m
_ (a2 (¢—1) -1 _(g=3)m _
= zjq oy szjq "oy + zjq ™=
z" + z;zj" + + w?fl
1 — — —
== (gM) -(xg) = € - — - ()
o J 7ty W

Zatem skoro (1 —ej)e; =0, to dla k # s istotnie:

(L—e)fie- (L —€)fis = (L= €;)y; *fin—s - fijoy; = (1 —¢€;) - ej - y; "1g - (x;)y; = 0.
Do dowodu pozostala formuta (3.4¢). Sprawdzamy ja bezposrednio:

q—1 q—1

> (e =(1-e) 5 S aiE) = (- - (14 e(@) - 1) = (1 -c,)

k=0 k=0

[un

Latwo to sprawdzié: fy =¢ >+ > (zF + x?"’l +... 4+ x;“q*l) =q¢%q A4z +... + x‘}fl) = fjo.
k=0

Q
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3.2.2. M,y(S,)

Skonstruowane w 3.2.1 uktady idempotentoéw pozwalajg na skorzystanie z faktu, ktoéry po
krétkim komentarzu uzasadnimy:

Lemat 5. Niech R bedzie pierscieniem z jedynkg i niech 1 = r1 + ro + ... 4+ rp bedzie
rozktadem jedynki na sume ortogonalnych idempotentéw R Niech G bedzie podgrupg R*, ktora
dziala przez sprzezenia na zbiorze E = {r1,ra,...,r,} poprzez tranzytywne permutowanie jego
elementow. Wowczas R ~ My xn(r1Rry).

Przettumaczmy to na nasze potrzeby. Pier§cien R to oczywiscie jeden z: (1 —e;)K[Q;(u;)].
Idempotenty to {(1 —e;)fjx |k =0,1,2,...q — 1}. Uwagi wymaga dobér grup G. Dla j =1
jest to ¢ - elementowa grupa (1 — eq)(y1). Jej elementy zgodnie z (3.4a) permutuja tranzy-
tywnie elementy E. Delikatno$¢ pojawia sie dla j = 2. W tym przypadku role G odgrywa q -
elementowa grupa (1 —e3)({y2)/(y4)) Skad to rozréznienie? Przede wszystkim potrzebujemy,
by G mialo rzad q, zas [(1 —e2){y2)| = ¢*>. Dlam = 0,1,...,¢*> — 1, klasy (1 —e2)[y5’] elemen-
tow (1 — e2)ys" grupy (1 — e2)(y2), dzialtaja na (1 —e;)fju, k=0,1,...,¢ — 1, tak samo jak
dzialaja elementy (1 — e2)ys, przy czym oczywiécie m = kmodq. Na mocy formuly (3.4a)
dziatanie to jest tranzytywne, a zatem spelnione sg zalozenia lematu 5.

Aby przystapi¢ do dowodu, potrzebujemy poczynié¢ pewne ogdlne spostrzezenie:

Uwaga. Niech R bedzie pierscieniem z 1, w ktorym istnieje podzbior E = {r;;|i,7 =1,2,...,n},
spelniajgcy warunki:

0 dlaj#a,

® Tl =
iytab rip  dla j = a.
e l=ri1+reo+...+ru,.

Wéwczas R ~ My xpn(r11Rr11).

Dowdd. Okreslamy odwzorowanie o : R — M« (r11Rr11) postaci:
o(s) = (rusrj1)ij=1 € Mpxn(ri1Rri1).

Jest ono dobrze okreflone, bo 71;571j1 = rll(rlisrjl)rn € r11Rr11. Jest to bijekcja. Istotnie,
dla dowolnego elementu s € R zachodzi rownosé:

n n n n n n
s=1-5-1= (Z 7"@','> S ZTjj = Z Zriisrjj = Z Zrli(rilsrjl)rlj,
i=1 j=1 i=1j=1 i=1j=1
zatem mozemy okreglié przeksztalcenie odwrotne: =1 : M, xn(r11 Rr11) — R, postaci:
n n
-1
o (i)} ) = DY ramirj.

i=1j=1

Pozostaje sprawdzié¢, ze jest to homomorfizm pierécieni. Zachowywanie dodawania nie bu-
dzi watpliwoéci. Wykazemy, ze o~ ! zachowuje mnozenie. Poniewaz mamy juz addytywnosé,
wystarczy sprawdzi¢ mnozenie na macierzach bazowych® Eij, Ey; € Mpxn(riiRerr) :

o N EijEx) = o (Bij)o ™ (Ew).

1, dlaa=1i,b=yj,

®Rozumiemy przez to macierze (E;;) ,—q = {
0, wpp.
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Mamy:
_ o Y(Ey), dla j =k rij, dlaj ==k
o (BB = {O,dlaj £k - o,J dlaj £k’

_ _ rii, dlaj==k
o N (Eij)o (Bu) =14 " ]. .
0, dlaj#k

W tej chwili mamy juz otwarta droge do wykazania lematu 5:
Dowdd. Okreslmy wiec dla kazdego ¢ = 1,2,...,n element g; € G, ze g;lrlgi = r; i potézmy
dlai,j=1,2,...,n:
rij = g; 195
Elementy te spelniaja zalozenia powyzszej uwagi. Istotnie, r;; = r;, wiec Y, 7 = 1. Jezeli
dalej j # a, to r; # rq, a wigc wobec ortogonalnosci: 77, = 0. Zatem dla j # a:

TijTab = 9{17“193' Cgatrigy = gi_lgﬂ“j 109, " gp = 0.

Na koniec, dla 7 = a mamy:
TijTab = TijTjb = 9[17“191'9]17“196 =g; 'rigy = b
Wobec 11 = r1, udowodniona wyzej uwaga zapewnia prawdziwos$¢ tezy lematu. O
Udowodnilismy zatem, ze dla 7,7 =1, 2:

(1 — ej)K[Q](qu ~ quq(Sj), gdzie Sj = (1 — ej)fjo . K[Q3<u,>] . (1 — ej)fjo.

3.2.3. Sl ~ 52

Zauwazmy, ze podgrupy H; = (xj,zj,u;) grup Q;(u;) maja w nich indeks ¢, za$ elementy
1,94, yJQ-, e y;?*l, tworzg prawy transwersal H; w Q;(u;). Na mocy lematu 1.2.3:

q—1

K[Q;(ui)] = P K[Q;(us)]y}-

k=0
Przypomnijmy sobie, zgodnie z formula (2.1a), ze element u; dziala trywialnie na elementach

podgrupy (z;). Jest on zatem przemienny z elementem fjo = % . <:1:/7> Stad (pamietajac, ze
(1 — e;) to centralne idempotenty):

q—1
S = (1= e;) fjo - K[Q;(w)] - (1 = ) 0 = €D (KIH,] - (1= ¢)) fro -y - (1= e;) fio).

k=0

Korzystajac z (3.4a) mamy jednak:

(1—ej)fio-yf-(L—ej)fio =1y y]k[(l —ei) fiolyl - (L—ej) fio =yF - (1 =€) fir - (1 —¢€;) fio-

Ostatnie wyrazenie jest jednak rowne 0 dla k # 0, a zatem z calej sumy prostej zostaje nam
tylko jeden sktadnik:

S = K[H;)(1 = ;) fjo-
To jest juz koniec dowodu, poniewaz (1 — e1)fio = (1 — e2) fao, zas grupy Hj oraz Hs sa w
oczywisty sposob izomorficzne.
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W ten sposéb zakonczyliSmy dowdd twierdzenia Dade w przypadku ciatl charakterysty-
ki réznej od q. Ostatecznie wiec skompletowalismy juz caly dowdd. Warto w tym miejscu
wspomnieé, ze grupy G(p, q), H(p, q) nie sa kontrprzyktadami dla ogélnego problemu izomor-
fizmu’, innymi stowy Z[G(p,q)] % Z[H(p,q)]. Jeszcze przed publikacja omawianego w tej
pracy twierdzenia w rozprawie doktorskiej A. Whitcomba [Whi68] pojawia sie nastepujacy
rezultat:

Twierdzenie (Whitcomb, 1968). JeZeli skoriczone grupy metabelowe G, H sq nieizomorficz-
ne, to ich pierscienie grupowe nad Z rowniez.

Juz w rozdziale 2. pokazalismy, ze komutanty grup Dade sg abelowe, stad nie mogg sta-
nowi¢ kontrprzyktadu do problemu izomorfizmu pierécieni grupowych nad Z.

"Sam Dade stwierdza to juz na poczatku swojego artykulu [Dad70], przytaczamy nizej uzyty przezen
argument.
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Rozdziat 4

Czy nie ma prostszych
kontrprzyktadéw?

Dowéd twierdzenia Dade to zreczna kombinacja metod algebraicznych i ,idealnie” dobrane
pary grup G(p,q), H(p, q). Fakt uzyskania kontrprzyktadu wydaje sie¢ nie dostarczaé zadnej
istotnie ogdlnej informacji na temat samego problemu. W wiekszoéci komentarzy pojawiaja-
cych sie w literaturze panuje dos¢ zgodny poglad oceniajacy wynik Dade jako ,zaskakujaco
prosty”. By¢ moze to wlasnie podejécie spowodowalo, ze juz od prawie 40 lat udoskonalanie
czy tez poszukiwanie innych drég do zrozumienia problemu izomorfizmu algebr grupowych
nad dowolnym ciatlem wlasciwie nie ma miejsca. W tym krétkim rozdziale zamykajacym
prace chcielibySmy wspomnieé o kilku ciekawych wynikach dotyczacych izomorfizméw algebr
grupowych nad konkretnymi ciatami. Pozwalajg one w pewien sposéb dostrzec na ile trudno
moze by¢ poprawi¢ omoéwione przez nas twierdzenie.

Mozna zadaé sobie pytanie: w jakim sensie uzyskany przez Dade kontrprzyklad jest ,,pro-
sty”? Na pewno zasadniczym kryterium do takich ocen byta metabelowos$é rozwazanych grup,
a wiec 2. stopien rozwiazalnoéci. Juz od 1950 roku wiadomo bylo, ze kontrprzykitad nie mo-
ze pochodzié¢ od grup abelowych. Pomimo bowiem uwag poczynionych dla tychze grup na
poczatku rozdziatu 3., prawdziwe jest nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie (Perris, Walker (1950)). Jezeli G, H sq skorniczonymi grupami abelowymi, wiw-
czas Q[G] ~ Q[H] = G ~ H.

Kryterium ,prostoty” nie jest raczej rzad uzyskanych grup. Najmniejsza para (p, q), spel-
niajaca kongruencje ¢ = 1 mod p? to (2, 5). Grupy G(2,5), H(2,5) maja rzad 125000 (ogdlniej,
grupa G(p,q) ma rzad p3¢%).

Mozna dalej zapytaé: skoro dowdd jest tak prosty, to gdzie lezata trudnosé w jego odna-
lezieniu? Problemem byly ciata charakterystyki dzielacej rzad ewentualnego kontrprzyktadu
i to wlasnie stalo sie gléwna przyczyng wprowadzenia kongruencji ¢ = 1 mod p? w konstruk-
cje, ktora przeprowadzalidémy. Dlaczego wlasnie ciata charakterystyki dzielacej rzad grupy?
Za przynajmniej czeSciowe wyjasnienie wystarcza nastepujace twierdzenie, uzyskane przez
Passmana na kilka lat przed wynikiem Dade:

Twierdzenie (Passman (1965)). Niech G, H beda grupami skoriczonymi. Zalézmy, ze Q[G] ~
Q[H]. Wowczas dla wszystkich cial K, ktorych charakterystyka nie dzieli liczby |G| = |H|
zachodzi izomorfizm K[G] ~ K[H].
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Wreszcie, ostatnie pytanie jakie warto zadaé¢ brzmi: czy istnieja kontrprzyktady nizszego
(niz 125000) rzedu? Nie znamy odpowiedzi na to pytanie. Warto jednak wspomnieé na koniec
o kilku interesujacych rezultatach dotyczacych tej materii.

e grupy abelowe

Wiemy, ze grupy abelowe nie sa kontrprzyktadem do problemu izomorfizmu, z powodu
twierdzenia Perrisa - Walkera. Pozwala nam to odrzuci¢ z rozwazan wszystkie grupy
rzedu p, gdzie p jest liczbg pierwsza. Przy pomocy komputera mozna sprawdzié, ze jest
to ok. 1/10 wszystkich mozliwych przypadkéow.

® D - grupy

Twierdzenie (Passman (1965)). Jezeli dla ustalonego p - pierwszego rozwazymy p -
grupy G, H, dla ktérych |G| = |H| < p* oraz cialo K charakterystyki p, to K[G] ~
K[H] = G~ H.

Powyzsze twierdzenie zostato w latach 80. i 90. poprawione tak, ze dotaczono do niego
grupy rzedu p® (wyniki Kovacsa i Newmana z ok. 1989 r. oraz Salima i Sandberga w
1996 r.). Latwo widzieé, ze wyniki te pozwalaja nam wykluczyé z rozwazan wszystkie
p - grupy przy p > 11, poniewaz dla nich p° > 125000. Dodatkowo wiemy (wyniki
komputerowe Wursthorna z 1994 i 1997 roku, pézniej zas dowoéd Hertwecka i Soriano z
2005), ze twierdzenie to jest prawdziwe dla 2 - grup rzedu nie wiekszego niz 27.

e grupy rzedu 2p, 4p, 8p — dla p pierwszego, nieparzystego

Twierdzenie (Sirajul (1975)). Niech p bedzie liczbg pierwszq nieparzystq. Wowczas
dowolne dwie nieizomorficzne grupy rzedu 8p majg nieizomorficzne algebry grupowe
nad pewnym ciatem algebraicznie domknietym charakterystyki 2.

Twierdzenie to mozna znalezé¢ w [Sir75]. Znajdziemy tam réwniez proste wyjasnienie
analogicznego faktu dla grup rzedu 2p i 4p. Jezeli chodzi o przypadek 4p, mozna po-
wiedzie¢ nawet wiecej. W 1970 roku Jeyakumar udowodnil w [Jey70] nastepujace:

Twierdzenie (Jeyakumar (1970)). Dla nieizomorficznych grup dihedralnych lub dicy-
klycznych G, H rzedu 4p, gdzie p = q", q - pierwsze, r € N, istnieje cialo K algebraicznie
domkniete charakterystyki 2 takie, ze K|G] # K[H].

Najnowsze wyniki pochodzg, jak widaé, od grupy zagadnien zwigzanych z p - grupami.
Nie jest to przypadek. Do dzi§ nierozwiazany jest tzw. modularny problem izomorfizmu:
czy skonczone nieizomorficzne p - grupy G, H maja nieizomorficzne algebry grupowe
nad cialem Z,? Zagadnienie to jest przedmiotem intensywnych badan prowadzonych
wspolczesnie wladciwie na caltym Swiecie. Zaangazowani sa w nie takze polscy matema-
tycy na czele z dr Czestawem Baginskim z Bialegostoku. Wazna role w tych badaniach
odgrywaja takze metody komputerowe (w ramach GAP). Istnieje szereg ogdlnej natu-
ry rezultatéw, ktére uzyskano w ciagu przeszio 50 lat istnienia modularnego problemu
izomorfizmu. Ich peten przeglad mozna odnalezé np. w [Kon05].
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