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Wprowadzenie

Wyktad GAL I poswiecony jest rozwigzywaniu uktadéw réwnan liniowych nad ciatem. Oméwiona
bedzie definicja ciata i jego podstawowe wtasnosci. Skupimy sig¢ na badaniu cia%a liczb
rzeczywistych i zespolonych. Pokazemy jak opisywaé zbiory rozwiazan wprowadzajac na nich
strukture przestrzeni liniowej. Podstawowym narzedziem beda macierze opisujgce zardéwno
uktady réwnan jak i przeksztatcenia liniowe.

Powyzsze streszczenie wykladu zaczerpniete z wydzialowego sylabusa nalezy uzupelni¢ bardziej pogla-
dowym wyjasnieniem nawiazujacym do nazwy przedmiotu, ktéory zamierzamy studiowaé. Co rozumieé
bedziemy przez algebre, a co przez geometrig? Co oznacza pojecie algebry ,liniowej”? Czy odnosié¢ si¢ be-
dziemy do tresci szkolnych? Na czym polegaé¢ bedzie nowosé ujecia, ktore zaprezentujemy? W jaki sposéb
przedmiot éw wprowadzi nas w studiowanie matematyki? Pelne odpowiedzi na te pytania przekraczaja
ramy tego wprowadzenia. Mozemy jednak poczyni¢ kilka pozytecznych, byé¢ moze, uwag.

Z perspektywy absolwenta szkoly przedmiot nasz wydawacé si¢ moze uogélnieniem geometrii analitycz-
nej (pod podobna nazwa wykladany byl zreszta — przy nieco innym rozkladzie akcentéw — w latach
powojennych). Bedziemy moéwi¢ o obiektach geometrycznych opisywanych przy pomocy warunkéw alge-
braicznych. Beda to poczatkowo rozwiazania uktadow réwnan liniowych. Wezmy, nawiazujac do wiedzy
szkolnej, problem okreslenia wzajemnego polozenia dwéch prostych lezacych na plaszczyznie kartezjan-
skiej, na podstawie opisujacych ich réwnan (np. w postaci ogdlnej). Trzy mozliwe konfiguracje to:

e para prostych przecina sie w doktadnie jednym punkcie,
e para prostych rownoleglych,
e para prostych tozsamych (ta sama prosta moze by¢ opisana przez rézne réwnanial).
Sytuacjom tym odpowiada interpretacja algebraiczna:
e uklad rownan ulozony z rownan opisujacych poszczegélne proste ma dokladnie jedno rozwiazanie,
e uktad réwnan utozony z rownan opisujacych poszczegdlne proste nie ma rozwiazan,
e uktad réwnan ulozony z réwnan opisujacych poszczegdlne proste ma nieskonczenie wiele rozwiazan.

Podczas zajeé szybko zrozumiemy, ze przedstawiona wyzej odpowiedniodé¢ jest w istocie swego rodzaju
utozsamieniem rzeczywistosci algebraicznej i geometrycznej. Wspolna ptaszczyzna pojeciowa dla tego
utozsamienia bedzie pojecie przestrzeni liniowej. Samo zas$ utozsamienie dokonane zostanie przy pomocy
aparatu pojeciowego zwiazanego z operacjami na przestrzeniach liniowych. Co wiecej, przestrzenie liniowe
sg pojeciem tak ogédlnym i wygodnym w uzyciu, ze pozwola na dostrzeganie innych, mniej oczywistych
powiazan pomiedzy réznymi dziatami matematyki. Ciekawe co Czytelnik powiedzialby styszac, ze w od-
powiednio dobranym kontekscie funkcja sinus moze byé¢ prostopadla do funkcji cosinus (a nawet i do
samej siebie!) albo, ze liniowo niezalezne — cokolwiek to znaczy — sa przy odpowiednich definicjach dwa
podzbiory jego znajomych. Innymi stowy, chodzi¢ nam bedzie nie tylko o rozwigzywanie ukltadéw réwnan,
ale o umiejetnoé¢ widzenia ,struktury” tych rozwiazan w szerszym kontekscie. Tym, co charakteryzuje
naukowe podejécie do uprawiania matematyki jest w tym kontekscie nie tylko dazenie do znalezienia ogol-
nej struktury, ale tez préba opisu ,,wszystkich mozliwych struktur” z doktadnoscia do pewnych warunkéw.
Przyktad tego rodzaju opisu widzimy wyzej: uktad dwdch prostych na ptaszczyznie prowadzi¢ moze tylko
do trzech na swoj sposob istotnie réznych konfiguracji. W jezyku algebry liniowej niezmiennikiem takich
sistotnie réznych” konfiguracji bedzie m.in. pojecie wymiaru przestrzeni.



Podejscie, o ktérym tu piszemy nazwaé mozna podejSciem klasycznym. Badamy grupe obiektow i pré-
bujemy znalezé cechy charakterystyczne, ktére by je odréznialy (na przyklad odrézniliSmy rodziny par
prostych na plaszczyZnie poprzez opis mozliwej liczby ich punktéw przeciecia). W kontekscie geometrii
analitycznej ojcem tego podejécia byl R. Descartes (Kartezjusz), stad tez czesto (w szkole?) méwimy
o kartezjanskim ukladzie wspélrzednych. Podejscie to bardzo rozwinglo badania geometryczne (do tej
pory rozumiane gléwnie w stylu starozytnych , Elementéw” Euklidesa — ktory to znany jest absolwentowi
szkoly i nazywany jest mianem geometrii elementarnej) najpierw poprzez odkrycie rachunku rézniczkowe-
go i calkowego przez Newtona i Leibniza, ktére doprowadzito do powstania geometrii rézniczkowej, potem
przez prace dotyczace wspélrzednych jednorodnych (tzw. wspélrzedne barycentryczne) poczynione na po-
czatku XIX wieku przez Mobiusa i Pliickera, nastepnie przez rozwdj geometrii rzutowej dzigki pracom
francuza Ponceleta i wreszcie przez prace Lobaczewskiego i Bolyai, ktérzy ,odkryli” geometrie nieeukli-
desowe. Narodziny dziedziny, ktora bedziemy sie zajmowaé przypisuje sie réznym uczonym, zwlaszcza
jednak nauczycielowi gimnazjalnemu H. Grassmanowi (prace z roku 1884). Byt to czas rozwoju podejscia
aksjomatycznego do geometrii, ktore w tej i innych dziedzinach zrewolucjonizowato w XX wieku Krolo-
wa Nauk. Jest ono podstawa wykladu uniwersyteckiego matematyki i wszelkich wspoétczesnych badan.
Pamietajmy jednak, ze przy calej abstrakcji jaka towarzyszy wykladowi geometrii z algebra liniowa, mowa
jest wciaz o geometrii, a wiec w najszerszym sensie w jakim rozumiemy to pojecie — nauce o przestrzeni
i jej wladnosciach. Zaréwno wysitki Kartezjusza, jak i Ponceleta, Lobaczewskiego, Riemanna, Kleina, Hil-
berta, Minkowskiego czy wielkich geometrow XX wieku mialy w sobie zawsze silne pragnienie zrozumienia
Swiata, w ktorym zyjemy i budowania przekonujacych modeli matematycznych dla opisu jego dzialania.
Zetkniemy si¢ z tym trudnym zjawiskiem w drugim semestrze méwiac o przestrzeniach afinicznych.

Prawdziwa rewolucja w mysleniu (bardzo charakterystyczng dla wspélczesnej matematyki) jest préba opi-
su obiektow nie w jezyku ich wewnetrznej struktury, ale w jezyku operacji, ktére na nich wykonujemy. Dla
przyktadu: kwadrat i okrag odrézni¢ mozna w sposob ,klasyczny” méwiac dosc nieprecyzyjnie (jakkol-
wiek by$my nie lubili postulatéw Euklidesa) o katach czy wierzchotkach, lub bardziej formalnie: podajac
réwnania je opisujace (i tlumaczac kiedy réwnania opisuja obiekty rézne — i co to znaczy), ale mozna
je takze odréznié bardzo elegancko poprzez obserwacje, ze tylko skonczenie wiele izometrii ptaszczyzny
(na przyklad obrotéw) w siebie pozostawia kwadrat w miejscu, podczas gdy okrag ,jest niezmienni-
czy” (znowu wazne pojecie) przy dzialaniu nieskoficzenie wielu réznych izometrii. To nowe podejscie
do matematyki polegajace na badaniu obiektéw przez ,niezmienniki operacji” pochodzi, w kontekscie
geometrii ukladéw rownan i ich przeksztalcen od matematykéw angielskich A. Cayleya, J.J. Sylvestera
i G. Salmona. Do ustalenia glebszych zwiazkéw pomiedzy teoria przeksztalcen a geometria przyczynit
sie tzw. program z Erlangen stynnego matematyka niemieckiego Felixa Kleina sformulowany w 1872 roku.

Nasze podejécie pdjdzie jednak jeszcze dalej. W powojennej matematyce rewolucji dokonaly prace war-
szawskiego matematyka Samuela Eilenberga i caly ruch nazwany pézniej ,New Math” reprezentowany
przez srodowisko francuskich badaczy, zwanych bourbakistami, ktérzy zaproponowali jeszcze ogdlniejsze
pojmowanie matematyki w jezyku diagraméw. Teoria ta, zwana teorig kategorii, jest obecnie jezykiem
urzedowym calej algebraiczno—geometrycznej strony matematyki. Jednym z zaskakujacych przejawéw
tego podejscia, ktore zobaczymy na naszym przedmiocie jedynie w zalazku, jest istnienie naturalnych
odpowiednioéci, ktore zamazuja rozréznienie pomiedzy obiektami, a dziatajacymi na nich przeksztalcenia-
mi. W jezyku matematycznym odpowiedniodci takie nazywamy dualnosciami. Dla przykladu: obiektom
geometrycznym przypiszeny ich przeksztalcenia, i odwrotnie. Na jednych i drugich wprowadzimy te sa-
me operacje. Okaze sie, ze matematycznie nie ma sensu ich rozréznianie! W dostrzezeniu tych dualnosci
podstawowym narzedziem beda niepozorne na pierwszy rzut oka tablice liczbowe zwane macierzami.

Podsumowujac ten przydlugi wstep: droga od matematyki szkolnej, zajmujacej si¢ gtéwnie rozwiazywa-
niem konkretnych zadan dotyczacych struktury danych obiektéw (np. wzajemne polozenie dwdch kon-
kretnych prostych na plaszczyznie) do wspdlczesnej geometrii algebraicznej czy innych dziedzin mate-
matyki prowadzi przez trzy progi: klasyfikowanie ,wszystkich konfiguracji” obiektéw w jezyku opartym
na wspolrzednych, klasyfikowanie obiektéw bedacych ,niezmiennikami operacji” bez uzycia wspolrzed-
nych, ustalanie ,dualnoéci” pomiedzy obiektami i operacjami na nich, takze w obrebie réznych dziatow
matematyki (wazne haslo na przyszlo$é dla aspirujacego matematyka: odpowiednio§é Galois). Zycz@
Czytelnikowi wejscia w te przygode z matematyczna abstrakcja dzieki algebrze liniowej z geometria.

Caly uklad merytoryczny tekstu oraz definicje i dowody twierdzen pochodza ze skryptu dr. KozZniewskie-
go, na ktérym bazuje wyktad. Prosze o informowanie mnie o zauwazonych uchybieniach w tekscie.
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