Zasada szufladkowa Dirichleta

XV Warsztaty Matematyczne I LO im. St. Dubois w Koszalinie
Arkadiusz Mecel
27.09.2021 r.

Zadania z zajec¢

1.

Kazdy bok pieciokata foremnego pomalowano na czerwono lub niebiesko. Pokazaé¢, ze pewne trzy boki sa
tego samego koloru.

. Wykazaé, ze z n + 1 dowolnych liczb naturalnych mozna zawsze wybrac¢ takie dwie, ktérych réznica jest

podzielna przez n.

. Tablice o wymiarach 3 x 3 podzielono na 9 prostokacikéw. W kazdy z tych prostokacikéw wpisano jedna z

liczb: —1,0, 1. Uzasadnié¢, ze wsrdéd odmiu sum otrzymanych przez sumowanie liczb stojacych w wierszu,
w kolumnie i na kazdej z gtéwnych przekatnych, co najmniej dwie sumy beda réwne.

. Przy okraglym stole zasiadlo 100 oséb i wszystkie miejsca byly zajete (miejsca sa rozstawione réwnomier-

nie). Wéréd tych oséb jest 51 mezezyzn. Udowodnié, Ze istnieja dwaj mezezyzni, ktérzy siedza naprzeciwko
siebie.

. Na przyjeciu znalazlto sie n os6b. Udowodnié, ze co najmniej dwie z nich maja wsréd obecnych te samag

liczbe znajomych (zakladamy, ze nikt nie zalicza siebie samego do grona swoich znajomych oraz, ze osoba
A zna osobe B wtedy i tylko wtedy, gdy osoba B zna osobe A).

. Uzasadnié, ze w gronie szesciu ludzi jest trzech takich, wsrdd ktorych kazdy zna kazdego lub trzech takich,

wsréd ktérych zadni dwaj sie nie znaja.

. W kole o promieniu 1 wybrano 7 punktéw. Wykaz, ze istnieje wéréd nich co najmniej jedna para punktéw,

ktorych odlegto$é nie przekracza 1.

. Uwododnij, ze wéréd dowolnych 7 réznych liczb catkowitych musza by¢ takie dwie, ktérych suma lub

réznica dzieli si¢ przez 10.

. Wykazaé, ze wérod dowolnych n + 1 liczb naturalnych nie wiekszych niz 2n istnieja takie, ze jedna z nich

jest dzielnikiem drugiej.

Zadania trudniejsze (do samodzielnego przemyslenia)

1.

Udowodnié, ze jesli w trojkacie réwnobocznym o boku dlugosci n umieécimy n? + 1 punktéw, to odleglosé
pewnych dwdéch sposrdd nich nie przekracza 1.

. Zbiér liczb calkowitych od 1 do 16 podzielono na trzy podzbiory. Udowodnij, ze jeden z tych podzbioréw

zawiera tréjke liczby x,y, z takich, ze x +y = z.

Wykazaé, ze istnieje taka potega liczby 3, ktéra w zapisie dziesietnym ma trzy ostatnie cyfry tworzace
uktad 001.

W tabeli o 41 wierszach i 5 kolumnach rozmieszczono 41 x 5 liczb réwnych +1 lub —1. Pokaz, ze mozna
tak wybrac¢ trzy wiersze i trzy kolumny tabeli, by wszystkie liczby stojace na przecieciach tych wierszy i
kolumn byly identyczne.

Udowodnij, ze parzystokat wypukly posiada przekatna, ktéra nie jest rownolegta do zadnego z bokdw.

W 21-kacie narysowano wszystkie przekatne. Udowodnié¢, ze istnieja dwie przekatne, miedzy ktorymi kat
ostry jest mniejszy niz 1°.



