VIII-1 H. Torunczyk, GAL II (wiosna 2012)

VIII Elementy geometrii afinicznej.

Wstep.* W tym wstepie odwotamy sie do catkowicie pogladowego opisu. Przypusémy,
ze grono osob bada niedostepny obiekt A (np. powierzchnie niewidocznej strony Ksie-
zyca), majac do dyspozycji pewien zbior jego map, rozdzielonych miedzy badajacych.
Jesli kto§ zaproponuje nazwanie zbioru X C A elipsa, gdy na jego mapie zbioér ten jest
odzwierciedlony jako elipsa, to natychmiast pojawia sie pytanie, czy na innych mapach
tez jest on tak odzwierciedlony. Oznaczmy przez S; przeksztalcenie, ktore punktowi
zbioru A przyporzadkowuje jego obraz na i-tej mapie; wowczas S;5; I jest przeksztal-
ceniem, ktore punktowi i—tej mapy przyporzadkowuje odpowiadajacy mu punkt mapy
j-tej. Mozliwos¢ uzgodnienia przez badajacych, jakie zbiory w A nazwaé elipsami, za-
lezy od tego, czy wszystkie ,przeksztalcenia zmiany map” S;S; 1 przeprowadzaja elipsy
na elipsy. Ogolniej, badajacy zdotaja uzgodni¢ te pojecia dotyczace obiektu A, ktore sg
niezmiennicze wzgledem wszystkich tych przeksztatcen. (Zostawiamy tu pewne niedo-
powiedzenie.)

W geometrii naturalne staje sie zadanie, by przeksztalcenia zmiany map przebie-
galy pewna grupe przeksztalcen; co to jest, niebawem wyjasnimy. Sytuacje zblizona do
opisanej spotykamy w rozniczkowej geometrii i topologii, a takze w geometrii afinicz-
nej. Ta ostatniag zajmiemy si¢ obecnie. Podamy wpierw niezbedne definicje dotyczace
grup przeksztalcen, a nastepnie przejdziemy do badania przestrzeni afinicznych, ktore
zdefiniujemy przy pomocy pewnego zbioru map. Opiszemy dogodne przeksztalcenia i
podprzestrzenie tych przestrzeni, podamy sposoby opisu ich podzbioréw—stowem uczy-
nimy pierwsze kroki ku temu, by nasze ,niedostepne obiekty” uczyni¢ zywymi. Nastepnie
przejdziemy do badania jednych z najprostszych, ale i waznych podzbiorow przestrzeni
afinicznej: tych, ktére w pewnej mapie opisa¢ mozna réwnaniem kwadratowym. Na
koniec wrocimy do przestrzeni afinicznych, by wyposazy¢ je w pojecia, utatwiajace oby-
wanie si¢ bez map.

Material ten jest wazny i dlatego, ze stwarza pewien zakres poje¢ umozliwiajacych
badanie przestrzeni, w ktorej zyjemy — co bylo zadaniem geometrii od jej poczatkow.
Zadanie to o tyle sobie utatwiamy, ze istnienie odpowiednio zgodnych map przyjmujemy,
podczas gdy waznym osiggnieciem geometrii klasycznej byto odkrycie ich istnienia i
wskazanie sposobow konstrukeji.

§ 1. Grupy przeksztalcen, grupy macierzy, atlasy i mapy.

1. Grupy macierzy i odpowiadajace im grupy przeksztalcen liniowych.

Definicja. Niech X bedzie pewnym zbiorem. Niepusty zbior G przeksztalcen X — X
nazywamy grupa przeksztalcen zbioru X, gdy spelione sa nastepujace warunki:
i) F1oF, € Gdla Fi, Fy, € G (zamknietos¢ wzgledem sktadania przeksztatcen);
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ii) Elementy G sg bijekcjami X na X oraz dla kazdego F' € G przeksztalcenie od-
wrotne F'7! 1 X — X nalezy do G. (Zamknietod¢ wzgledem brania odwrotnogci.)

Definicja. Grupa macierzy stopnia k nad cialem F nazywamy niepusty zbior G C
M (F), zamkniety wzgledem mnozenia i brania odwrotnosci, tzn. taki, ze
i) ABe Gdla A,B € G,

ii’) Elementy G sa macierzami nieosobliwymi i A™! € G dla kazdej macierzy A € G.

Przyktad 1. Ponizej, k jest ustalong liczba naturalna, I ciatem, zas V' przestrzenia wek-
torowa nad F, wymiaru k. Podamy kilka przyktadéw waznych grup macierzy i odpowia-
dajacych im grup przeksztatcen liniowych.
a) Grupami macierzy sa:
GLg(F), zbior wszystkich k& x k—macierzy nieosobliwych o wyrazach z F;
SLy(F), zbior wszystkich k x k—macierzy o wyznaczniku 1 i wyrazach z F;
GL; (R), zbior wszystkich rzeczywistych kx k-macierzy o dodatnim wyznaczniku.
Odpowiadaja im nastepujace grupy przeksztalcen przestrzeni wektorowej V' nad F:
GL(V'), zbior wszystkich nieosobliwych przeksztatceni liniowych V' — V;
SL(V), zbior wszystkich przeksztalcen liniowych V' — V' o wyznaczniku 1.
GL™(V) (gdy F = R), zbior wszystkich przeksztatcen L € L(V) z det(L) > 0.
Tak GL(V), jak i GLg(F) nazywamy pelna grupa liniowa, zas SL;(F) i SL(V) -
specjalng grupa liniowa. (Po angielsku: ,General Linear Group” i ,Special
Linear Group”.)
b) Gdy F = R, to grupami macierzy sg:
Oy, zbioér k X k—macierzy ortogonalnych;
SOy, zbiér k X k—macierzy ortogonalnych o wyznaczniku 1.
Odpowiadaja im nastepujace grupy przeksztalceii przestrzeni euklidesowej (V, (-, -)):
O(V, (-,-)), zbior wszystkich przeksztalcen ortogonalnych V' — V/;
SO(V, (-,-)), zbior wszystkich zachowujacych orientacje przeksztatcen ortogonal-
nych V. — V.
Or10(V, (-, -)) nazywamy grupa ortogonalna, a SO, i SO(V, (-, -)) —specjalna grupa,
ortogonalna.
c¢) Dla F = C mamy nastepujace analogiczne grupy:
Uy, zbior (zespolonych) k x k—macierzy unitarnych
SUy, zbior (zespolonych) k x k—macierzy unitarnych o wyznaczniku 1,
Odpowiadaja im grupy przeksztalcen zespolonej przestrzeni unitarnej (V, (-, -)):
U(V, (-,-)), zbior wszystkich przeksztalceri unitarnych V- — V;
SU(V, (-, -)), zbior wszystkich przeksztalcen unitarnych V' — V' o wyznaczniku 1.
Tak Uy, jak i U(V, (-, -)) nazywamy grupa unitarna, zas SUy i SU(V/ (-, -))—specjalna
grupa unitarna.
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d) Dla F € {R,C} istotna role odgrywa grupa macierzy AA, gdzie A przebiega
niezerowe skalary, za§ A — macierze unitarne (nad F). Grupe wyznaczonych przez takie
macierze przeksztatcen F¥ — F¥ nazywamy grupa podobienstw liniowych przestrzeni
F*. Odpowiada jej grupa podobieristw liniowych dowolnej przestrzeni unitarnej nad
F e {R,C}. (Jak te grupe zdefinowac?)

e) Gdy V jest przestrzenia wektorowa nad cialem F, a g : V x V — F funkcja
dwuliniowa, to

Aut(V, g), zbior wszystkich nieosobliwych przeksztalceni liniowych L : V — V
takich, ze g (L(v1), L(vy)) = g(v1,ve) dla v, vy € V
jest grupa, nazywana grupg automorfizméw przestrzeni (V) g) lub grupa izometrii
przestrzeni (V, g). Gdy funkcja g jest symetryczna, grupa ta nazywana jest tez grupa
automorfizméw formy kwadratowej f(v) := g(v,v) i oznaczana Aut(V, f) lub
O(V, f). (Przypomnijmy, ze wowczas f jednoznacznie okresla g.)

Wymienione grupy nazywane sg klasycznymi grupami liniowymi. Gdy nie pro-
wadzi to do nieporozumieni, pomija si¢ oznaczanie iloczynu skalarnego i pisze n.p. O(V)

zamiast O(V, (-, -)).

Rola grup przeksztatcen w geometrii wigze sie z tzw. ,programem z Erlangen” Felixa
Kleina z 1872 r. Program ten ujmowat geometrie jako badanie niezmiennikéw grup prze-
ksztatcen. Nie bedziemy tu wyjasnia¢ znaczenia ostatniego zdania, lecz dalszy wyktad
przestrzeni afinicznych przedstawimy tak, by widoczne byto, ze badane sa wytaczne po-
jecia zdefiniowane przy uzyciu odpowiedniej grupy przeksztatcen. By jednak uprawiac
geometrie, musimy wyjs¢ poza klase przeksztatcen liniowych.

Stwierdzenie 1. Niech G bedzie grupq (pewnych) przeksztatcen liniowych przestrzeni
Vi przygmigmy

G:={L+u:LeGuecV}, gdzie (L+u)(x):=Lx) +udlaxeV.
Wowczas G jest grupg przeksztatcen.

Stwierdzenie to wynika bezposrednio z nastepujacego lematu:

Lemat 1. Niech K € L(U,V) i L € L(V,W), gdzie U,V,W to przestrzenie liniowe.
a) Diav € Viw €W zachodzi

(L+w)o(K+v)=Ly+wy, gdzie Ly:=LoK i wo:=L(v)+w. (1)
b) Gdy L +w : V — W jest bijekcjq, to L tez nig jest i (L+w) 1= L1 — L7 (w).

Dowod. a) otrzymujemy poréwnujac wartosci obu stron (1) na dowolnym wektorze
x € V i korzystajac z liniowosci L, za$ b)-rozwiazujac rownanie (L + w)(x) =y. B
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Oznaczenia. W dalszej czeci grupa G bedzie uzywana gdy:
1. G = GL(V). Wtedy G nazywamy pelna grupa afiniczng przestrzeni V i
oznaczamy GA(V'), od General Affine.

2. (V,{-,-)) jest euklidesowa (odp. zespolona unitarna) przestrzenia wektorowsa
i G = O) (odp. G = U(V)). Wtedy grupe G oznaczamy przez OA(V) (odp.
przez UA(V)). Grupe OA(V) nazywamy grupa przeksztalcen euklidesowych prze-

strzeni V. (Oznaczenia wziete od nazw Orthogonal Affine i Unitary Affine.)

Definicja. Przeksztatcenie Iy 4+ u nazywamy przesunieciem w przestrzeni wektorowe;j
V o wektor u € V. Przesuniecie to dziata wiec tak: v +— v+4udla v € V', gdzie wektor
u jest ustalony.

Uwaga 1. * a) G jest najmniejsza grupa przeksztalcen przestrzeni V, zawierajaca G i
wszystkie przesuniecia V' — V (tzn. kazda taka grupa przeksztalcen zawiera tez G).

b) Z (1) wynika, ze gdy G zawiera element rézny od identycznosci, to grupa G jest
nieprzemienna (tzn. Fy o Fy # Fy o Fy dla pewnych Fy, Fy € G. B

W dalszej czesci znak o (sktadania przeksztaleeii) czesto pomijamy.

2. Atlasy i mapy.

Niech G bedzie grupa przeksztalcen przestrzeni F¥, zag X niech bedzie dowolnym zbio-
rem, réwnolicznym z F¥.

Definicja. a) Dwie bijekcje S,T : X — F* s3 G—zgodne, gdy T'S™! € G. G-zgodnos¢
jest relacja réwnowaznosci w zbiorze wszystkich bijekeji X — F¥. (Wynika to tatwo
stad, ze G jest grupa.)

b) Kazda klase abstrakeji tej relacji nazywamy G—zgodnym atlasem na zbiorze X,
a elementy atlasu nazywamy jego mapami.

Uwaga 1. a) Mapy sa zawsze bijekcjami zbioru X na przestrzen F¥.

b) Kazda bijekcja S : X — F¥ wyznacza jedyny G-zgodny atlas, do ktérego nalezy;
sktada sie on ze wszystkich bijekcji X — V', ktore sg G—zgodne z S. (Jest to whasnosé
ogolna: klasa abstrakcji sktada sie ze wszystkich elementow, bedacych w relacji z danym.)

c¢) Atlas wyznaczony przez S, o ktérym mowa w b), jest rowny {US : U € G}. B

Uwaga 2. Jak stad wynika, dowolna mapa S € A wyznacza atlas A jednoznacznie. Dla-
czego wiec nie rozwazaé par (X, .S) w miejsce dosé abstrakcyjnych atlasow”? Przyczyna
jest nastepujaca: nie chcemy wyr6zniaé¢ zadnej mapy na X i dla dalszej czesci mozliwosé
zmiany map bedzie bardzo istotna. Dlatego to uzycie catego zbioru G-zgodnych map
jest, wbrew pozorom, dogodniejsze.

G-zgodnosé map umozliwia przeniesienie z przestrzeni F* na zbior X wiasnosci ,,G-
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niezmienniczych”. Ponownie, w miejsce wyjasnien uzyjemy przyktadow.

Przyklad 1. Niech S, T : X — R? beda G-zgodnymi bijekcjami i niech U := T'S~!.

a) Gdy G = GA(R?) i zbiér Z C X ma te wlasnos¢, ze S(Z) jest prosta w R, to
i T(Z) jest prosta w R2. Istotnie, T(Z) = U(S(Z)) i pozostaje sprawdzi¢, ze prze-
ksztalcenie U € GA(R?) przeprowadza proste na proste. Poniewaz U(v) = L(v) + vq
dla wszystkich v € R?, gdzie vo € R? jest ustalone, a L : R? — R? jest izomorfizmem
liniowym, wiec ,szkolne” sprawdzenie nie nastrecza ktopotu.

b) Gdy G = SL(R?) i zbiéor Z C X ma te wlasnos¢, ze S(Z) jest réwnoleglobokiem
w R? o polu powierzchni réwnym 1, to T'(Z) tez nim jest. Tym razem do uzasadnienia
wykorzysta¢ nalezy to, ze U przeprowadza réwnolegltoboki na réownolegtoboki o tym
samym polu powierzchni. (Odnotujmy, ze U jest ztozeniem przeksztalcenia liniowego
L € L(R?), owyznaczniku 1, i przesuniecia v — v + vy.)

¢) Gdy G = OA(R?), to dla dowolnych pi,p; € X zachodzi rownosé ||S(p1) —
S(p2)ll = [[T(p1) =T (p2)||. (Wynika tostad, ze T'(p;) = U(S(p;)) (i =1,2)iU = L+vy,
gdzie L jest izometria liniows.)

Przyklad 2. Nie powinno by¢ teraz zaskoczeniem, ze G-zgodna rodzina map X — R?
umozliwia zdefiniowanie w zbiorze X:

a) prostych, gdy G = GA(R?);

b) réwnolegtobokéw o powierzchni 1, gdy G = SL(R?);

¢) odlegtosci punktow, gdy G = OA(R?).
W a) nalezy w tym celu zbior Z C X nazwaé prosta w X, gdy pewna z rozwazanych
map przeprowadza zbiér Z na prostag w R?, i podobnie postapi¢ nalezy w b), definiujac
rownolegtoboki o polu 1. Natomiast odlegtosé dwoch punktow py, po w ¢) definiujemy
jako norme wektora S(p;) — S(p2), dla dowolnej mapy S z wyrdznionego atlasu. Z
przyktadu 1 wynika, ze wybor uzytych mapy jest nieistotny:.

Przyktady te sa typowe dla wielu rozumowan. Odnotujmy, ze o zbiorze X, w kto-
rym wyzej zdefiniowano proste czy rownolegtoboki, niczego prawie nie wiemy. Moze to
by¢ dowolny zbiér réwnoliczny z R?, np. zbiér Cantora, dalece nie ,przypominajacy”
ptaszczyzny. Wazne jest tylko, ze na X wyrézniono pewna rodzine G-zgodnych bijekeji
X — R?, dla odpowiedniej grupy przeksztatceri G.

3. Warstwy i przeksztalcenia rézniace sie od liniowego o przesuniecie.

W dalszej czesci ograniczamy sie do najwazniejszych przypadkow, gdy G = GA(F*) lub
G = OA(RF). Tak jednak w tych, jak i w pozostatych przypadkach istotng role graja
proste wtasnosci przeksztatceni, bliskich liniowym, a takze wlasnosci warstw.
Przypomnijmy, ze warstwa w przestrzeni liniowej V', wzgledem (liniowej) podprze-
strzeni Vy C V', nazywamy kazdy zbior Vo +v, gdzie v € V. Dwie warstwy wzgledem tej
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samej podprzestrzeni albo sa roztaczne, albo rowne — sa one bowiem klasami abstrakeji
relacji vi~vy & vi—vy € V. Zbior A C V', bedacy warstwa wzgledem Vj), wyznacza Vj
jednoznacznie wzorem Vjy = A — a, dla dowolnego a € A. (Patrz zadanie 1a) w §V.2.2.)
Te jedyna podprzestrzen liniowa Vj, wzgledem ktorej A jest warstwg, nazywamy prze-
strzenig kierunkowg warstwy A i oznaczamy na ogdt V. Warunek A = V + v jest
spetniony dla wektorow v € A, i tylko dla nich.

Definicja. Niech V' i V'’ beda przestrzeniami liniowymi. Powiemy, ze przeksztalcenie
F : V. — V' r6zni sie od liniowego o przesuniecie, gdy F' — v/ € L(V, V') dla
pewnego wektora v/ € V.

Lemat 1. Gdy przeksztatcenie F' .V — V' rézni sie od liniowego o przesuniecie, to:

a) Dla dowolnych warstw A w'V i A" w V', obraz F(A) warstwy A jest warstwg
w V', a przeciwobraz F~Y(A') warstwy A’ jest warstwg w V' lub jest pusty.

b) F nie jest 1 — 1 jesli dimV > dim V’, i nie jest ,na” jesli dimV < dim V',

c) Jesli podprzestrzenie liniowe Vo C Vi Vj C V' spetniaja warunek F (V) C Vy, to
odwzorowanie zawezone Fly, : Vo — Vi tez rozni sig od liniowego o przesuniecie.

Dowdd. Niech dalej =L + v/, gdzie L € L(V,W)iv e V.

Ad a). Niech Vi € V i Vi C V' beda podprzestrzeniami liniowymi, wzgledem
ktorych A 1 A’ sa warstwami, i niech a € A. Wowczas F(A) = (L +v')(Vy +a) =
L(Vy) + (L(a) + V'), co jest warstwa w V' (wzgledem L(V})).

Jesli F~1(A') # 0, to istnieje wektor v € V taki, ze L(v) + v/ € A, Wtedy
A =Vy + (L(v) 4+ V'), co prowadzi do ciggu rownowaznosci:

xc FY AYe Lx)+V eV +Lv)+V e Lx—v)eVyox—ve L (V).

Stad wynika, ze F~1(A") = L™ (V) +v, jest co jest warstwa w A (wzgledem L1 (Viy)).

Ad b),c). Gdy dim V' < dim V’| to przeksztatcenie L nie jest ,na”, wiec jego ztozenie
z bijekcja V' 3 x — x+Vv' € V’, rowne F, tez nie jest. Tak samo, gdy dim V' > dim V",
to F' nie jest roznowartosciowe. Dowod c) jest pozostawiony jako zadanie. [J

Lemat 2. Jesli (v;)%_ | jest bazq przestrzeni V., zas A warstwg w V., to istnieje prze-
ksztatcenie F € GA(V') takie, ze F(A) = lin(vy, ..., vy) dla pewnej liczby s < k.

Dowdd. Obierzmy a € A i rozwazmy podprzestrzen liniowa A — a i dowolng jej baze

(W;)_, ktora rozszerzmy do bazy (w;)¥_| przestrzeni V. Mozemy przyjaé¢ F := Lo (Iy—
a), gdzie przeksztatcenie liniowe L : V' — V zdefiniowano tak, by L(w;) = v; Vi. O
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§ 2. Przestrzenie afiniczne i przestrzenie euklidesowe afiniczne (wstep).

1. Przestrzenie, podprzestrzenie i przeksztalcenia afiniczne.

W tym paragrafie oznaczamy przez F ustalone ciato. Zajmowaé sie¢ bedziemy grupa
G = GA(F"), a G-zgodne przeksztalcenia nazywaé¢ bedziemy afinicznie zgodnymi.

Definicja. k—wymiarowsa przestrzenia afiniczng (nad F) nazywamy pare (A, A),
gdzie A jest zbiorem réownolicznym z F¥, zag A jest afinicznie zgodnym atlasem bijekeji
A — F*. Elementy atlasu nazywamy mapami tej przestrzeni afinicznej, a liczbe k jej
wymiarem i oznaczamy dim(A). Elementy zbioru A na ogot nazywamy punktami.

Procz przestrzeni afinicznych, wprowadzimy pozostate wazne pojecia wymienione w
tytule punktu. Zrobimy to tak, by mialy one wlasnosci opisane w ponizszych stwier-
dzeniach. Sa one podobne do spotykanych w innych teoriach matematycznych, n.p. w
rozwazanej dotad teorii przestrzeni liniowych. Do kornica p. 3 ustalamy przestrzenie
afiniczne (A A), (A", A) i (A", A"), wymiaréw k, [, m, odpowiednio. (Czasem nakta-
damy na nie pewne dodatkowe zalozenia.)

Stwierdzenie 1. a) Zlozenie przeksztatcen afinicznych A — A’ 1 A" — A" jest prze-
ksztatceniem afinicznym. Przeksztatcenie identycznoSciowe Iy : A — A jest afiniczne.
b) Odwrotnosé bijektywnego przeksztatcenia afinicznego tez nim jest.

c) Gdy przeksztatcenie afiniczne A — A’ jest réznowartosciowe (odp. jest ,na”, wzgl.
jest bijekcjg), to dim A < dim A" (odp. dim A > dim A’ wzgl. dim A = dim A").

Stwierdzenie 2. Przy przeksztatceniu afinicznym, obraz podprzestrzeni jest podprze-
strzeniq, a przeciwobraz podprzestrzeni jest podprzestrzeniq lub jest pusty.

Stwierdzenie 3. a) Podprzestrzen A przestrzeni A jest jej podzbiorem i jest tez prze-
strzeniq afiniczng. Ponadto, dim(Ay) < dim(A) gdy Ay # A.

b) Niech przeksztatcenie afiniczne F @ A — A’ i podprzestrzenie Ay i A}y przestrzeni A
i A, odpowiednio, spetniajg warunek F(Ag) C Ay. Wowcezas zawezone przeksztatcenie
Fy: Ay — Ay, okreslone wzorem Ay > a — F(a) € AY, jest afiniczne.

PrzejdZzmy do okreslenia, czym sa podprzestrzenie i przeksztalcenia afiniczne, a na-
stepnie do dowodu stwierdzen 1-3.

Definicja. Powiemy, ze w przeksztalcenie I : A — A’ jest zadane w mapach S €
A, S € A przeksztatceniem F : F¥ — F! jesli F = S’FS~!. Moéwimy tez wtedy, ze
przeksztatcenia F'i F' odpowiadaja kazde drugiemu w mapach S, S’ (lub: w mapie

S, oile A=A"iS=9).

Uwaga 1. Poniewaz mapy S i S’ sa bijekcjami, wiec gdy jedno z przeksztatcen F i F
jest roznowartos$ciowe, czy jest ,na’, to drugie tez jest takie.
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Lemat 1. Niech przeksztatcenie S'FS™1 rézni sie od liniowego o przesuniecie. Wowczas
dla dowolnych map Sy € A, S} € A', przeksztatcenie S;F S tei roini sie od liniowego
0 przesuniecie.

Dowdd. Poniewaz S, € A, wiec Hy := SS; ! € GA(F*), i podobnie Hy := S{(S")~! €
GA(F"). Kazde z przeksztatceit Hy, Hy i S'F'S™! r6zni sie od liniowego o przesuniecie
(z definicji GA(F") lub z zalozenia). Ztozenie S|FS; !, rowne Ho(S'FS~1)Hy, tez ma
wiec te wlasnosé; patrz lemat 1 z §1.1. [

Definicja. Przeksztatcenie F': A — A’ jest afiniczne, gdy w pewnych (réwnowaznie: w
kazdych) mapach S, S” odpowiada mu przeksztatcenie rozniace sie od liniowego o przesu-
niecie. Zbior takich przeksztatceri oznaczymy przez A(A, A’) lub, gdy chcieé¢ zaznaczy¢
atlasy, przez A((A,A), (A’, A")). Bijektywne przeksztalcenia afiniczne nazywamy izo-
morfizmami afinicznymi.

Dowod stwierdzenia 1. Czesé ¢) stwierdzenia wynika z lematu 1b) w §1.3 i uwagi 1,

a czesci a) i b) — z lematu 1 w §1.1 i ponizszego:

Lemat 2. Jesli w mapach S € A1 S" € A" przeksztatceniu F odpowiada przeksztatcenie
F:Ft = T o wmapach S’ i 8" € A" przeksztatceniv G odpowiada przeksztatcenie
G :F' — F™, to w mapach S,S" ztozeniv G o F odpowiada ztozenie G o F. Ponadto,
jesli przeksztatcenie F~1 istnieje, to istnieje tez przeksztatcenie Fly odpowiada ono w
mapach S', S przeksztatceniu F~1.

Dowod. S"(GF)S™ = (S"G(S")"1)(S'"FS™1) = G o F, i analogicznie dla F~!. B

Pojecie podprzestrzeni wprowadzimy w dwoch czedciach. Zaczniemy od okreslenia,
ktore podzbiory przestrzeni afinicznej nazwiemy jej podprzestrzeniami.

Lemat 3. Dia kazdego zbioru Ay C A i map S, T € A, jesli S(Ag) jest warstwg w F¥,
to jest nig T'(Ay).

Dowod. Poniewaz mapy S i T sg afinicznie zgodne, wiec TS™! € GA(F*). Stad zbior
T(Ag) jest obrazem warstwy S(Ag) przy przeksztalceniu T'S™!, réznigcym sie od linio-
wego o przesuniecie. Tym samym jest on warstwa, na podstawie lematu la) w §1.3.) OJ

Definicja. Zbior Ay C A jest podprzestrzenia przestrzeni A, jesli pewna (rownowaznie:
kazda) mapa S € A przeprowadza go na warstwe w F¥. W razie watpliwosci, n.p. gdy A
jest zarazem przestrzenia liniowa, uzywamy tez nazwy podprzestrzen afiniczna.

Dowd6d stwierdzenia 2. Niech F': A — A’ bedzie przeksztalceniem afinicznym, a S € A
i $" € A — mapami. Przeksztalcenie F, odpowiadajace F' w tych mapach, rézni sie od

liniowego o przesuniecie i spelnia réwnogé S’F = F'S. Gdy Ay C A jest podprzestrzenia,
to S(Ag) jest warstwa w F¥ a S'(F(Ay)) okazuje sie by¢ jej obrazem przy F. Tym samym
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S"(F(Ay)) jest warstwa na podstawie lematu la) w §1.3. Zaswiadcza to o tym, ze F'(Ay)
jest podprzestrzenia w A. Podobnie dowodzimy konicowej czesci. [

Na koniec wyposazymy podprzestrzenie w atlasy i udowodnimy stwierdzenie 3.

Lemat 4. Niech Ay bedzie podprzestrzeniq przestrzeni A. Wowczas:

a) Istnieje mapa S € A taka, ze S(Ag) = lin(ey, ..., e5) dla pewnego s < k.

b) Jesli mapy S, T € A i liczby s,t sq takie, ze S(Ag) = lin(eq,...,es) 1 T(Ay) =
lin(ey,...,e;), to s =t i zawezenia S)a,, Tia, : Ag — lin(ey, ..., e5) sq afinicznie zgodne.

Dowo6d. Podprzestrzenn Ay mozna pewnym przeksztalceniem Sy € A przeprowadzi¢ na
warstwe w F¥, a te — pewnym przeksztatceniem U € GA(F¥) na zbior lin(ey, ..., e,), dla
pewnego s < k. (Patrz lemat 2 w §1.3.) Wowczas S := U5 jest jak zadano w a).

Ad b). Skoro S,T € A, to TS™' € GA(F*), tzn. T'S~! r6zni sie o przesuniecie
od izomorfizmu liniowego. 7 zatozeri wynika, ze jego zawezenie Uy : lin(eq, ...,e5) —

lin(eq, ..., e;) jest dobrze okreslong bijekcja, przy czym roézni sie ona od liniowej o prze-
suniecie, na podstawie lematow 1c) w §1.3 i 1b) w §1.1. Z lematu 1b) w §1.3 wynika
wiee, ze s = t 1 Uy € GA(lin(ey, ..., €,)). Dowodzi to tezy, bo Uy = Tja, 0 (Sja,) ' O

Definicja. Niech Ay bedzie podprzestrzenia przestrzeni A. Obierzmy mape S € A
taka, ze S(Ag) = lin(ey, ..., e;) dla pewnego s < k. Przy utozsamieniu lin(ey, ..., €;)
z F? otrzymujemy indukowana bijekcje Sy : Ay — F?; jak kazda inna, wyznacza ona
afinicznie zgodny atlas Ay, do ktorego nalezy. Ay nie zalezy na mocy czesci b) lematu 4
od wyboru mapy S; nazywamy go atlasem indukowanym (przez A). Podprzestrzenie

zawsze rozwazac bedziemy z atlasem indukowanym.

Dowod stwierdzenia 3. Czesé a) wynika z przyjetych definicji. By dowiesé b), obierzmy
mapy S € A1 S € A takie, ze S(Ay) = lin(ey,...,es) 1 S'(A}) = lin(ey,...,e;) dla
pewnych liczb s < kit <[. W mapach tych, przeksztalceniu F' odpowiada przeksztat-
cenie F' : F¥ — F! spelniajace warunek F(lin(ey,...,es)) C lin(ey,...,e;) i roznigce
sie od linjowego o przesuniecie. Stad wyznaczone przez F przeksztalcenie F* — F?,
ktore oznaczmy Fl, tez rozni sie od liniowego o przesuniecie. Dowodzi to tezy, bo Fj

odpowiada przeksztalceniu Fy w mapach Sy : Ay — F* S : Aj — F'. O

Whniosek 1. Niech A bedzie podprzestrzeniq przestrzeni A i miech X C Ag. Jesl X
jest podprzestrzenig w Ay, to jest nig w A, i odwrotnie.

Dowod. Przeksztalcenie inkluzji J : Ay — A jest afiniczne, wobec stwierdzenia 3b)
zastosowanego do F':= I (przy A’ := A i A} := A). Gdy wiec X jest podprzestrzenia
w Ay, to J(X) jest nig w A, a gdy jest podprzestrzenia w A, to J~1(X) jest nig w Ag. O

Definicja. Podprzestrzen A przestrzeni afinicznej A nazywamy prosta, gdy dim Ay = 1,
plaszczyzna, gdy dim Ay = 2, zas hiperplaszczyzng, gdy dimAg = dim A — 1.



§2.2. VIII-10

Zadanie 1. Niech F' € A(A,A); z definicji, w kazdej mapie S € A odpowiada mu
przeksztalcenie Lg + ug, gdzie Ly € L(F*) i ug € F*.
a) Dowiesé, ze operatory Lg i Ly, otrzymane dla roznych map S, T € A, sa podobne.
b) Przy F = R dowies¢, ze warunek det(Lg) > 0 nie zalezy od mapy S, a zbior
okreslonych nim zachowujacych orientacje przeksztalcen F' tworzy grupe.

Zadanie uzupetniajace 1. Niech A oznacza sfer¢ {v € R? : ||v|]| = 1} z usunietym

biegunem vq := (1,0,0). Zbior A wyposazono w atlas, wyznaczony przez rzut stereo-
graficzny S z tego bieguna (tzn. S(v) jest punktem przeciecia prostej vvy C R? z
ptaszczyzng x3 = 0, dla v € A). Dowiesé, ze prostymi w A sg przechodzace przez vy
euklidesowe okregi w sferze ||v|| = 1, z ktorych v usunieto.

2. Obierzmy mapy S € A 1 S € A" 1 wyposazmy A x A’ w atlas, wyznaczony przez
bijekcje S x S': A x A’ — F*!. Dowiesé, ze otrzymana przestrzen jest niezalezna od
wyboru map S 15, a gdy A = A'] to zbior {(a,a) : a € A} jest jej podprzestrzenia.
Wywnioskowaé, ze gdy przeksztalcenia F' : A” — A1 G : A” — A sg afiniczne, to
{z € A" : F(z) = G(x)} jest podprzestrzenig w A”.

2. Przestrzenie wektorowe jako afiniczne. Mapy zaczepione.

Niech V' bedzie k-wymiarowa przestrzenia liniowa nad F. Kazdy izomorfizm liniowy
S : V — F¥ wyznacza na V atlas, ktory ktory okazuje sie by¢ od S niezalezny. (Jest
tak, bo gdy S,T : V — F* sg izomorfizmami, to T.S™! € GL(F*) c GA(F*).) Gdy nie
powiedziano inaczej, przestrzen liniows rozpatrujemy z tym atlasem, nazywanym stan-
dardowym. Elementy zbioru V' mozemy nazywaé¢ punktami (otrzymanej przestrzeni

afinicznej), jak rowniez wektorami (wyjsciowej przestrzeni wektorowej).

Stwierdzenie 1. Niech przestrzenie liniowe V' i V' rozpatrywane bedg jako afiniczne.
a) Przeksztatcenie afiniczne F @V — V' rézni sie od liniowego o przesuniecie.
b) Podprzestrzen afiniczna przestrzeni V- jest warstwg w V.
c¢) Implikacje odwrotne tez majg miejsce.

Dowod. Obierzmy izomorfizmy liniowe S : V — F¥ i S : V/ — F!. (Sg one mapami dla
przestrzeni afinicznych V' i V', odpowiednio.) Wobec lematu 1 w §1.1, przeksztalcenie

F :V — V'wtedy i tylko wtedy rozni sie od liniowego o przesuniecie, gdy odpowiadajace
mu przeksztalcenie F' := S'F'S™! ma te wlasnogé. Wraz z definicjg, daje to teze a) i
odwrotna do niej. Dowod pozostalej czesci jest analogiczny, w oparciu o lemat 3 w p.1.

Whniosek 1. Niech A bedzie podprzestrzeniq afiniczng przestrzeni lintowej V.

a) Gdy 0 € A, to A jest podprzestrzenig liniowg.

b) Gdy A jest prostq (tzn. dimA = 1), to A = Fu+ v dla pewnych u,v € V, gdzie
u # 0, jak rowniez A = {da+ (1 — A\)b: A € F} dla kazdych a,b € A (a#b). B
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Definicja. Powyzszy wektor u, wyznaczony jednoznacznie z doktadnoscia do proporcjo-
nalnosci, nazywamy wektorem kierunkowym lub kierunkiem rozwazanej proste;j.

Stwierdzenie 2. A jest zbiorem wszystkich izomorfizmow afinicznych z A do F*.

Dowod. Niech F' : A — F* bedzie izomorfizmem i niech w mapach 7', I, gdzie T € A
obrano dowolnie, odpowiada mu przeksztatcenie F : F¥ — F¥. Wowczas F € GA(F),
bo F jest 1-1 (w §lad za F) i rozni sie od przeksztalcenia liniowego o przesuniecie (wobec
afinicznoéci F). Stad F = FT € A.

Odwrotnie, gdy S € A, to S jest izomorfizmem, bo w mapach S, Ipx odpowiada mu
przeksztalcenie Ipn € GA(FF). O

Wyniki powyzsze wykorzystamy do badania podprzestrzeni dowolnych przestrzeni
afinicznych. Wygodnie jest nazwaé przeksztatcenie F' : A — V| gdzie V to przestrzen
wektorowa, zaczepionym w punkcie a € A, jesli F'(a) = 0.

Uwaga 1. a) Gdy przeksztalcenie F' jest dowolne, to G := F'— F'(a) jest zaczepione w a.

b) Wyzej, G jest ztozeniem F z izomorfizmem (afinicznym) Iy — F'(a) przestrzeni V.
W szczegolnoscei, G jest ,na” czy ,,1-17, gdy F' jest takie. Wychodzac od dowolnej mapy
F atlasu A otrzymujemy wiec zaczepiong w a mape F'— F(a).

Uwaga 2. Gdy przeksztalcenie F' : A — A’ jest afiniczne, to w mapach S,.S’, zacze-
pionych w a i F(a), odpowiednio, odpowiada mu liniowe przeksztalcenie F. (Istotnie,
F 16zni od przeksztalcenia liniowego o przesuniecie i przeprowadza 0 na 0.) Podobnie,
obraz podprzestrzeni Ay przestrzeni A, przy mapie zaczepionej w punkcie a € Ay, jest
liniowa podprzestrzenia przestrzeni F*.

Stwierdzenie 3. a) Wsrdd podprzestrzeni przestrzeni A, zawierajgceych dany zbior X #

0, istnieje nagmniejsza (tzn. zawarta w kazdej innej). Jej obrazem przy izomorfizmie S

przestrzeni A na przestrzen liniowq, zaczepionym w punkcie zbioru X, jest lin(S(X)).
b) Niepuste przeciecie rodziny podprzestrzeni przestrzeni A jest podprzestrzeniq.

Dowod. Skoro 0 € S(X), to lin(S(X)) jest na podstawie wniosku la) najmniejsza

podprzestrzenia afiniczng, ktora zawiera S(X). Teza a) wynika wigc ze stwierdzenia
3wplitego,zeY C Z < S(Y) C S(Z)dlaY,Z C A (wobec bijektywnosci S).
Rozumowanie dla b) jest analogiczne: badamy obraz rozwazanych podprzestrzeni przy
mapie, zaczepionej w ich punkcie wspdélnym — jesli taki istnieje. H

Definicja. a) Najmniejsza podprzestrzeni, o ktorej mowa w a), nazywamy powloka
afiniczna zbioru X i oznaczamy af(X).
b) Zbior X nazywamy afinicznie niezaleznym, jesli x ¢ af(X \ {z}) dla x € X.

Zadania. (Nadal, A i A’ sg przestrzeniami afinicznymi nad F, wymiaru k i [, odp.)
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1. a) Niech FF € A(A,A") i a € A. Utworzmy przeksztalcenie J, : A — A takie,
ze W pewnej mapie, zaczepionej w a, odpowiada mu symetria —Ip. przestrzeni F¥, i
analogicznie utworzmy Jy : A" — A’ gdzie ¢’ :== F(a). Udowodni¢, ze FJ, = J, F.

b) Przy F = I, wywnioskowaé, ze wyzej przeksztatcenie J, jest jedyne, i ze w kazdej
mapie, zaczepionej w a, odpowiada mu symetria —Ipx. Ponadto, J, 0 J, = I,.

Uwaga 3. Przeksztalcenie J, nazywamy symetrig Srodkowa przestrzeni A, o Srodku
w a. Zbior X C A nazywamy symetrycznym wzgledem punktu a, za$ a jego
srodkiem symetrii, jesli J,(X) = X. Z zadania 1 wynika, ze przeksztatcenie afiniczne
F przeprowadza zbior symetryczny wzgledem a na symetryczny wzgledem a' := F'(a).
(Istotnie, gdy J,(X) = X, to Ju(F (X)) = FJ,(X)=F(X).) O

2. a) Przez rozne punkty a,b € A przechodzi doktadnie jedna prosta; oznaczamy ja ab.
Jest ona rowna af{a, b}, a gdy A jest przestrzenia liniowa, to ab = {Aa+(1-X\)b: A € F}.
b) Symetria J, wzgledem punktu a przeprowadza prosta ab w siebie.

3. Niech 2p # O (lub, ogolniej, #F > 2). Niepusty zbior Ay C A wtedy i tylko wtedy
jest podprzestrzenia w A, gdy ab C Ag dla kazdych a,b € Ay. (Wskazowka: uzy¢ mapy
zaczepionej w ag € A i skorzystac ze stwierdzenia 3a) i zadania! 8a) z §111.1.3.)

4. Proste K, L w przestrzeni afinicznej nazwiemy réwnolegltymi, jesli w pewnej jej ma-
pie .S, wektor kierunkowy prostej S(K) jest nim zarazem dla prostej S(L). Dowies¢, ze:
a) bez zmiany sensu mozna w tej definicji zastapi¢ stowo ,pewnej” przez ,kazdej”;

b) przeksztalcenie afiniczne przeprowadza proste rownolegte na rownolegte.

5. a) Dla ay, ..., a, € A zachodzi dim(af{ay, ...,a,}) < n.
b) Dla X,Y C A zachodzi af(X UY) = af(af(X)UY).
c) Dla X CAi1F e A(A,A) zachodzi F(af(X)) = af(F(X)).

Zadanie uzupetniajace 1. Niech przestrzen afiniczna A nad ciatlem F bedzie suma mno-
gosciows skoriczenie wielu swych podprzestrzeni. Udowodnié, ze gdy ciato [F jest nieskori-

czone, to ktoras z tych podprzestrzeni jest rowna A. Czy istotne jest to, ze #F = oo?

Zadania ze zbioru Kostrykina: §I1.6.1, zadania 20 i 33.

3. Uklady odniesienia; przypadek podprzestrzeni przestrzeni liniowej.

Definicja. Uklad punktéw (a;)F_, przestrzeni A jest ukladem odniesienia w A, jesli
k= dimA i af{ag, ...,ar} = A. Przestrzei F¥ ma wyrézniony uklad odniesienia, nazy-
wany standardowym; jest nim (e;)¥_,, gdzie ey := 0, a (e;)¥_, to baza standardowa

Yhrzmi ono: Niech V i V’ beda przestrzeniami liniowymi nad cialem F j.w. Woéwczas a) zbior X C V jest podprze-
strzenia liniowa wtedy 1 tylko wtedy, gdy 0 € X i Av+ (1 — M)w € X Vv,w € X, A € F, oraz b) przeksztalcenie
L:V — V' jest liniowe wtedy i tylko wtedy, gdy L(0) =01 L(Av+ (1 —-A)w) = AL(v)+(1-A)L(w) Yv,w eV, A eF.
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przestrzeni liniowej F*.

Uwaga 1. a) Obraz uktadu odniesienia w A, przy izomorfizmie S : A — A’  jest
uktadem odniesienia w przestrzeni A’.

b) Gdy wyzej A’ jest przestrzenia liniowa i S(ag) = 0, to (a;)¥_, jest uktadem odnie-
sienia w A wtedy i tylko wtedy, gdy (S(a;))F_, jest baza przestrzeni A’. (Wynika to z a)
i stwierdzenia 3a) w p.2.)

Stwierdzenie 1. Niech (a;)¥_, bedzie uktadem odniesienia w A, a (al)t_, uktadem punk-
tow w A'. Wowczas istnieje jedyne przeksztatcenie afiniczne F @ A — A’ takie, Ze
F(a;) = a, Yi. Przeksztalcenie to jest izomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy (a )f 0

jest uktadem odniesienia w A’.

Dowo6d. Oznaczmy przez S : A — Vi S : A’ — V' izomorfizmy afiniczne na przestrzenie
liniowe V' 1 V', odpowiednio, i zazadajmy, by S(ap) = 01 S’(aj) = 0. Wiemy, ze
(S(a1))F_, jest bazag w V. Istnieje wiec jedyne takie przeksztatcenie liniowe L : V — V7,
ze L(S(a;)) = S'(a}) dla i = 1,...,k. Za szukane przeksztalcenie F' : A — A’ mozna
obra¢ (wylacznie) przeksztalcenie (S')1LS. Jest ono bijekcja, gdy jest nig L, tzn. gdy
(S'(al))F_, jest baza przestrzeni V. Ostatni warunek jest réwnowazny temu, by (a})r_,
byto uktadem odniesienia w A’. (Por. ponownie uwage 1.) [J

Uwaga 2. a) Dla ukladu odniesienia (a;)¥, w A istnieje wiec jedyna mapa S € A

taka, ze S(a;) = e; dla i = 0,...,k. Mape te nazwiemy wyznaczona przez uktad
(a;)f,, a ciag S(a) € F* — ciagiem wspéirzednych kartezjanskich punktu a € A,
w tym uktadzie odniesienia i w mapie S. Kazda mapa S € A jest wyznaczona przez
jedyny uktad odniesienia, a mianowicie, przez (S~1(e;))%,. (Dlaczego jest to uklad

odniesienia?)

Do korica tego punktu (wtacznie z zadamaml) zakladamy, ze A i A’ sa podprzestrzeniami

afinicznymi pewnych przestrzeni wektorowych A A’ odpowiednio. Oznaczmy przez Vy

podprzestrzen kierunkowa podprzestrzeni A, tzn. te podprzestrzen liniows przestrzeni
A, wzgledem ktorej A jest warstwa. Podobne znaczenie niech ma V.

Stwierdzenie 2. (a;)¥_, jest uktadem odniesienia w A wtedy i tylko wtedy, gdy (a; —
ag)¥_, jest bazq przestrzeni V.

Dowod. Przesuniecie A 5 a — a — ag zadaje zaczepiony w ag izomorfizm afiniczny
S A — Vi. (Jest to bowiem obciecie do A przesuniecia o —ayg, przeprowadzajacego A
na Vj.) Odnoszac do niego uwage 1b) otrzymujemy teze. [J

Stwierdzenie 3. Niech (a;)Y_, bedzie uktadem odniesienia w A, a (al)t_, uktadem punk-
tow w A'. Wowczas:

a) kazdy punkt a € A ma jedyne przedstawienie a = ag + Zle Ai(a; — ag), gdzie
A, Mg €T,
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b) wyzej, (N5, jest ciagiem wspdtrzednych kartezjariskich punktu a w uktadzie (a;)¥_y;
c) przeksztatcenie F', o ktorym mowa w stwierdzeniu 1, jest zadane wzorem
ag+ S0 Nila; — ag) — ahy + S8 Ni(d) — ap), dla My, ..., M\, € F.

Dow6d. Teza a) wynika ze stwierdzenia 2, bo a — ag € V.

Ad c¢). Rozwazmy przesuniecia S : A — Vi i §' : A’ — Vj, zadane wzorami
S(a) = a—agi5(d) := a — aj. Wzor na przeksztatcenie F'| uzyty w dowodzie
stwierdzenia 1, sprowadza sie do podanego w c).

Ad b). Gdy przyja¢ A’ =FFial =e; (i =0,...,k), to w ¢) otrzymamy za F mape,
wyznaczong przez uktad (a;)r_, jak rowniez F(ag + Zle Ai(a; —ag)) = (A, Ap) —
co daje teze b). O

Uwaga 3. * W wielu polskich podrecznikach, uktad odniesienia nazywany jest baza
punktowa. Gdy A jest warstwa przestrzeni wektorowej, informacje o takim uktadzie
(a;)¥_, mozna przekaza¢, wskazujac punkt ag i wektory v; := a; —ag € V3. W tym
kontekscie mowa jest o ukladzie bazowym (ag; v1, ..., v), w ktorym ag € A i (v;)¥,
jest baza przestrzeni kierunkowej V.

Stwierdzenie 4. Gdy X C A ipy€e X, to
af(X) ={po+ > Milpi —po) : s € N,p1, ooy ps € X, A1y o, As € F}, a takze
af(X) ={> g Api:s €N X, .., \s €F,pr,,ps € X i Y0 i =1}

Dow6d. Ponownie, rozpatrzmy izomorfizm S : A — Vj, zadany wzorem S(a) := a — py.
Wobec stwierdzenia 3 w p. 2, przeprowadza on af(X) na zbior lin(S(X)), tzn. na
O N —po) s €Nypr, ey ps € X, A1, A € FL A Ze S(af(X)) = af(X) — po,
to wynika stad pierwsza réwnosé tezy. Druga wynika zas z pierwszej i tozsamosci py +
> Ailpi —po) = D g Aipi gdy Do A = 1.0

Definicja. Kombinacje > 7_, \;p; nazywamy afiniczng lub barycentryczna, jesli Y. \; =
1. Ze stwierdzenia 3a) wynika, ze gdy (a;)¥_, jest uktadem odniesienia w A ia € A, to a
jednoznacznie zapisuje si¢ jako kombinacja barycentyczna > ", Aia;. Jej wspotczynniki
Ao, ---, A to wspolrzedne barycentryczne punktu a w tym uktadzie.

Uwaga 4. Stwierdzen 2-4 dowiedziono przy zalozeniu, ze A wzgl. A’ sa podprze-
strzeniami przestrzeni liniowej. W §6.3 pozbedziemy sie tego zalozenia, nadajac sens
kombinacjom barycentrycznym w dowolnej przestrzeni afinicznej. Dotyczy to tez poniz-
szego stwierdzenia i zadan.

Stwierdzenie 5. Gdy 2y # Op (lub, ogdlniej, #F > 2), to nastepujgce warunki sq
réwnowazne dla przeksztatcenia F: A — A':

a) przeksztatcenie F' jest afiniczne;

b) F' zachowuje kombinacje afiniczne, tzn. F (> ,cp Niai) = D ;cp MiF(a;) dla kazdych
skoniczonych uktadow {a;}icr C A i {\itier CF takich, ze Y, N\ =1;
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c) F' zachowuje kombinacje afiniczne kazdych dwdch punktow,
d) istnieje punkt ag € A i przeksztatcenie liniowe L : Vi — Vi takie, Ze F(a) =
F(ag) + L(a — ag) dla wszystkich a € A.

Dowod zawarty jest w ponizszym zadaniu. (Przyjmujemy zalozenia stwierdzenia.)

Zadanie 1. Niech ag, a, S i S’ beda jak w dowodzie stwierdzenia 3.

i) Dowies¢, ze kazde z przesunie¢ S, S™1, 5, (S")~! zachowuje kombinacje afiniczne.

ii) Wywnioskowaé¢, ze F zachowuje kombinacje afiniczne wtedy i tylko wtedy, gdy
zachowuje je przeksztatcenie L := S'FS™1,

iii) Odnotowac, ze przeksztatcenie F' jest afiniczne wtedy i tylko wtedy, gdy L jest
liniowe, i w oparciu o to i zadanie z odnosnika w p.2 udowodni¢ twierdzenie.

Zadanie 2. Udowodni¢, ze przeksztatcenia L z czesci d) twierdzenia spelnia warunek
F(a) — F(b) = L(a — b) dla wszystkich a,b € A, i wobec tego nie zalezy od punktu ay.

Definicja. Przeksztalcenie L € L(Vi, Vi), o korym mowa wyzej, nazywane jest po-
chodng lub czescia liniowa przeksztalcenia afinicznego F'; oznaczamy je dF. 2

Zadanie 3. Niech przeksztalcenie F': A — A’ bedzie afiniczne i niech (a;)%_, i (al)l_,

1

beda uktadami odniesienia w A i A’ odpowiednio. Oznaczmy przez V baze (a; — ag)¥_,

przestrzeni Vy, a przez V' baze (a) — aj)l_; przestrzeni Vj. Dowiesé, ze:

a) Dla kazdych a,b € A zachodzi réwnosé [F(a) — F(b)}y = [dF % [a — by.

b) Gdy A = A’ to ciagi x i X’ wspotrzednych kartezjariskich punktu a w uktadach
(ai)F_y i (a})F_y, odpowiednio, zwiazane sa zaleznoscia x' = [af — agly + [I]%x.
Zadanie 4. Niech ag, aq, ..., a, € A. Dowies¢ réwnowaznosci warunkow:

a) uktad (a;)l, jest afinicznie niezalezny;

b) wektory a; — ay, ..., a, — ag przestrzeni V tworza uktad liniowo niezalezny:;

c) wektory (ag, 1), ..., (a,, 1) przestrzeni A x F tworza uklad liniowo niezalesny.

4. Euklidesowe przestrzenie afiniczne.

Definicja. a) Gdy G = OA(RF), to zamiast o G-zgodnosci przeksztalceri mowimy o ich
euklidesowej zgodnosci. Przypomnijmy, ze OA(RF) jest grupa, ztozona z przeksztal-
ceit R¥ — R” postaci L + u, gdzie u € R¥ i L : R¥ — R¥ jest izometrig liniowa.

b) k—wymiarowa afiniczna przestrzenia euklidesowa nazywamy kazda pare

(E, &), gdzie E jest zbiorem mocy continuum, a &£ jest euklidesowo zgodnym atlasem
bijekcji E — R”.

2W rachunku rézniczkowym, pochodng w punkcie a € R przeksztalcenia F : R¥ — R! definiuje sie jako przeksztat-
cenie liniowe, ,dostatecznie bliskie” przeksztatceniu R* > v + F(a + v) — F(a). Dla przeksztalcenia afinicznego F,
pochodna w punkcie a nie zalezy od a i jest réwna F'.
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c) Gdy E jest wektorowa przestrzenia euklidesowa, to rozpatrujemy na niej atlas
wyznaczony przez dowolng izometrie liniowa E — R, gdzie przestrzen R¥ wyposazona
jest w standardowy iloczyn skalarny. (Wybor tej izometrii nie gra roli — dlaczego?)

Uwaga 1. Niech (E, &) bedzie euklidesowa przestrzenia afiniczna. Dana mapa S € &
wyznacza, jak kazda bijekcja E — RF, pewien afinicznie zgodny atlas A na E. Atlas ten
zawiera & i jest niezalezny od wyboru mapy S € £ — co wynika stad, ze dla 5,7 € £
mamy TS~ € OA(R*) € GA(RF). Atlas A nazywamy atlasem afinicznym prze-
strzeni euklidesowej (I, &), zas atlas € —jej atlasem euklidesowym. FEuklidesows
przestrzen afiniczna mozna wiec tez traktowac jako przestrzen afiniczng (z wyznaczonym
przez € atlasem A). Pozwala to mowi¢ o przeksztatceniach afinicznych pomiedzy prze-
strzeniami euklidesowymi i o (afinicznych) podprzestrzeniach takich przestrzeni. (Odpo-
wiednik tej uwagi pozostanie stuszny dla dowolnej przestrzeni, wyposazonej w G—zgodny
atlas, gdzie G jest podgrupa grupy GA(F¥).)

Atlas euklidesowy umozliwia zdefiniowanie nowych poje¢. Oto kilka z nich.

Przyktad 1. Niech o,p,q € E. Obierzmy mape S € &£, zaczepiona w o, i niech a :=
Z{u, v} oznacza miare kata pomiedzy wektorami u := S(p) i v := S(q) w przestrzeni
unitarnej R* (ze standardowym iloczynem skalarnym). Warto$é a nie zalezy od wyboru
S. Istotnie, gdy przy pomocy innej mapy S’ € & zaczepionej w o zdefiniujemy u’, v’ i
o, tou' =U(u)iv =U(v)dlaU =SS! bedacego liniows izometria, wobec czego
a = . (Liniowos¢ U wynika stad, ze U(0) = 01 U € OA(R").)

Definicja. a) Liczbe a nazywamy miara kata poq i oznaczamy Z{poq}.

b) Odleglosé d(p, q) punktoéw p, g € E definijemy jako liczbe ||S(p) — S(q)||, gdzie
S € & jest dowolng mapa euklidesowa, za$ || | oznacza standardowa norme w RF.
(Liczba ta nie zalezy od S; dlaczego?)

Definicja. Niech (E, &) i (E', ") beda afinicznymi przestrzeniami euklidesowymi wymia-
row k il, odpowiednio, a X C [E bedzie niepustym zbiorem. Przeksztalcenie F': X — E/
nazywamy zanurzeniem izometrycznym, gdy d(F(z1), F(z9)) = d(x1, x3) Vo1, 29 €
X. Gdy ponadto F(X) =E' to F nazywamy izometria.

Twierdzenie 1. Przy tych oznaczeniach, zanurzenie izometryczne F : X — E' mozna
jednoznacznie przedtuzyé do afinicznego zanurzenia izometrycznego F : af(X) — E'.

Dowod. Obierzmy = € X i mapy S € £,5" € &, zaczepione w x i F(x), odpowiednio.
Przeksztalcenie G : S(X) — R!, zadane wzorem S(X) 2 y — S'FS~(y), spehia
warunek G(0x) = 0; i jest zanurzeniem izometrycznym (bo F nim jest, a S 1 5’ sg
izometriami, z definicji odlegtosci w E 1 E'). Na podstawie twierdzenia 2 w §V.5.1, G
przedluza sie jednoznacznie do liniowego zanurzenia izometrycznego G : lin(S(X)) —
R!. Za F mozemy wiec obrad (tylko) przeksztalcenie Sé(S’ =
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Whiosek 1. Kazde zanurzenie izometryczne E — &' jest afiniczne. O

Whniosek 2. a) Zanurzeniu izometrycznemu B — E' odpowiada w mapach euklidesowych
przeksztatcenie postaci RF 3 v — Av +u € R!, gdzie u € R! i kolumny macierzy
A € M, tworzg uktad ortonormalny.

b) Zanurzenie izometryczne (odp. izometria) z & do E' istnieje wtedy i tylko wtedy,
gdy dimE < dimE’ (odp. dimE = dimE’). B

Uwaga 2. * Nietrudno zdefiniowa¢ zespolone odpowiedniki euklidesowych przestrzeni
afinicznych, oraz ich zanurzenia izometryczne i izometrie. Odpowiedniki twierdzenia 1 i
wniosku 1 nie sy jednak prawdziwe; patrz ¢wiczenie po wniosku 1 w §V.5.1). H

Definicja. Uktad punktow (p;), euklidesowej przestrzeni afinicznej E nazywamy orto-
normalnym, gdy d(po,p;) = 1 oraz Z{pipop;} = w/2 dlai,j=1,...,n,i #j.

Uwaga 3. Dla punktow py, ..., pr € E réwnowazne sg warunki:

a) uktad (p;)r_, jest ortonormalny i k = dim E;

b) (pi)k_, jest uktadem odniesienia, a wyznaczona niego mapa afiniczna jest euklidesowa.
Istotnie, gdy zachodzi b), to dla pewnej mapy euklidesowej S jest p; = S~ (e;) Vi. Z

definicji nastepujacej po przyktadzie 1 wynika wiec, ze uktad (p;)%_, spetnia warunek a),

bo spetnia go uktad (e;)¥_,. Odwrotnie, gdy (p;)%_, jest jak w a), za$ Sy jest dowolng

mapa euklidesowa, zaczepiong w pg, to uktad (So(p;))¥_; jest ortonormalng baza prze-

strzeni R¥, podobnie jak (e;)¥ ;. Istnieje wiec izometria liniowa T : R¥ — R¥ taka, 7e

T(So(p;)) = e;¥i. Tym samym dla S := T'Sy zachodzi S € £ (bo Sy € £1 T € O(RF)),

i S jest mapa afiniczng wyznaczona przez uklad (p;)r_, (bo S(p;) = e; Vi).

Zadanie 1. a) Niech u € R? a L bedzie obrotem liniowym plaszczyzny R?, réznym
od identycznosci. Dowiesé, ze przeksztatcenie L + u ma punkt staty i w dowolnej mapie
euklidesowej, zaczepionej w tym punkcie, odpowiada mu obroét liniowy.

b) Dowies¢ podobnej tezy przy L bedacym odbiciem prostej R wzgledem zera.

¢) Dowieé, ze kazda izometria przestrzeni R¥ zapisuje sie w pewnej mapie euklideso-
wej jako suma ortogonalna przeksztatceni, z ktorych wszystkie poza byé¢ moze jednym sa
przesunieciami prostych lub obrotami liniowymi ptaszczyzn, a pozostate (jesli istnieje)
jest liniowym odbiciem prostej. (Wskazowka: zapisa¢ izometrie w postaci L + u, gdzie
L € O(R*) i u € R¥; do L zastosowa¢ wniosek 1 w §VI.3.3, a u rozbi¢ na sktadowe w
rozwazanej we wniosku sumie prostej ptaszczyzn i prostych.)

e) Wywnioskowaé¢, Ze zmieniajgca orientacje izometria plaszezyzny E? jest syme-
tria z poslizgiem, tzn. w pewnej (euklidesowej) mapie odpowiada jej przeksztatcenie
(x1,x2) — (—x1, 29 + ¢), gdzie ¢ € R. Podobnie, ruch (czyli zachowujaca orientacje
izometria) 3-wymiarowej przestrzeni [E3 jest ruchem $rubowym, tzn. w pewnej mapie
odpowiada mu przeksztatcenie, bedace ztozeniem obrotu wokot osi Res z przesunieciem
wzdhuz tej osi. (Jest to twierdzenie Chaslesa.) Opisa¢ tez ruchy plaszczyzny E2.
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5. * Co otrzymujemy dla liniowej zgodnos$ci: zadanie i komentarz.

Zadanie uzupetiajace 1. ** Nazwijmy bijekcje S, T : A — F* liniowo zgodnymi, gdy
TS~! € GL(F*). Zmiefimy definicje z p.1, uzywajac zgodnogci liniowej zamiast afinicz-
nej. Otrzymamy klase przestrzeni z wyréznionymi atlasami i klase przeksztatcen miedzy
nimi. (Pierwsze odpowiadaja przestrzeniom afinicznym, a drugie przeksztalceniom afi-

nicznym.) Udowodnié, ze kazda z otrzymanych przestrzeni (A, .A) mozna wyposazyé w
jednoznacznie wyznaczong strukture przestrzeni wektorowej tak, by wszystkie te prze-
ksztatcenia staty sie liniowe.

Uwaga 1. ** Zadanie to uzasadnia stwierdzenie ze wstepu do rozdziatu II, iz teo-
rie skoriczenie—wymiarowych przestrzeni liniowych mozna opisé uzywajac jedynie prze-
ksztatcen liniowych pomiedzy przestrzeniami wspotrzednych. Mozliwosé ta nie jest jed-
nak necaca: przestrzenie liniowe czesto w matematyce spotykamy i zastapienie ich | prze-
strzeniami z liniowo zgodnymi atlasami” nie jest celowe.

Uwaga 2. ** Rowniez teorie liniowych przestrzeni euklidesowych (odp. unitarnych)
mozna ujacé, postugujac sie atlasami ,ortogonalnie zgodnymi” (odp. unitarnie zgod-
nymi”). Teoria przestrzeni afinicznych tym wiec wybiega poza to, co omawiano w po-
przednich rozdziatach, ze dopuszcza zgodnosé map wzgledem grup nieco szerszych, niz
liniowe, bo zawierajacych tez przesuniecia. O ile przedtem badalismy (cho¢ nie byto to
tak formutowane) wlasnosci niezmiennicze wgledem grup liniowych, wymienionych w §1,
to obecne zajecie si¢ przestrzeniami afinicznymi oznacza badanie wlasnosci niezmienni-
czych wzgledem podgrup grup afinicznych GA(F"), n € N.

§ 3. Funkcje kwadratowe na przestrzeniach afinicznych

Jak zawsze przy badaniu funkcji kwadratowych zaktadamy, ze w ciele skalaréw 2 # Op.

Ponadto, nie wymieniamy juz atlasu przestrzeni afinicznej i dla prostoty méwimy, ze
przestrzenia ta jest zbior A (zamiast: para (A, .A)). Oczywiscie, domyglnie atlas .4 nadal
istnieje 1 wielokrotnie wykorzystujemy mapy, czyli nalezace do A bijekcje A — F*.

Przy mnozeniu przez macierz, ciagg skalarow czy zmiennych utozsamiamy z macierzg
o jednej kolumnie.

1. Afiniczna ré6wnowazno$¢ wielomianéw kwadratowych

Definicje i oznaczenia. a) Wielomian p = 2?;’:1 ;i TiT; + Zle b;z; + ¢ bedziemy kréotko

zapisywaé x'Ax + b'x + ¢, gdzie A := (ay)},_;, b = (b)j_; i x := (x;)}_;. Forme
x'Ax nazywamy czescia gtowna wiclomianu p, a jej rzad i (gdy F = R) sygnature

nazywamy rzedem i sygnatura wielomianu p i oznaczamy rk(p) i o(p).
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b) Niech C € M(F) i v € F*. Jedli det(C) # 0, a po zastapieniu w wielomia-
nie p kazdej ze zmiennych x; przez Z§:1 ¢ijyj + v; otrzymamy wielomian p’ zmiennych
Y1, .-, Yk, to powiemy, ze podstawienie x = Cy + v przeprowadza p w p’. Podsta-
wienie takie nazwiemy afinicznym, a gdy v = 0 —liniowym.

Nazwy zmiennych mozemy zmieniaé¢, i nierzadko bedziemy traktowaé¢ p’ nadal jako
wielomian zmiennych z1, ..., zj (by nie wprowadzac ich zbyt wiele). Z rezultatow z §VII.1
wynika, ze sformutowang zaleznos¢ mozna rownowaznie wyrazi¢ tak:

C jest macierza nieosobliwg i p/(y) = p(Cy + v) dla wszystkich y € F* (2)

Gdy wiec utozsamié wielomian p z odpowiadajacg mu funkcjg wielomianows, to pod-
stawieniu x = Cy + v odpowiada zlozenie p z izomorfizmem y +— Cy + v. Dlatego
niekiedy méwimy o podstawieniu x = F(y), gdzie F' € GA(F¥); piszemy tez p’' = po F.

Uwaga 1. Bywa, ze podstawienie x = Cy + v tatwiej jest wykorzysta¢ w réwnowaznej
postaci y = C7!x — C~'v. Na przyktad, podstawienie 1y, = 21 + T2, yo = 270 W
oczywisty sposob przeprowadza x3 + 2x129 + 23 W vy, podezas gdy przy uzyciu zapisu
1 =Y — Yo, Ty = %yg nie jest to tak widoczne.

Definicja. Wielomiany p,p’ € F|xq, ..., x| sa afinicznie (odp.: liniowo) ré6wnowazne,
jesli pewne podstawienie afiniczne (odp. liniowe) przeprowadza p w p'.

Uwaga 2. a) Zmiana kolejnosci zmiennych jest podstawieniem liniowym.

b) Tak afiniczna, jak i liniowa réwnowaznosé wielomianéw sg relacjami rownowazno-
Sci. (Wynika to stad, ze GA(F¥) jest grupa.)

¢) Afinicznie rownowazne wielomiany maja ten sam stopieri. B

Twierdzenie 1. Gdy podstawienie x = Cy-+v przeprowadza wielomianp € F<o[xy, ..., xk]
wyp , to macierze A i A’ ich czesci glownych pozostajg w zaleinosci A’ = C'AC.

Dowod. Zapiszmy p w postaci x'Ax + b'x + ¢, gdzie b € FF i ¢ € F. Podstawienie
X = z + v przeprowadza p w wielomian (z + v)'A(z + v) + b'(z+ v) + ¢ = z2'Az +
(2vIA)z + (VIAv + ¢), o tej same] macierzy czesci glownej. Natomiast podstawienie
z = Cy zmienia te macierz w zadany sposob (patrz §VII.1.3). O

Wniosek 1. Czesci gtowne afinicznie rownowaznych wielomianow kwadratowych sq li-
niowo rownowazne; majq one wiec ten sam rzqd, a przy F =R 1 te samq sygnature.

2. Upraszczanie wielomianéw kwadratowych podstawieniem afinicznym

Lemat 1. Niechp =Y, \ia? + Zle bix; + ¢, gdzie A1, ...\, #0 1 r < k. Wowczas
przesuniecie y = X + v, o odpowiedni wektor v € F¥, przeprowadza p w wielomian
S YR+ Zf:rﬂ biy; + ¢, dla pewnego skalara .
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Dowod. Mamy p = >0 Ni(2? + g—xz) - Zf i1 Di; —I— c. ,Uzupelianie do pelnego
kwadratu” w daje x? + i z; = (z;+v;)* —v? dla v : QA ,skad p = >0 Ni( +vi)2 +

Zf:TH bz + (¢ — S0 i1 AvF). Mozna wiec przyjac¢ v := (vy, ..., v;,0,...,0). O

Twierdzenie 1. Dany wielomian kwadratowy p € Flxy, ..., xx] jest afinicznie réwno-
wazny wielomianow: jednej z dwoch nastepujgcych postaci:

Z)\ix?wka, gdzie 1 <r<k-—1 oraz A\y,...,\, #0 (3)
i=1
Z)\ix? +c¢, gdzie 1 <r<k oraz A\j,..,\. #£0 (4)
i=1

Dowod. Szukane podstawienie otrzymamy jako ztozenie podstawien opisanych nizej.

a) Diagonalizujemy czesé glowna wielomianu p podstawieniem liniowym. (Patrz tw.
Lagragne’a w §VII.1.3.) Wobec twierdzenia z p.1, otrzymamy wielomian, ktérego czes¢
kwadratowa jest postaci Ajx? + ... + \a?, gdzie 1 <r < ki, ..., \ #0.

b) Korzystajac z lematu, przeprowadzamy otrzymany wielomian w wielomian p’ o tej
samej czesci kwadratowej, lecz o czesci hmoweJ postaci ZZ 1 biTi + c.

c)Jeslib; =0dlai=r+1,....k, to p jest postaci (4). Jesli nie, zmieniamy kolejnosé
zmiennych, uzyskujac by # 0, po czym stosujemy podstawienie vy = Zf:r 41 bii+c oraz
y; = x; dla i < k. Przeprowadza ono p’ w wielomian >, \jy? + yx, postaci (3). (Ma-
cierz podstawienia jest niesobliwa, bo jest dolnie trojkatna, z przekatna (1,1, ..., 1, bx).)

Uwaga 1. Laczac (3) i (4) i ,gubiac” r mozemy twierdzenie zapisa¢ tak: badany
wielomian p mozna podstawieniem afinicznym przeprowadzi¢ w wielomian postaci

k
Z Nx? +exp + ¢, gdzie e € {0,1} oraz e\, = ec = 0 # ;. (5)
i=1
Zadanie uzupetiajace w p.5 wykaze, ze p wyznacza jednoznacznie € i ¢ (lecz nie \;!).
Uwaga 2. Z wniosku z p. 1 wynika, ze wyzej:
a) liczba r niezerowych wspoltezynnikow A; jest rowna rzedowi wielomianu p, oraz
b) gdy F = R, to wérdod wspotezynnikow A; jest s dodatnich i ¢ ujemnych, gdzie
(s,t) = a(p).
Uwaga 3. Gdy F = C, to mozna w (5) uzyska¢, by \; € {0, 1} dla kazdego i. (Wystar-
cza w tym celu dokonaé¢ dodatkowych podstawien y; = /\x; dla i takich, ze \; # 0.)
Podobnie, przy F = R mozna uzyska¢, by A\; € {0,1, —1}.
Definicja. Niech F € {C,R}. Wielomian postaci (5), z {\;}%_; € {0,1} gdy F = C, za$
z {1}, € {0,1, -1} gdy F = R, nazywamy afinicznie kanonicznym.
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Zadanie uzupeliajace 1. Niech podstgwi/egie x = Cy + v przeprowadza wielomian
p € Folxy,...,xr] w p/. Niech dalej A, A’ € M1 beda rozszerzonymi macierzami
wielomianow p i p/, 0dpow1edn10 (patrz koniec punktu 2 w §VIIL.1).

a) Wykazac, ze Al = (C)tAC odzie C jest macierza powstala z C przez dopisanie
(0,...,0,1) € F*1 i (vy, ..., v, 1) jako  ostatniego wiersza i kolumny, odpowiednio.
b) Wywnioskowaé, ze rk(A) = rk(A’) a gdy F = R, to takze o(A) = J(A’)

3. Wiecej o przypadku rzeczywistym: podstawienia euklidesowe.

Definicja. Niech C € My (R) oraz v € R*. Podstawienie x = Cy + v nazwiemy
euklidesowym, gdy C'C = 1.
Latwo widzie¢, ze odwrotno$é i ztozenie takich podstawien tez nim jest.

Twierdzenie 1 (o postaci euklidesowo—kanonicznej wielomianu kwadratowego). Rze-
czywisty wielomian kwadratowy k zmiennych mozna podstawieniem euklidesowym prze-
prowadzié w wielomian postact

Z Na? +exp + ¢, gdzie el = ec =0 # Ay (6)
i=1

Dowod. Powtorzymy dowod twierdzenia 1 z p.2, zwracajac uwage na to, by uzywac¢ pod-

stawien euklidesowych. Przy oznaczeniach wezesniejszego dowodu, w kroku a) wystarcza
skorzystac¢ z twierdzenia 1 w §VII.2.2, by uzyska¢ ortogonalna macierz podstawienia. W
kroku b) uzyto podstawienia przesuniecia, a wiec euklidesowego. Istotnej zmiany wy-
maga tylko krok c); opiszemy J@ ponizej.

Niech p' = >0 \ix? + Zi:r—i—l bix; + ¢, gdzie r < ki b, # 0. Unormujmy wek-
tor (byy1,...,br) € RF" uzyskujac wektor v;, = %(brﬂ, ..., br) diugosci 1. Nastepnie,
rozszerzmy {vj} do ortonormalnej bazy {v,;1,...,vi} przestrzeni R*¥". Przyjmijmy
C = diag(1,...,1,B), gdzie B € M., jest klatka o wierszach v, 1, ..., vi. Oczywiscie,
macierze B i C sa ortogonalne. Podstawienie y = Cx jest wiec euklidesowe i w oczy-
wisty sposéb przeprowadza wielomian p’ w Y7 \y? + eyy, + ¢. Pozostaje pozby¢ sie
stalej ¢, podstawiajac nowa zmienng za yy, + c¢/e. [

Stwierdzenie 1. Przy oznaczeniach twierdzenia, liczby Ay, ..., A, wyznaczone sq jedno-
znacznie 2 doktadnos$ciq do kolejnosci, jako prerwiastki wielomianu charakterystycznego
macierzy A czesci gtownej rozwazanego wielomianu (z uwzglednieniem krotnosci).

Dowdd. Zgodnie z lematem 1 w p.1, kazde podstawienie x = Cy + v zmienia wielomian
p na taki, ktorego czesé gtowna ma macierz D = C'AC. Gdy C! = C~!, to macierze
D i A sa podobne, i jesli D = diag(Ay, ..., Ax), to xa = xp = [[;(Ai —z). O
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Uwaga 1. Postaci (5) i (6) roznia sie tylko warunkiem na e. W §5.4 udowodnimy, ze
liczba |e| w (6) jest wyznaczona jednoznacznie. Jest tak iz liczba ¢, patrz uwaga 1 w p.1.

Definicja. Gdy F = R, wielomian postaci (6) nazywamy euklidesowo kanonicznym.

Zadania ze zbioru Kostrykina: Znalezé podstawienia afiniczne (odp. euklidesowe), prze-
prowadzajace wielomian z zadania 23 e) (odp. 24 h)) w §I1.6.4 w wielomian postaci
kanonicznej.

4. Funkcje stopnia < 2 na przestrzeniach afinicznych.

Niech u : A — F bedzie funkcja na przestrzeni afinicznej A.

Definicja. Wielomian p € F[zy, .., 7;] odpowiada funkcji v w mapie S : A — F¥,
jesli u(a) = p(S(a)) dla kazdego punktu a € A (czyli, jesli u = p o S). Mowimy tez, ze
p odpowiada u w ukladzie odniesienia (a;)%_,, wyznaczajacym mape S.

Uwaga 1. a) Gdy A jest warstwa w przestrzeni wektorowej, to taki wielomian p, o ile
istnieje, jest wyznaczony warunkiem, by dla wektorow v; := a; —ag 1 dowolnych skalarow
Ai (1 =1,..., k) spelniona byta tozsamosé p(Aq, ..., Ax) = u(ag + Zle Aivi).

b) Jesli funkcji u w mapie S odpowiada wielomian p, to innej mapie T" odpowiada
jej wielomian p/, otrzymany z p podstawieniem x = F(y), gdzie F := ST~! € GA(F¥).
Istotnie, z rownosci u = po Sip =po (ST!) wynika, ze p' o T = u. [J

c) Jak wiemy z §VII.1.1, w danej mapie funkcji u odpowiada¢ moze tylko jeden
wielomian stopnia < 2.

Definicja. Funkcja u jest jest stopnia n, co oznaczamy deg(u) = n, gdy w pewnej mapie
odpowiada jej wielomian stopnia n, lecz nie odpowiada jej wielomian nizszego stopnia.
(Tu zawsze bedzie n < 2.) Gdy deg(u) = 2, funkcje u nazywamy kwadratowa. Funkcja
wielomianowa to taka, ktora jest stopnia n dla pewnego n € {—00,0,1,2,...}.

Uwaga 2. a) Wyzej, mozna ,,pewnej” zastapic¢ przez ,kazdej”, por. uwagi 2¢) w p.11i 1b).
b) Rzad i (gdy F = R) sygnatura wielomianu, odpowiadajacego funkcji kwadratowej
u w danej mapie, nie zaleza od mapy. Oznaczamy je przez rk(u) i o(u), odpowiednio.

Uwaga 3. Mozemy ,odwrocié¢” uwage 2 i stwierdzic¢, ze:
a) Jesli wielomian p odpowiada danej funkcji w mapie S, to wielomian p’, powstaly
z p w wyniku podstawienia afinicznego x = F(y), odpowiada jej w mapie T := F~1S.
b) Wyznaczajacy te mape T uktad odniesienia (b;)7, jest (z definicji) zadany tym,
ze by = T1(e;) Vi. Oznacza to, ze i—ty punkt b; jest réwny S™1F(e;), a jego ciag S(b;)
wspotrzednych kartezjanskich, w ,wyjsciowej” mapie S, jest rowny F(e;).

Zadanie 1. a) Funkcje A — F stopnia < n tworza przestrzen liniowa.
b) Ztozenie takiej funkcji z przeksztatceniem afinicznym A" — A tez jest stopnia < n.
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Zadanie uzupetniajace 1. Niech A bedzie warstwa w przestrzeni liniowej. Dowies¢, ze:
a) Funkcja v : A — T jest kwadratowa wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja Vi 3 v —
u(a+v) —u(b — v) jest afiniczna i rézna od statej, dla kazdych a,b € A.
b) Gdy funkcja u : A — F jest kwadratowa i p,(v) := u(a + v) + u(a — v) — 2u(a)
dlaae Aiv eV, top,: Va — F jest formag kwadratowa, niezalezng od punktu a.

5. Srodki symetrii funkcji kwadratowych.

Definicja. Punkt a przestrzeni afinicznej A jest Srodkiem symetrii funkcjiu: A — T,
jesli rownosé u(x) = u(x’) zachodzi dla kazdej pary punktow x,x’ € A, symetrycznej
wzgledem a. Punkt a € F* jest $rodkiem symetrii wielomianu k zmiennych, jesli
jest §rodkiem symetrii wyznaczonej przez ten wielomian funkcji F* — TF.

Uwaga 1. Niech F': A — A’ bedzie przeksztalceniem afinicznym i niech a € A. Jesli
punkt F(a) jest srodkiem symetrii danej funkcji w : A" — T, to a jest sSrodkiem symetrii
ztozenia uo F'. (Wynika to z uwagi 3 w §2.2.) Gdy F jest bijekcja, to implikacja odwrotna
tez ma miejsce, bo poprzednia mozna odniesé¢ do F~ L.

Lemat 1. Niech p = x'Ax + b'x + ¢ (nie zaktadamy, ze A = A?). Do tego, by punkt
d € F* byt srodkiem symetrii wielomianu p potrzeba i wystarcza, by (A+ A')d+b = 0.

Dowdd. Oba warunki oznaczaja rownosé wielomianow p(d + x) i p(d — x). B

Uwaga 2. * Przy tych oznaczeniach, wielomian Z?zl(aij + aj;)xj + b; nazywamy i-ta
pochodna czastkowa wielomianu p i oznaczamy 0;p. (Bierze sie to stad, ze (9;p)(d)
jest przy F = R pochodng w punkcie d; wielomianu zmiennej z;, otrzymanego przez
przyjecie z; = d; dla j # i.) Tak wiec punkt d € F* wtedy i tylko wtedy jest érodkiem
symetrii wielomianu p € Foy|xy, ..., 2], gdy (Oip)(d) = 0dlai =1,....k — czyli gdy d
jest tzw. punktem krytycznym dla p. (Punkty takie moga nie istniec.)

Wnhniosek 1. Niech M oznacza zbior Srodkow symetrii wielomianu p = Zle Nw?texp+
c, gdzie e\, =0. Gdye #0, to M =0, a gdyc =0, to M = {v € F¥ : \ju; =0 Vi} i
p(M) ={c}. O

Zadania uzupetniajace.

1. Cdy wielomianym p = S>F_ \a? +exp +cip = 320 Na? +e'zy, + ¢ sa afinicznie
rownowazne i e\, =0=¢'A\,toe=0= (¢ =01ic=/¢).

2. Dla wielomianu p = x'Ax + b'x + ¢ udowodni¢ wzor Taylora: p(x + v) = p(x) +
> (0ip)(x)v; + vIAv.
Zadania ze zbioru Kostrykina: 71 8 w §11.6.4
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§ 4. Hiperpowierzchnie algebraiczne niskich stopni.
1. Zbiory i opisujace je réwnania.

Niech X bedzie podzbiorem przestrzeni afinicznej A, a S : A — F* pewna jej mapa.
Jedli funkcja f : F¥ — T spelnia warunek

X ={acA:[f(5(a) =0}, (7)

to powiemy, ze zbior X jest w mapie S zadany rownaniem f(x) = 0. Warunek (7)
jest réwnowazny temu, by S(X) = f71(0), a takze temu, by X = (f o S)~1(0).

Wielokrotnie stara¢ sie bedziemy tak obra¢ mape S czy wyznaczajacy ja uktad od-
niesienia, by otrzymac¢ mozliwie przejrzyste rownanie, opisujace dany zbior.

Uwaga 1. Niech X i X’ bedg podzbiorami przestrzeni A i A’, odpowiednio.

a) Jesl izomorfizm F' : A — A’ przeprowadza X na X' i zbior X' jest w pewnej mapie
S’ zadany rownaniem f'(x) = 0, to zbior X jest zadany tymze réwnaniem w mapie
S =80 F. (Jest tak, bo S(X) = S"(X") i S"(X') = (f)~1(0).)

b) Odwrotnie, jesli zbiory X i X' sa zadane wspolnym rownaniem w mapach S i .S,
odpowiednio, to izomorfizm (S")"to S : A — A’ przeprowadza X na X'. (Jest tak, bo
S(X) = S'(X'), jako zbiory zer wspoélnej funkcji.)

¢) Gdy w mapie S zbior X jest zadany réownaniem fi(x) = 0, to w mapie S jest
zadany réwnaniem fo(x) = 0, gdzie fo := fi0S; 05, B
Definicja. Niech A i A’ beda przestrzeniami afinicznymi nad tym samym cialem. Po-
wiemy, ze zbioér X C A jest afinicznie réwnowazny zbiorowi X' C A’) jesli istnieje
izomorfizm afiniczny F : A — A’ taki, ze F(X) = X'.

Gdy A i A’ sg euklidesowymi przestrzeniami afinicznymi i za F mozna obra¢ izometrie,

to powiemy, ze zbiory X i X’ sg euklidesowo rownowazne.

Whniosek 1. Podzbiory X, X' przestrzeni afinicznej wtedy i tylko wtedy sq afinicznie
rownowazne, gdy w pewnych mapach zadane sq tym samym rownaniem.

Tak samo jest z euklidesowq rownowaznosciq w euklidesowych przestrzeniach afinicz-
nych (mapy majg wtedy byé euklidesowe). [

Zadanie 1. Hiperptaszczyzna w przestrzeni afinicznej moze w kazdej mapie by¢ za-
dana réwnaniem liniowym, i to réwnanie liniowe jest przez mape i hiperptaszczyzne
wyznaczone jednoznacznie z doktadnoscia do proporcjonalnosci. Zas przy odpowiednim
wyborze mapy, rownaniem jest x1 = 0.

Zadanie 2. Niech u bedzie funkcja kwadratowa na przestrzeni afiniczne;j.
a) Gdy u~1(0) zawiera hiperptaszczyzne, to u jest iloczynem dwoéch funkeji afinicz-
nych. (Wskazowka: obra¢ mape, w ktorej rownaniem hiperptaszezyzny jest x1 = 0.)
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b) Gdy u=1(0) jest hiperplaszczyzna, to u = A f?, gdzie f jest funkcjq afiniczng i A € F.

2. Zbiory algebraiczne i kwadryki.

Definicja. a) Podzbior X przestrzeni afinicznej A jest hiperpowierzchnia (algebra-
iczng) stopnia < n, gdy X = u 1(0) dla pewnej funkcji wielomianowej u : A — F
stopnia < n. (Dla nas wazny bedzie tylko zakres n < 2.)

b) Gdy hiperpowierzchnia X jest stopnia < n, lecz nie < n — 1, to powiemy, ze jest
stopnia n i piszemy deg(X) = n.

Uwaga 1. Hiperpowierzchnie stopnia n mozna w kazdej mapie zadaé¢ réwnaniem stop-
nia n, lecz nie nizszego. Wynika to z uwagi 3a) w §3.4, odniesionej do powyzszej funkcji u.

JHiperpowierzchnia” w R jest zbiorem skoiiczonym, w R? jest na ogot krzywa, a i w
R3 moze by¢ punktem czy zbiorem pustym czy prosta, ktorym daleko do ,powierzchni”
lub do ,hiper”. Niekiedy wiec za |[Borsuk| uzywam sugestywnej nazwy twor stopnia n.

Przeciecie hiperpowierzchni moze nie byé hiperpowierzchnia. 7 tego wzgledu wicksze
znaczenie maja ich skoriczone przeciecia, zwane zbiorami algebraicznymi. Tu jednak
skupimy uwage na hiperpowierzchniach, i to stopnia < 2.

Definicja. Kwadryka w przestrzeni afinicznej A nazywamy zbior zer u=1(0) funkcji
kwadratowej v : A — [F.

Uwaga 2. a) Kwadryka jest hiperpowierzchnia stopnia < 2 i w kazdej mapie mozna ja
zadaé¢ rownaniem kwadratowym.

b) Hiperpowierzchnia stopnia 1 w A jest kwadryka (bo u(z) = 0 < u?(x) = 0).

c¢) Jedyna hiperpowierzchnia stopnia 0 jest zbior pusty, a jedyna stopnia —oo jest
przestrzen A; sa one zbiorami zer funkeji 11 0, odpowiednio. Zbior pusty jest kwadryka
gdy F =R, lecz nie gdy F = C; zas A nie jest kwadryks gdy #F > 2. (Dlaczego?) B

Zadania.

1. Dla tworu (=hiperpowierzchni) X stopnia < n w przestrzeni A dowies¢, ze:

a) Gdy dimA = 1, to X = A lub X liczy nie wiecej, niz n punktow.

b) Gdy A’ jest przestrzenia afiniczng i przeksztalcenie F' : A’ — A jest afiniczne,
to F71(X) jest tworem stopnia < n w A’; por. zadanie 1b) w §3.4. Stad Ay N X jest
tworem stopnia < n w kazdej podprzestrzeni Ay C A.

c) Kazda prosta w A, zawierajaca wiecej niz n punktow zbioru X, jest w X zawarta.
(Bedziemy z tej waznej whasnosci korzysta¢ bez powotywania sie na zadanie.)

2. Czy spirala {(t cost,tsint) : t € R} jest podzbiorem jakiegokolwiek zbioru algebra-
icznego w R?, dodatniego stopnia ?
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3. a) Suma skoriczenie wielu hiperpowierzchni w F* jest hiperpowierzchnia, i tak samo
jest dla zbiorow algebraicznych.
b) Gdy F = R, to mozna wyzej zastapi¢ stowo ,suma’ przez ,przeciecie”.
c¢) Czy wolno takiej zmiany dokonaé, gdy F = C?

4. a) Podprzestrzen przestrzeni afinicznej jest zbiorem algebraicznym i w kazdej mapie
mozna ja zadac jako zbior rozwigzan pewnego uktadu réwnan liniowych.
b) Hiperpowierzchnia stopnia 1 w przestrzeni afinicznej jest w niej hiperptaszczyzna.

Zadanie uzupekiajace 1. Dowies¢, ze przeciecie dwoch hiperpowierzchni X, Y w R jest
hiperpowierzchnia stopnia < 2 sup(deg(X), deg(Y")). Czy mozna wyzej zastapi¢ prawa
strone przez sup(deg(X),deg(Y))? Jak jest przy R* zastapionym przez C*?

2. * Dowies¢, ze gdy przestrzen afiniczna A jest suma skonczenie wielu zbioréw alge-
braicznych, a ciato skalaréow jest nieskonczone, to ktorys z tych zbiorow jest rowny A.
Mozna korzystac z tego, ze pierscieri Flxy, ..., x| nie ma dzielnikéw zera.

3. Wyznaczanie klasy proporcjonalnosci funkcji kwadratowej przez jej zbior zer.

W tym i nastepnym punkcie zaktadamy, ze A jest przestrzenia afiniczng nad ciatem F
takim, ze 2p # Op i #F > 5. (Procz ciat charakterystyki 2 wytacza to Zs3 i Zs.)

Zasadnicza cecha tworéw, czy ogdlniej zbiorow algebraicznych, jest to, ze pewne ich
wtasnosci moga byé¢ wynioskowane z wtasnosci wyznaczajacych je wielomianow. W
odniesieniu do kwadryk, umozliwia to nastepujace

Twierdzenie 1. Niech u,w : A — F bedq takimi funkcjami kwadratowymi, ze () #
u1(0) € w™(0). Jesli zbior u=1(0) jest niepusty i nie jest podprzestrzeniq, to w = Au
dla pewnego skalara \.

Dla uproszczenia zapisu dowodu zalozymy nizej, ze dim A > 2, co nie jest istotne.
Potrzebna jest nastepujaca wtasnosé¢ tworow ptaskich:

Lemat 1. Niech X bedzie tworem stopnia < 2 na ptaszczyinie afiniczney.

a) Jesli #X > 1 1 X jest podzbiorem sumy dwdch prostych, to zawiera prostq.

b) Jesli X zawiera prostq, to jest prostq lub ptaszczyzng lub (mnogosciowq) sumg
dwoch prostych.

Dowod. Ad a). Jesli #X > 4, to X zawiera te z rozwazanych dwoch prostych, z ktora
ma wiecej niz 2 punkty wspolne. Pozostaje wiec skorzysta¢ z zadania uzupetiajacego

1 z konca tego punktu.
Ad b). Gdy deg(X) = 2, to stosuje si¢ zadanie 2 z p.1. B

Dowod twierdzenia. Jegli zbior w~1(0) nie jest podprzestrzenig afiniczng, to pewna
prosta L przecina go w doktadnie 2 punktach. (Patrz zadania 2 w §2.2 1 2¢) w p.2.)
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Obierzmy inny jeszcze punkt agp € L i przyjmijmy h(z) = u(ag)w(z) — w(ag)u(x).
Wykazemy, ze funkcja h : A — F jest zerowa, wiec za A\ mozna wziaé¢ w(ag)/u(ag).
Przypusémy, wbrew tezie, ze a € A i h(a) # 0. Mozemy zakladac, ze A jest plasz-
czyzna (gdy nie jest, zastepujemy A przez A’ := af(a U L) i obcinamy w,w i h do A).
Odnotujmy, ze h=1(0) D u=(0) U {ag}, skad funkcja h, stopnia < 2, zeruje sie w 3
punktach prostej L: w dwoch nalezacych do v=1(0) i w ag. Tym samym twor h=1(0)
zawiera prosta L; a ze nie jest calg plaszczyzna A (bo h(a) # 0), to jest na mocy
czesci b) lematu podzbiorem sumy dwoch prostych: prostej L i pewnej prostej L.
Jednak u~1(0) € h71(0) i z lematu wynika, ze u~1(0) jest jednym ze zbioréw L, L' lub
L UL’ — co niemozliwe, bo zaden z nich nie przecina L w doktadnie dwoch punktach. B

Zadanie 1. Wykorzystalismy (wskaza¢ gdzie) to, ze gdy Lo, L, L' sa prostymi i Ly C
LUL' to Ly=L lub Ly = L. Udowodni¢ te wlasnos$¢ prostych.

Uwaga 1. Dla F € {Z3, Zs} twierdzenie 1 jest falszywe; patrz nizej.

Zadania uzupetniajace.

1. Udowodni¢, ze gdy X jest niepusta kwadryka na ptaszczyznie afinicznej nad ciatem F
i1#X > 1, to #X > #IF —1. Rozumowa¢ nastepujaco: przez wybor odpowiedniej mapy
przejsé¢ do przypadku, gdy A = F? i (0,0), (1,0) € X i dowiesé, ze wtedy

i) X = {(z,y) € F?: ax® + bwy + cy* — ax + dy = 0}, dla pewnych a,b,c,d € F;
ii) gdy a # 0, to dla wszystkich wartosci t € F, poza najwyzej trzema, prosta z = ty
zawiera punkt z X \ {(0,0)}; zas gdy a =0, to F x {0} C X.

2. Dowiesé, ze gdy F € {Zs, Zs}, to a) kwadryka a2 + 23 = 1 w F? liczy tylko 4 punkty,
i b) teza twierdzenia 1 jest falszywa.

3. a) Danych jest k(k + 3)/2 punktow k—wymiarowej przestrzeni afinicznej. Dowiesé
istnienia kwadryki, ktora je wszystkie zawiera. (Wskazowka: warunek p(a) = 0 jest
rownaniem liniowym wzgledem wspotezynnikéw wielomianu p.)

b)** Dowiesé, ze dla k = 2 kwadryka ta jest jedyna lub 4 z 5 punktow lezy na proste;.

(Wskazowka: pomocny moze by¢ lemat 1, wraz z dowodem twierdzenia 1.)

4. Srodki kwadryk, walce i stozki.

Dla skrécenia dowodow, przyjmujemy nizej pewne zbedne zatozenia, w tym milczaco to,
ze 2 # Op i #F > 5. Srodek symetrii” (zbioru czy funkcji) skracamy do ,grodek”.

Twierdzenie 1. Niepusta kwadryka u=1(0), nie bedgca podprzestrzeniq, ma ten sam
zbior srodkow, co wyznaczajaca jq funkcja kwadratowa u : A — F.

Dowdod. Niech a bedzie srodkiem zbioru X := u~1(0), i niech w pewnej mapie S, zacze-
pionej w a, funkcji v odpowiada wielomian p. Woéwcezas punkt S(a) = 0 jest §rodkiem
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zbioru S(X) = p~1(0), skad p(v) = 0 = p(—v) = 0. Na podstawie twierdzenia z p.3
istnieje wiec skalar A taki, ze p(—x) = Ap(x). Stosujac to dwukrotnie otrzymujemy
A? = 1. Jednak wielomian kwadratowy p nie ma tej wlasnosci, ze p(—x) = —p(x).

Zatem A = 11 S(a) okazuje sie by¢ srodkiem wielomianu p, zas a — funkeji u. OJ

Definicja. a) Zbior X C A jest stozkiem, jesli istnieje punkt a € X taki, ze kazda
przechodzaca przez a prosta badz lezy w X, badz przecina X tylko w punkcie a. Punkt
a nazywamy wierzcholkiem stozka. (Moze by¢ ich wiele.)

b) Zbior X C A jest walcem, a prosta L C A jego tworzaca, jesli L C X i kazda
prosta réwnolegta do L jest albo w zbiorze X zawarta, albo z nim roztaczna.

c) Podstawa walca X nazywamy jego czes¢ wspolng z dowolng hiperplaszezyzna,
ktora w jednym punkcie przecina pewna jego tworzaca. Zamiast o ,walcu o podstawie
X" mowimy tez o ,walcu nad zbiorem X,’. Walec ma wiele podstaw, a moze tez mie¢
wiele nieréwnoleglych tworzacych (np. gdy jest ptaszezyzna w R3).

Przyklad 1. Gdy funkcja f : F¥ — F nie zalezy od zmiennej z;, to zbior zadany w F*
rownaniem f(x) = 0 jest walcem. Jedna z jego podstaw jest zbior zadany w hiperptasz-
czyznie {u € F*¥ : u; = 0} wyjsciowym réwnaniem f(x) = 0 (teraz f traktujemy jako
funkcje zmiennych w1, ..., x;_1, Ti11, ..., Tk ). Tworzacymi sa przechodzace przez podstawe
proste, rownolegte do Fe;.

Uwaga 1. Izomorfizmy afiniczne (w tym mapy atlasu) przeprowadzaja proste na pro-
ste, zachowujac ich rownoleglosé; przeprowadzaja wiec one zbior, bedacy walcem czy
stozkiem, na zbiér tez majacy te wltasnosé. Bedziemy z tego wielokrotnie korzystac.

Uwaga 2. a) Gdy punkt a jest wierzchotkiem stozka X, to jest jego srodkiem — bo dla
kazdego punktu x € X, punkt J,(x) lezy na prostej ax, zawartej w X.

b) Odwrotnie, gdy X jest jest kwadryka i punkt a € X jest jej srodkiem, to X jest
stozkiem o wierzchotku w a. Wynika to stad, ze dla € X \ {a} prosta azx jest w X
zawarta, bo przecina X w 3 roznych punktach a, z i J,(x).

c¢) Kwadryka jest wiec stozkiem wtedy i tylko wtedy, gdy zawiera pewien swoj srodek.

Twierdzenie 2. Niech niepusty zbior X C A bedzie w mapie S zadany rownaniem
p(x) =0, gdziep =" Na?+exp+c i edpg=0%#N. (Tu, k:=dimA.) Jesli X
nie jest podprzestrzeniq, to:

a) X jest walcem wtedy i tylko wtedy, gdy p nie zalezy od ktorejs ze zmiennych x;.

b) X ma srodek tylko kiedy € = 0, a wtedy zbior srodkéw jest w mapie S zadany
uktadem rowarn Nix; =0 (i = 1,.... k). Zbior $rodkéw jest wiec niepusty i zawarty w X,
gdye =01ic=0, zas roztaczny z X, gdy ¢ # 0. (Majq tu miejsce réwnowaznosci.)

c) X jest stozkiem wtedy i tylko wtedy, gdy e = ¢ = 0.

Dowod. Bycie walcem czy stozkiem, posiadanie érodka etc. przystuguja zbiorowi X
wtedy i tylko wtedy, gdy przystuguja jego obrazowi przy izomorfizmie S. Mozemy wiec
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zastapi¢ A przez F¥, a X przez zbior S(X), rowny p~*(0).

a). Niech p~1(0) bedzie walcem, a w € F* kierunkiem jego tworzacej. Wielomian
p'(x) = p(x + w) zeruje sie we wszystkich punktach zbioru p=1(0), skad p’ = Ap
dla pewnego A € F. (Korzystamy z definicji tworzacej i twierdzenia 1.) Tym samym
proporcjonalny do p jest tez wielomian p’ — p, rowny > . \i(2z,w; + w?) + cwy; jest on
wiec zerowy, bo jest stopnia < 1, a p — stopnia 2. A ze ponadto w 20, to A\, =0=¢
(gdy w € Fe) lub \; = 0 (gdy w; # 01 j < k), tzn. p nie zalezy od xj lub od z;,
odpowiednio. Prawdziwos¢ implikacji odwrotnej uzasadniono w przyktadzie 1.

Czes¢ b) wynika z wniosku 1 w §3.5 1 twierdzenia 1, a ¢) — z b) i uwagi 2c). O
Uwaga 3. * Znajdywanie $rodkéow czy tworzacych kwadryki X C F* nie wymaga
sprowadzenia jej rownania do postaci opisanej w stwierdzeniu. W odniesieniu do srodkow

wynika to wprost z lematu 1 w §3.5 i twierdzenia 1, a w odniesieniu do tworzacych — z
ponizszego zadania.

Zadania uzupetiajace. (W zad.1 uzyteczny moze byc wzor Taylora z zad. uz. 2z §3.5.)

1. Niech niepusty zbiér X C F*, nie bedacy podprzestrzenia afiniczna, bedzie zadany
rownaniem x'Ax + b'x + ¢ = 0, gdzie b € F¥ i A € M(F). Dowiesé, ze:

a) Jesli v # 0 i v jest kierunkiem asymptotycznym dla X, tzn. vIAv = 0, to
zadna prosta o kierunku v nie przecina zbioru X w doktadnie dwoch punktach. Prosta
zawarta w X ma kierunek asymptotyczny. (Wskazowka: wzor Taylora z §3.5.)

b)* Jesli X jest walcem, to wektor v # 0 wtedy i tylko wtedy jest kierunkiem jego
tworzacej, gdy Av = 01 b'v = 0. (Wskazowka: dowod twierdzenia 2a).)

2. Przy zalozeniach twierdzenia 2, niech wielomian p zalezy od doktadnie r zmiennych.

Dowies¢, ze r = sup{dim(Ag) : Ag jest podprzestrzenia i Ay N X nie jest walcem}.
Wywnioskowaé, ze liczba r zalezy tylko od kwadryki X, nie zas od wyboru mapy, w
ktorej kwadryka jest zadana wielomianem p opisanej w twierdzeniu postaci.

3. a) Czy prosta, zawierajaca rozne srodki kwadryki, jest jej tworzaca?
b) Czy dwie podstawy tego samego walca sa afinicznie rownowazne?

Zadania ze zbioru Kostrykina: od 15 do 19 w §11.6.4.

§ 5. Kwadryki w rzeczywistych przestrzeniach afinicznych.

Celem naszym jest klasyfikacja kwadryk w rzeczywistej przestrzeni afinicznej. Twierdze-
nia klasyfikacyjne sformutujemy i udowodnimy juz w najblizszym punkcie, lecz uzupet-
niac je bedziemy i potem. M. in. w punkcie 3 oméwimy zwigzane nim wtasnosci kwadryk
w przestrzeni dwu— lub trzy-wymiarowej. Zajmowac si¢ bedziemy zardéwno klasyfikacja
afiniczna, jak i euklidesowa (gdy przestrzen jest euklidesowa). Jesli nie powiedziano
inaczej, ciatem skalarow jest R.
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1. Afiniczna i euklidesowa klasyfikacja kwadryk w przestrzeni R”.

Lemat 1. Wielomian kwadratowy py € Rlxy, ..., xx] mozna podstawieniem afinicznym
przeprowadzi¢ w proporcjonalny do wielomianu p jednej z nastepujgcych postaci:

0 =it gdzie 1<t <k;

(HE) Zf:lxlz_zfi;—lxzz_l gdzie 1 <s<s+t<k;

(S) Zf:lxzz_ZfI;+1$? gdzie 1<s<s+t<k i s>t>0;
(P) Y ai—>i xf—my gdzie 1<s<s+t<k—1 i s>t>0.

Dowo6d. Na podstawie uwagi 1 w §3.2 mozemy zalozy¢, ze py = Zle \ix? + exy, + ¢,
gdzie e\, = ec = 0; mnozac py przez staly uzyskujemy ponadto, ze ¢, ¢ € {0, —1}.
Niech p := —1 jesli ¢ = 0 i liczba ujemnych wspotezynnikow \; przewyzsza liczbe
dodatnich, i niech p := 1 w przeciwnym razie. Wielomian pupg, po uporzadkowaniu
zmiennych i zastapieniu x przez uxy, jest postaci opisanej w lemacie, lecz z wyrazami
+|\;|z? w miejsce +x? (i = 1,...,s +t). Pozostaje dokona¢ dodatkowych podstawien

Definicja. Zaliczmy do kanonu afinicznego réwnan kwadratowych w RY kazde
rownanie p(x) = 0, gdzie p jest jednym z wielomianéw wymienionych w lemacie 1. Gdy
wielomian p jest postaci (@), to rownanie tez nazwiemy ,postaci (0)”.

Zadanie 1. Rownania postaci (()) sa jedynymi sposrod rownarn kanonicznych, ktore
wyznaczaja zbior pusty, a 23 + - - - + 22 = 0 jedynymi, ktére wyznaczaja podprzestrzeri
afiniczng. (Wskazowka: dla pozostatych rownan wskazaé prosta, na ktorej sa tylko dwa
rozwiazania. )

Twierdzenie 1 (o klasyfikacji kwadryk, wersja rzeczywista afiniczna). Kwadryka w rze-
czywistej przestrzeni afinicznej jest w pewnej mapie zadana rownaniem afiniczne kano-
nicznym. Kwadryka niepusta wyznacza to rownanie jednoznacznie.

Dowod. Badang kwadryke X mozna w dowolnej mapie opisa¢ rowaniem kwadratowym,
nastepnie zmieni¢ mape na taka mape S, w ktorej X opisuje sie rownaniem afinicznie—
kanonicznym p(x) = 0. Wynika to z lematu 1, wzietego wraz z uwaga 3a) w §3.4.

By dowies¢ jedynosci wielomianu p gdy X # (), obierzmy pomocniczo funkcje kwa-
dratowa u : A — F, dla ktorej X = u~1(0). Pokazemy, ze u jednoznacznie wyznacza p,
co zakoniczy dowod (wobec dowolnosei u j.w.). Rozpatrzymy do tego kilka przypadkow.

a) X jest podprzestrzenia. Z zadania wynika, ze wtedy p = > .7, 7 dla pewne;
liczby s < k. A 7ze dim(X) = dim S(X) = dim{v e RF: 57 0?2 =0} =k —s,t0 X
wyznacza S, a przez to 1 p.

Jesli a) nie zachodzi, to p oS = Au dla pewnego A\ € R, na podstawie twierdzenia z

§4.3. Stad o(p) = o(Au) (patrz wniosek 1 w §3.4) i przy (so,to) := o(u) otrzymujemy
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o(p) = (so,t0) gdy A > 01 a(p) = (to,s0) gdy A < 0. Daje to dalsze przypadki, w
ktorych odwotujemy sie do wynikow z §4.4 (twierdzenia 2 i wniosku 1):

b) Gdy X nie jest stozkiem, lecz ma pewien $rodek a, to p jest postaci (HE) i
p(S(a)) = —1. (Patrz cze$¢ b) twierdzenia 2 w §4.4.) Rownos¢ p o S = Au wyzna-
cza wiec znak A\ (jest przeciwny, niz znak u(a)), co wraz z powyzszymi ustaleniami co
do sygnatury o(p) wielomianu p, okresla ja (a przez to i p) jednoznacznie.

c) W pozostaltym przypadku wielomian p jest postaci (S) gdy X ma srodek, zas (P)
gdy go nie ma. Teza wynika wiec stad, ze tylko jeden wielomian postaci (S) ma sygnature
rowna (o, to) lub (to, so), i tak samo dla wielomianéw postaci (P). O

Uwaga 1. a) Twierdzenie wyznacza liste kwadryk w R¥, taka, ze kazda kwadryka w
k—wymiarowej rzeczywistej przestrzeni afinicznej jest afinicznie réwnowazna z doktadnie
jedna z nich. (Patrz wniosek 1 w §4.1.) Dla k = 2, 3 listy te wypiszemy w p.2.

b) Podany dowdd wskazuje, jak réwnanie kanoniczne kwadryki v=1(0) zalezy od tego,
czy funkcja kwadratowa uw ma $rodek, jaka ma sygnature, i jaki jest znak wu(a) dla
dowolnego jej srodka a. Bardziej ,,geometryczny”’ dowodd, wraz z interpretacja liczb s it
w réwnaniu kanonicznym, dadza zadania uzupetniajace 4 i 5 w p.3.

Pytanie (kombinatoryczne). Przy zadanym k, ile jest kwadryk na liscie?

Zajmijmy sie jeszcze euklidesows klasyfikacja kwadryk:

Twierdzenie 2 (o redukcji, wersja euklidesowa). Niepusta kwadryka w euklidesowej
przestrzeni afinicznej jest w pewnej mapie euklidesowe] zadana rownaniem powstatym
2 wyrazeniami (2—2)2 dla
i=1,..,s+t, gdzie ay, ..., ass¢ $q liczbami dodatnimi. (Tu, s it to liczby wystepujgce
w postaciach (S), (HE), (P).)

z rownania afiniczne kanoniczneqo przez zastgpienie wyrazen x

Roéwnania kwadryk, opisane w twierdzeniu 2, nazywane sa euklidesowo kanonicz-
nymi; znalezienie za$ mapy, o ktorej w twierdzeniu mowa, to sprowadzenie kwadryki
na osi gléwne.

Tabele w p.2 mogg pomdc wyjasnié, jak rownania jednego kanonu generuja réwnania
drugiego. Za$ w p. 4 wyjasnimy, na ile rownanie euklidesowo — kanoniczne kwadryki
jest jednoznaczne.

Dowod twierdzenia 2. Wystarcza powtorzy¢ poczatkowa czes¢ dowodu twierdzenia 1,
lecz w miejsce lematu 1 wykorzystac

Lemat 2. Kazdy wielomian kwadratowy py € Rlz1, ..., xx] mozna euklidesowym podsta-

wientem przeprowadzié w proporcjonalny do otrzymanego z wielomianu jednej z postact
0),(S), (HE), (P) przez zastgpienie wyrazen x? wyrazeniams (%)2, dla pewnych a; > 0
(i=1,...,s+1).
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Dowod. Stosuje sie dowod lematu 1, lecz a) w miejsce uwagi 1 z §3.2 uzywamy twier-

dzenia 1 z §3.3, 1 b) rezygnujemy z koricowych podstawien y; = \/|\;|z;, a po prostu
przyjmujemy a; := 1/+4/| | dlai=1,...,s +¢. O

Uwaga 2. Niech X bedzie kwadryka w euklidesowej przestrzeni afinicznej E. W pewnej
mapie euklidesowej S jest ona zadana rownaniem euklidesowo kanonicznym; niech zbior

X' bedzie w tej mapie zadany rownaniem otrzymanym przez zmiane wspotczynnikow
a; na 1. Wtedy X = F(X'), gdzie przeksztatcenie F' : E — E jest w mapie S zadane
wzorem (xq,...,xg) — (121, ..., axTk), przy czym przyjmujemy a; = 1 dla i > s+
t. Poniewaz wtasnosci przeksztalcenia F' tatwo jest badac¢, uwaga ta wskazuje na role
kwadryk, ktore w mapie euklidesowej zadane sg réwnaniem kanonu afinicznego.

Zadanie 2. a) Kazda kwadryka w C* jest w pewnej mapie afinicznej zadana réwnaniem
jednej z dwoch postaci: >.;  x? = ¢, gdzie ¢ € {0,1} 11 <r <k, lub Y7, 2 = xy,
gdzie 1 <r < k — 1. Spoérod tych réwnan, tylko 23 = 0 wyznacza podprzestrzeri.

b) Kwadryka w C* zawsze jest niepusta, a jej rownanie, wymienione w a), jest jedyne.

(Wskazowka: dowod twierdzenia 1.)

Zadanie uzupetniajace 1. (Dotyczy zwiazku z rozktadem biegunowym).

a) Dowiesé, ze wsrod rownan euklidesowo—kanonicznych jedynie réwnania postaci
(HE) przy s = k zadaja ograniczony podzbior przestrzeni R”.

b) Przemysle¢ ponizsze rozumowanie. Gdy L € L(RF) jest operatorem nieosobli-
wym, to kwadryka X C R zadana rownaniem ||L(x)|> = 1, jest ograniczona i jej
srodkiem jest 0. W pewnej liniowej mapie euklidesowej jest wiec ona zadana réwnaniem
S (xi/a;)? = 1 i moze przeksztatceniem F(xy,...2) = (21/ay, . .. x3/ax) byé prze-
ksztalcona na sfere S = {x € R¥ : 27 22 = 1}. Wtedy U := LF ! jest operatorem
izometrii liniowej, co daje rozktad biegunowy L = UF".

2. Kanony réwnan kwadratowych w R? i w R3.

Dla k = 2,3 wypiszemy teraz kanony (afiniczny i euklidesowy) rownan kwadratowych
i nazw odpowiadajacych im zbioréow w R¥. Dla skrocenia zapisu, niektére réwnania
zmienimy, dodajac do obu stron 1 lub zj, tak, by lewe strony réwnan byty réowne
S — Zf:;rl x?, gdzie s > 1, a prawe 1 lub 0 lub z;; przy tym gdy prawa strona
jest rowna 0, to s > ti s+t < k, a gdy jest réwna xp, to s >t 1 s+t < k—1. Poza
umieszezonymi na koricu réwnaniami postaci (), lewe strony uporzadkowano wedltug

malejacych wartosci s 4 ¢, a gdy te sa rowne — wedtug malejacych wartosci s.
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Kanony réwnan kwadratowych w R? i nazwy zadanych nimi tworéw:

Nr | Réwnanie k. afinicznego | Nazwa tworu Rownanie k. euklidesowego

1 |23 +23=1 elipsa (Zi—i)2 + (‘2—;)2 =1

2 |22 4+25=0 punkt (Zf—i)2 - (i—i)Q =0

3 lzf—a3=1 hiperbola (j’;—i)2 (2—;)2 =1

4 |2t —23=0 2 przecinajace sie proste (2—1)2 — (2—2)2 =0

5 |22 =1 2 proste rownolegte (Z—i)2 =1

6 |22=0 prosta (Zi—i)2 =0

7 |2t =129 parabola (Zf—i)2 = X9

8 | =S a2 =1, t=1,2 | zbior pusty ()P =1, t=1,2
Kanony réwnan kwadratowych w R? i nazwy zadanych nimi tworéw:

Nr | R-nie k. afinicznego | Nazwa tworu Roéwnanie k. euklidesowego
1 :Ui + m% + x§ =1 elipsoida (%)2 + (%)z + (2—?)2 =1
2 |ai+as5+a3=0 punkt () +(2)° +(2) =
3 |af+ai—ai=1 hiperboloida jednopowtokowa | (3*)* + ($2)° — (2)” =

4 ot +ai—a23=0 stozek eliptyczny (2—1)2 + (ﬁ—;)2 — (§—§)2 =
5 xz — x§ —a3=1 hiperbéloida dwqpowlokpwa (%)j — (%)z — ()2 =1
6 :r:5 - mg =1 walec eliptyczny (t.j. nad elipsa) (%)2 + (%)2 =1

Tz +a5=0 prosta () +(2)°=0

8 | 23 + a3 = 13 paraboloida eliptyczna () + () =3

9 |zf—a3=1 walec hiperboliczny (Z—i)2 — (%)2 =1

10 |2 —23=0 2 plaszezyzny przecinajace sie (1) = (32 =0

11| 23 — 23 = 23 paraboloida hiperboliczna (2—1)2 — (%)2 T3

1223 =1 2 plaszezyzny roztaczne (2—1)2 =1

13]23=0 plaszczyzna (Z—i)Q =0

14 | 22 = 23 walec paraboliczny (Z—i)2 = 13

15 | — Zﬁzl x? = 1,1t < 3| zbior pusty — le(a—?)Q =1, t<3

W kazdym wierszu tabeli, za rownaniem kanonu afinicznego umieszczono przyjeta

nazwe tworu, zadanego tym rownaniem w jakiejkolwiek mapie. W mysl twierdzen 1 i

2 7z p.1, prowadzi to do nadania kazdej kwadryce w rzeczywistej przestrzeni afinicznej

doktadnie jednej nazwy. Oba réwnania ze wspolnego wiersza zadaja kwadryke o tej

samej nazwie, bo drugie powstaje z pierwszego przez podstawienie liniowe.

Definicja. Za [ABB], niepusta kwadryke nazwiemy

parabolida, gdy nie ma ona $rodka,

hiperboliczno—eliptyczna, gdy ma srodek, lecz nie jest stozkiem.
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Uwaga 1. Jak odnotowano w dowodzie tw. 1 w p.2, réwnanie wystepujace w tabeli
okresla stozek, twor hiperboliczno—eliptyczny lub paraboloide w zaleznosci od tego, czy
po prawej stronie rownania jest 0, 1 czy x. Walce sa okreslone réwnaniami, ktore w
pierwszej tabeli zaleza od jednej zmiennej, a w drugiej — od jednej lub dwoch. Podstawy
walcOw mozna rozpoznadé, korzystajac z przyktadu 1 w §4.4. Wyttuszczono w tabelach
nazwy tworow nieosobliwych, tzn. tych, ktore sa niepuste i nie sa walcem ani stozkiem.
(Przyczyn nazwania ich nieosobliwymi nie umiemy tu wyrazic.)

Zadanie uzupelniajace 1. Jaki twor w R? opisuje réwnanie (az+by+-c)(d'x+by+c) = d,
zaleznie od a,d, ...,d? A réwnanie (az + by +cz +d)(a'z +Vy+ 2+ d) = e w R3?

Zadania ze zbioru Kostrykina: 20 oraz od 22 do 24 w §11.6.4

3. Podstawowe wlasnosci i rozréznienie afiniczne kwadryk w R? i w R3.

Dla k = 2,3 podamy teraz czysto ,wizualny” dowod twierdzenia o klasyfikacji afiniczne;j
kwadryk w R¥. Kwadryke na rzeczywistej plaszczyznie afinicznej nazwiemy krzywa,
stopnia 1 lub 2, przy czym punkt i zbioér pusty uznajemy za krzywa zdegenerowana. Do
elipsy, paraboli i hiperboli stosuje sie tez nazwe stozkowa; por. zadanie 1 w p.4.

Dowod twierdzenia 2 w p.1 dla k = 2. Rozwazmy wpierw stozkowe; sa one w tabeli
zadane réwnaniami 1,3,7. Wsrod nich, tylko parabola nie ma $rodka. Elipsa i hiperbola
maja na podstawie twierdzenia 2c) w §4.4 jeden $rodek, lecz dla hiperboli roztaczna z
nig prosta przechodzaca przez ten srodek istnieje, a dla elipsy nie. (Latwy rachunek
pozostawiony jest jako ¢wiczenie.) Te wlasnosci rozrozniaja stozkowe afinicznie.

Kazda z pozostalych krzywych odroznia afinicznie od innych wlasno$é¢ uwidoczniona
w nazwie (np. ta, ze zbidr jest pusty, ze jest prosta, ze jest suma dwoch prostych
przecinajacych sie itp.). To dowodzi, ze w R? rézne réwnania kanonu afinicznego zadaja
zbiory afinicznie nieréwnowazne. []

Dla k = 3 tez wykorzystamy afinicznie niezmiennicze wtasnosci kwadryk, tym ra-
zem potozonych w R3. Przestrzeri R® wyposazamy w standardowa funkcje odlegltosci,

odgrywajaca pomocniczg role w klasyfikacji afinicznej, lecz zasadnicza w euklidesowe;.

Zadanie 1. Niech ¢ : R Xx R — R bedzie funkcja, symetryczng wzgledem pierwszej
zmiennej, 1 niech

X = {(x,y,2) e R’: ¢(v/a? +¢? 2) = 0}
Wowczas dla kazdego s € R przeciecie zbioru X plaszczyzna z = s jest suma wszystkich
okregow, ktore leza w tej ptaszezyznie i przecinaja zbior {(r,0,2) :  ¢(r,z) = 0}.

Zasadne jest wiec nazwanie zbioru X powierzchnia obrotowa otrzymana przez
obrot, wokot osi z, zbioru Xy, zadanego w plaszczyznie rz roéwnaniem ¢(r, z) = 0. (In-
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terpretujemy ja jako wirujaca wokot osi z.) Tak samo otrzymujemy rownania powierzchni
obrotowych, otrzymanych przez obroty krzywych wokot innych osi prostokatnego uktadu
Oxyz (ktory dalej oznaczamy Ox1z913).

Omoéwimy niektore powierzchnie w R?, afinicznie réwnowazne obrotowym.

1. Réwnanie 27 + 23 + 23 = 1 zadaje w R? sfere o srodku w 0 i promieniu 1, czyli
zbior punktow odlegtych od 0 o 1. Wynika to stad, ze z3 + 23 + 23 jest kwadratem
odlegtosci punktu (z1, 2, x3) od 0.

Elipsoide, zadana w R? rownaniem (z1/a1)?+ (z2/a2)* + (x3/a3)* = 1, otrzymujemy
przeksztalcajac sfere zgodnie z uwaga 2 w p.1.

2. Rownanie 27 + 23 — 23 = 1 zadaje w R3 powierzchnie otrzymana z hiperboli
r? — 23 = 1 przez obracanie jej wokol osi x3, a réwnanie 23 — 235 — 25 = 1 — po-
wierzchnie otrzymang z hiperboli 22 — r? = 1 przez obracanie jej wokot osi x1. Gdy
wirujaca plaszczyzne zatrzymaé w potozeniu zo = 0, w obu przypadkach widzimy na
niej te samg obracang hiperbole 23 — 23 = 1. Obie powierzchnie nazywamy hiperbo-
loidami obrotowymi. Sa one wynikiem obrotu hiperboli wokoét jej osi symetrii, przy
czym w pierwszym przypadku o$ jest roztaczna z hiperbola, a w drugim nie. Powoduje
to roznice ksztattu obu hiperboloid. Tylko jedna z nich jest roztaczna z pewna ptaszczy-
zng, przechodzaca przez srodek hiperboloidy, i te nazywamy dwupowlokowa, a druga
— jednopowlokows. Kazda hiperboloide otrzymujemy przeksztalcajac jedna z tych
hiperboloid obrotowych jak opisano w uwadze 2 z p.1.

3. Roéwnanie 2% + 23 = x3 zadaje w R? powierzchnie obrotows powstalg z obracania
paraboli 72 = z3 wokot osi 3; jest to paraboloida obrotowa. Przez niezalezne ,roz-
ciggniecie” lub ,skrocenie” osi x1 i x9 otrzymujemy z niej paraboloide eliptyczna o
rownaniu (z1/a;)?+ (z2/a)? = 3. Nazwa wigZe sie z tym, ze niepuste przeciecia tej pa-
raboloidy ptaszczyznami z3 = ¢ sa elipsami (lub punktem), i jest to jedyna paraboloida
majaca ptaskie przekroje eliptyczne. (Por. dalej zadanie uz.1.)

4. Rownanie a3 + x3 — 23 = 0 zadaje w R? powierzchnie obrotowa powstaly przez
obrot wokot osi w3 tworu o réwnaniu 72 — z3 = 0, bedacego suma dwoch prostych
przecinajacych sie w 0. W wyniku obrotu otrzymujemy stozek obrotowy. Gdy jedna
lub obie osi z; 1 9 poddamy jednoktadosci, to przeksztatcimy go na stozek eliptyczny,
ktorego przekroje plaszczyznami xg = ¢ # 0 sg elipsami.

Zbadajmy tez pewng powierzchnie nie powstajaca w wyniku obrotu.

5. Gdy w plaszezyZnie 29 = 0 narysujemy parabole x3 = 22 i w kazdym jej punkcie

(t,0,1?) zawiesimy wierzcholkiem parabole 3 = —x3 + 2, umieszczong w plaszczyznie
x1 = t, to suma wymienionych parabol utworzy zbior zadany réwnaniem x3 = z3 — 3,

nazywany paraboloida hiperboliczna. Jego przekroje ptaszczyznami xy = ¢ czy
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X9 = c sa parabolami, a przekroje ptaszczyznami xsg = ¢ sg dla ¢ # 0 hiperbolami.

Definicja. Nazwijmy podzbior przestrzeni afinicznej prostokredlnym, jesli przez kazdy
jego punkt przechodzi prosta, w tym zbiorze zawarta. Kazdy walec i kazdy rézny od
punktu stozek jest wiec prostokreslny. Istnieja tez inne prostokreslne kwadryki:

Twierdzenie 1. Gdy X jest paraboloidg hiperboliczng lub hiperboloidg jednopowtokowq,
to przez kazdy punkt p € X przechodzq co najmniej dwie proste, zawarte w X .

Dodatek”: Istniejq dwie rodziny prostych zawartych w X, takie, ze kazdy punktp € X
lezy na doktadnie jednej prostej kazdej z rodzin oraz, ponadto, jesli dwie proste nalezg
do wspolnej rodziny, to sq roztgczne i nierownolegte, a jesli nalezq do roznych, to majq
punkt wspolny lub sq rownolegte.

Dowdd. Badane tu wlasnosci zachowujag sie przy izomorfizmach afinicznych. Mozna

wiec zalozyé, ze X jest podzbiorem przestrzeni R?, zadanym w standardowym ukladzie
wspotrzednych rownaniem afinicznie kanonicznym. Rozpatrzymy dwa przypadki.

a) Zbior X jest zadany rownaniem x? — 23 = x3. Wtedy kazda plaszczyzna P, :=
{(z1, 22, 23) : x1 — x9 = ¢} przecina X wzdtuz prostej K., zadanej rownaniami c¢(x; +
T9) = x3, T1 — Ty = ¢; plaszezyzna zas (). o rOwnaniu x; + x9 = ¢ przecina X wzdtuz
prostej L., zadanej rownaniami c¢(x; — x2) = x3, x1 + xo = c¢. A zZe kazdy punkt
przestrzeni lezy na jednej z ptaszczyzn P, i na jednej z ptaszczyzn )., wiec tatwo widzied,
ze rodziny {K,.:c € R} 1 {L.:c € R} spelniaja zadane warunki.

b) Zbior X jest zadany réwnaniem z3 + 23 — 23 = 1. Wtedy punkt (1,0,0) lezy
w X 1 w plaszczyznie 1 = 1, a ta przecina X wzdtuz zbioru K U L, gdzie K jest
prosta, zadang rownaniami xo = 3, 1 = 1, a L — ré6wnaniami o = —x3, 1 = 1.
Oznaczmy przez K (odp. przez L) rodzine tych prostych w R3, ktore sg obrazem prostej
K (odp.: L) przy obrocie wokot osi z3. Obie rodziny sktadaja sie z prostych, zawartych
w X, bo K UL C X, a opisane obroty przeprowadzaja X w X. Dowolny punkt
a = (a1,as,a3) € X lezy na pewnej prostej rodziny K: przeciecie X z plaszczyzna
xr3 = ag jest bowiem okregiem, skad pewien obrét wokot osi x3 przeprowadza punkt
a na punkt przeciecia tej ptaszczyzny z prosta K; obrot przeciwny przeprowadza wiec
K na prosta, przechodzaca przez a. Dla rodziny £ rozumowanie jest analogiczne, a
sprawdzenie wymienionych w ,dodatku” wtasnosci rodzin I i £ pozostawione jest jako
¢wiczenie. (Wskazowka: K = {(1,t,t) : t € R}, skad K = {K,, : ¢ € [0,2m)}, gdzie
K, ={(cosp —tsinp,sinp +tcosy,t):t € R}; podobnie dla £.) B

Geometryczny dowod twierdzenia 2 w p.3 dla k = 3. Sprowadza sie on do ponizszych

obserwacji:

a) Definicja stozkow odroznia je afinicznie od pozostatych kwadryk. Na mocy uwagi
w p.2, stozki opisuja réwnania 2,4,7,10,13. Stozek eliptyczny jest wsréd nich wyrézniony
tym, ze nie jest punktem i ma tylko jeden $rodek; zas kazdy z pozostatych stozkéw jest
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wyrdzniony wlasnoscia uwidoczniong w nazwie (tym, ze jest plaszczyzna, ze jest sumg
dwoch ptaszezyzn nieréwnolegtych itp.).

b) Paraboloidy, zadane rownaniami 8, 11 i 14, réznia sie od pozostatych kwadryk
tym, ze nie maja srodka. Paraboloida hiperboliczna jest prostokreslna, a eliptyczna nie
jest (tatwo sprawdzi¢, ze n.p. punkt (0,0,0) nie lezy na zadnej prostej zawartej w tej
paraboloidzie). Zas walec paraboliczny ro6zni sie od nich obu tym, ze jest walcem.

¢) Z pozostalych tworéw wezmy te, ktore maja jeden §rodek: elipsoide i obie hi-
perboloidy. Rozréznia je liczba prostych, roztacznych z tworem i przechodzacych przez
jego $rodek; wynosi ona 0 dla elipsoidy, 1 dla hiperboloidy jednopowlokowej i oo dla
dwupowlokowej. (Rachunek pozostawiony jest jako ¢wiczenie).

d) Pozostaja nastepujace niepuste twory: walec hiperboliczny (ma on zbiér srodkow
bedacy prosta i jest roztaczny z pewna plaszczyzna przechodzaca przez jego srodek),
walec eliptyczny (ten przecina kazda ptaszczyzne przechodzaca przez jego srodek), oraz
suma dwoch plaszezyzn rownolegltych (tu zbiorem Srodkow jest plaszezyzna). Wymie-
nione wilasnosci rozrozniaja te twory afinicznie. [

Zadania uzupetniajace.

1. Czy paraboloida eliptyczna ma ptlaskie przekroje hiperboliczne? A paraboloida
hiperboliczna i walec paraboliczny, czy maja eliptyczne?

2. Dwa pojazdy, kazdy poruszajacy sie ruchem jednostajnym po jednej z dwoch prostych
skosnych, potaczone sa prostoliniows rozciagliwa nicig. Dowiesé, ze ni¢ zakresli fragment
paraboloidy hiperbolicznej.

3. Dowies¢, ze w twierdzeniu 1 stowa ,co najmniej” mozna zastapié¢ przez ,doktadnie”.

Ponizsze zadania daja alternatywny dowod twierdzenia o rozréznianiu afinicznym w
dowolnym wymiarze. Dla podzbioru X przestrzeni afinicznej A oznaczmy przez My
zbior (by¢ moze pusty) jego srodkéw symetrii, i przyjmijmy

ax = sup{dim(B) : B C A jest podprzestrzenia i Mx C B C X};
Bx = sup{dim(B) : B C A jest podprzestrzeniag i Mx C B C A\ X}.

4. Udowodnié, ze liczby dim(My), ax i Bx nie zmienig sie, gdy zbior X zastapi¢ przez
jego obraz przy izomorfizmie afinicznym A — A’

5. * Niech kwadryka X bedzie w pewnej mapie zadana rownaniem afinicznie kanonicz-
nym p(x) = 0z p.1, dla zadanych liczb s i ¢t. Udowodnié, ze s it sa przez X wyznaczone
w nastepujacy sposob:

a) Gdy p jest postaci (S), to dim(My) =k —s—t oraz ay =k — s.

b) Gdy p jest postaci (HE), to dim(My) = k — s — t oraz By = k — s.

¢) Gdy p jest postaci (P), to ax =k —s—1oraz Bx =k —1t — 1.
(Wskazowka: zadania uzupetiajace 2 i 3 w §VII.2.2.)



§ 5.4. VIII-38

Problem 1. Zmienmy definicje liczb ax i Bx, usuwajac zadanie, by Mx C B. Wyznaczy¢
otrzymane liczby oy 1 B przez k, s i t, zaleznie od typu (S), (HE) czy (P) kwadryki X.

Zadania ze zbioru Kostrykina: 21, od 25 do 29, 31, 32 *, 33* w §I1.6.4.

4. FEuklidesowa wersja twierdzenia o rozréznianiu kwadryk ré6wnaniami kanonicznymi.

Gdy chodzi o odréznianie euklidesowe kwadryk ich réwnaniami kanonicznymi, sytuacja
jest inna niz w przypadku afinicznym. Odnotujmy nastepujace uwagi:

Uwaga 1. Kwadryka, zadana w R* rownaniem (z1/a;)?+ ... + (x5 /as)? = 0, nie zalezy
od réznych od 0 liczb ay, ..., as i jest téwna podprzestrzeni {v € R¥ : v; = ... = v, = 0}.

Ponizej zakladamy, ze kwadryki X, X’ C R* zadane sg réwnaniami p(x) = 0 i
P (x) = 0, odpowiednio, przy czym wielomiany p i p’ sa postaci euklidesowo—kanonicznej
(6) z §3.3:

k
p= Z Nix? + exy + ¢, gdzie e\ = ec = 0 # Ay, i podobnie dla p’ (8)
i=1

Uwaga 2. Jesli p’ mozna otrzymac z p w wyniku wykonania jednej lub kilku nastepu-
jacych operacji:

i) pomnozenia wielomianu przez niezerows stala,

ii) zmiane znaku wspotczynnika e,

iii) permutowania wspotezynnikow A;, zachowujacego warunek e\ = 0,
to kwadryki X 1 X’ sg euklidesowo rownowazne.

Cho¢ réwnanie euklidesowo—kanoniczne danej kwadryki nie jest jednoznacznie wyzna-
czone, to uwagi powyzsze opisuja wszystkie mozliwosci jego zmian:

Twierdzenie 1 (,O rozroznianiu”, wersja euklidesowa.). Przy wprowadzonych oznacze-
niach, niech kwadryki X i X' bedq euklidesowo rownowazne. Jesli X # 0 i X nie jest
podprzestrzeniq, to p' otrzymaé mozna z p jak opisano w vwadze 2.

Dowod. * Zauwazmy wpierw, ze wielomian p’ mozna podstawieniem euklidesowym prze-
prowadzi¢ w pup, dla pewnego 1 € R. Istotnie, dla przeksztalcenia F' € OA(RF) takiego,

ze F(X) = X', wielomiany p’ o F' i p maja ten sam zbior zer X, wobec czego sa propor-
cjonalne na podstawie twierdzenia 1 w §4.2.

Stad wynika, ze puc = ¢ i ciag (\;) rozni sie tylko kolejnoscia od (uA;); patrz stwier-
dzenie 1 w §3.3 i zad. uz. 1 w §3.5, To za$, ze ¢ = Fpue, wynika z ponizszych dwoch
lematow (drugi stosujemy do pary wielomianéw p i p'/u, a pierwszy do kazdego z nich):
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Lemat 1. * Dila wielomianu p € Rlxy, ..., x| przyjmijmy

i(p) == sup |p(a+v) — p(a—v)|, gdzie S:={veRF:|v||=1}

inf
acR¥ yeg
Jesli wielomian p jest zadany wzorem (8), to 6(p) = 2|e.

Dowod. Z (8) wynika, ze p(a + v) — p(a — v) = 43°% | Na;v; + 2ev..  Poniewaz,

na podstawie nieréwnosci CBS, supyes [(v,w)| = ||w]| dla kazdego w € RF, wiec
sup{|p(a+v) —pla—v)|: v € S} = /16>, A\2a? + 4e2. (Gra tu role to, ze e\, = 0.)
Oczywiscie, prawa strona osigga dla a; = ... = a; = 0 wartos¢ najmniejsza.

Lemat 2. * Gdy p,p’ € Rlzq, ..., k] sq¢ euklidesowo rownowazne, to 6(p) = 6(p').

Dowod. Niech euklidesowy izomorfizm F : R¥ — R* ma te wlasnosé, ze p’ = po F.

Wowcezas F' przeprowadza kazda pare punktow a + v,a — v, symetryczna wzgledem

a, na pare symetryczna wzgledem F(a) — a wiec postaci F'(a) + w, F'(a) — w; przy
tym ||w] = ||v]|, bo |[[w] i ||v] to odlegtosci od F(a+ v) do F(a)iod a+ v do a,
odpowiednio, a te sa rowne. Stad dla a € R*:

sup [p(F () +w) —p(F(a)—w)| > sup [p(F(a+v))—p(F(a—v))| = sup p'(a+v)—p'(a—v)|.
we vE

ves

Wobec tego 6(p') < d(p) i, symetrycznie, §(p) < d(p'). O

Zadania uzupetniajace. (dotyczace metrycznych wlasnosci stozkowych; uzupetnic)

1. a) Na plaszczyznie euklidesowej E? niech L bedzie prosta, a a punktem spoza L.
Dowies¢, ze zbior {z € E? : d(z,a) = e - dist(z, L)} jest dla e > 1 hiperbola, dla e = 1
parabola, a dla e € (0,1) elipsa. (Liczbe e nazywamy mimosrodem, punkt a ogniskiem,
a prosta L — kierownica otrzymanej stozkowej.)

b) Dowiesé, ze kazda stozkows w E2, nie bedaca okregiem, mozna tak otrzymac.

2. Stozkowe jako przekroje stozka; kule belgijskie.

3. Metryczne wlasnosci elipsy, hiperboli i paraboli; ich biegunowa parametryzacja.

§ 6. Przestrzenie afiniczne, c.d.: twierdzenie o zanurzaniu i konsekwencje.

1. Przestrzen wektoré6w swobodnych.

W tym punkcie (A, .A) jest ustalona k—wymiarowa przestrzenia afiniczna nad ciatem F.
Dowolny izomorfizm S : A — V', gdzie V' to przestrzen liniowa, pozwala zdefiniowaé
operacje B dodawania wektoréw v € V' do punktow a € A. (Za S mozemy obraé n.p.

dowolna mape.) Przyjmujemy mianowicie:

aBv:=5"1Sa)+v)dla acAveV
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Lemat 1. Oznacemy V przez V. Wowczas:

i) (eBv)Bw=adB((v+w)dlaachA i v,weVy;

ii) dla kazdego a € A, przeksztatcenie exp, : Vi — A, zdefiniowane wzorem
exp,(v) := a B v, jest izomorfizmem afinicznym. (Stqad jest ono bijektywne.)

Dowod. Ad i). Skoro S jest bijekcja, to wystarczy porownaé wartosci S na obu stronach:
S((aBv)Bw) =S(@Bv)+w=(Sa)+v)+w==S(a)+(v+w)=S(aB(v+w)).

Ad ii). Oczywiscie exp, = S7'F, gdzie F to przesuniecie o S(a). Aze F: V — Vi
S sa izomorfizmami, wiec exp, tez nim jest, na podstawie stwierdzenia 1 w §2.1. [J

Definicja. a) Gdy przestrzen wektorowa Vj i operacja H dodawania wektorow z Vi
do punktow przestrzeni afinicznej A maja wlasnosci i) 1 ii), to pare (Vi, H) nazywamy
przestrzenia wektoréw swobodnych dla A. (Nie zadamy, by otrzymano ja tak, jak
opisano przed lematem 1.) Operacje B mozemy tez oznaczaé +, bo mozliwos¢é pomylenia
jej z dodawaniem w Vj czy w I jest znikoma; patrz tez dalej w p.2. Stowo ,swobodnych”
niekiedy opuszczamy, bo innych wektorow tu nie rozpatrujemy.

b) Dla danych punktéw a,b € A warunek ii) jednoznacznie okresla wektor v € Vj
taki, ze a Hv = b. Wektor ten oznaczamy v(a,b) i nazywamy wektorem (swobod-
nym) od a do b. Dla a,b,c € A otrzymujemy z (i) i ii):

i) aBBv(a,b) =boraz v(a,b) + v(b,c) = v(a,c)
ii)"  bijekcja A 3 x +— v(a,x) € V jest afiniczna (bo jest rownaexp,!).

Przyktad 1. a) Gdy A jest podprzestrzenia afiniczna przestrzeni wektorowej (czyli jest
w niej warstwa), to za Vj mozemy przyjac jej podprzestrzen kierunkowa, jak w §2.3.

b) W szczegolnosei, gdy A € M, (F) i zbior A := {v € F¥ : Av = b} rozwigzan
uktadu rownann Ax = b jest niepusty, to jest on podprzestrzenia afiniczng przestrzeni
F* a V= {v € F*: Av = 0} jest przestrzenig wektoréw swobodnych dla A. &

Uwaga 1. Gdy w i)’ przyjmiemy a = b = ¢, to otrzymamy v(a, a) = 0; podobnie, 7 i)
oraz ii) wynika ze a + 0 = a. (Istotnie, na podstawie ii) istnieje jedyny wektor u € Vj
taki, ze a Hu = a; biorac v =w = u w i) otrzymujemy u = 0.)

Uwaga 2. Moze sie zdarzy¢, ze Vi = A. Niekiedy wygodnie jest jednak zatozyé¢, ze
Va N A = 0, czy, jak w nastepnym punkcie, ze V3 N (F x A) = (). Mozna to zawsze
osiagnac, zastepujac Vi przez przestrzen Vy := {p} x V4, dla odpowiednio dobranego
elementu p. Gdy w oczywisty sposob zmienimy tez operacje B, otrzymamy pare (Vy, ')
spelniajaca zadany warunek i tak bliska wyjsciowej, by z jej wtasnosci moc wnioskowac
o (Va,H). (Wnioskowanie jest na tyle proste, ze nie bedziemy o nim mowic.)

Zadanie 1. * Niech E bedzie euklidesowa przestrzenia afiniczna a (Vi, B) jej przestrze-

nia wektorow. Wowezas na Vg mozna wprowadzié¢ taki iloczyn skalarny (-, -), ze dla
kazdego a € E przeksztatcenie exp, : Vg — K jest izometria.
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2. Zanurzenie w rozszerzong przestrzen punktéw materialnych.

Niech A bedzie przestrzenia afiniczng nad F, a (V, ) pewna jej przestrzenia wektorow.

Definicja. a) Przez F* oznaczmy zbior F\{0}. Pare (A, a) € F* x A nazwiemy punktem
materialnym, o masie A # 0 i skupionym w a. Przyjmijmy A= (F* x A) U Vy, gdzie
sktadniki po prawej uwazamy za roztaczne.

b) Ustalmy punkt ag € A i zdefniujmy bijekcje 7 : A — F x V, wzorami:

(A, a) = (AN Av(ag,a)) dla (A a) € F* x A, oraz w(v)=(0,v) dlav € Vj.

W A rozwazaé bedziemy dziatania przeciggniete: = +y =7~ (m(z) + 7(y)) i A -z :=
7t Am(x)) dlax,y € Ai ) €F. (Po prawej sa dzialania przestrzeni liniowej F x Vj.)

Twierdzenie 1. Zbior A jest z powyzszymi dziataniami przestrzeniq liniowq wymiary
n = dim A+1, kidrej Vi jest podprzestrzeniq liniowq. Ponadto, przeksztatcenie j : A —
A zadane wzorem j(a) = (1,a) jest afiniczne i ma nastepujace wtasnosci:

a) dlaa € A i ueVy zachodzi j(aBu) = j(a) +u, gdzie po lewej jest dodawanie
wektora swobodnego do punktu, a po prawej — dodawanie wektorow przestrzeni A.

b) j(A) jest warstwg w A wzgledem Vi, roztaczng z V.

Dowod. Sprowadza sie on do dwdch obserwacji.

i) Dziatania w A zdefiniowano tak, by przy bijekcji m odpowiadaly im dziatania
przestrzeni liniowej [F x V, — co oznacza, ze A staje sie przestrzenig liniows, a 7 : A —
F x Vj izomorfizmem liniowym. W szczegdlnosci, dim A = dim(F x Vi) =n+ 1.

ii) Rownosé a) jest konsekwencja (dla A = 1) dowodzonej nizej rownosci (+)s. A ze
ponadto A = {ag B v : v € Vi}, to j(A) = {(1,a0) + v : v € Vi}, co jest warstwa,
wzgledem Vy w A. Warstwa ta jest roztaczna z Vi bo z zatozenia Vyy N (F* x A) = (. O

Twierdzenie 2. Dziatania w A nie zalezg od wyboru punktu ag, bo (nizej, a,b €
A NpeF tuwel)):
mmnozenie przez skalar p jest w A okreslone wzorami 0 -z = 0 (x € &) oraz
(%) e (A a)=(pA a), p-ua=iloczyn p przez u w przestrzeni Vy,
2as dodawanie w A — wzorami
+)1 (Na)+ (u,b) = ()x +p,a B 5 v(a, b)) gdy A+ p € F*;
() (N a)+ (=A\b) = Av(ba);
(H)s  (Aa)+u=(\afiu);
(4)4 u+ w =suma u i W w przestrzeni wektorowej V.

Dowod. W dowodzie wykorzystywaé¢ bedziemy to, ze 7 : A — F x Vi jest izomorfi-
zmem (liniowym). Kazdorazowo, przez L oznaczymy lewa, a przez P — prawa strone

dowodzonej rownosci; zas to, ze L = P wywnioskujemy stad, ze w(L) = 7(P).
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By dowiesé, ze pu- (A, a) = (u, a) zauwazamy, ze (L) = p-m(A, a) = p-(A, v(ag,a)) =
(u, pAv(ag,a)) = ©(P), skad L = P. Dalsza czes¢ (x), a takze rownosci (+)4 oraz
0 -2 = 0, wynikaja tatwo z definicji. Rownosci (+)3 dowodzimy tak:

7(L) =7\ a)+7(u) = ()\ Av(ag, a)) + (0,u) = (X, A(v(ag, a) + 3u)) = 7(P).

(Przypomnijmy, ze v(ag,a) + u = v(ag,a Bﬂ u); patrz i') w p.1.) A Ze A jest prze-
strzenia liniowa, wiec z (4)3 1 ( ) wynika tez (4 ) (Dlaczego?).

Na koniec, by dowies¢ (4); zauwazamy jak wyzej, ze w(L) = (A + p, Av(ag,a) +
uv(ag,b). Ale, patrz i) w p.1, v(ag, b) = v(ag,a) +v(a,b) iv(ag,aBu) = V(CLQ, a)+u
dla u € Vy. Otrzymujemy wice Av(ao, a) + pv(ao, b) = (A + p)(v(ao, a) + 5 v(a, b))

i dalej m(L) = <>\ 1 (A ) v(ap, a B Hv(a, b))> — 7(P). O

Uwaga 1. a) W zastosowaniach twierdzenia 1 bedziemy utozsamia¢ kazdy punkt a € A
z jednostkowym (tzn. o masie 1) punktem materialnym j(a), a przez to A z j(A).
Teza a) zapewnia wiec, ze wynik a v dodania wektora swobodnego v do punktu a jest
rowny ich sumie a + v w przestrzeni ,&, za$ b) — ze A jest podzbiorem przestrzeni A,
zanurzonym jako niezerowa warstwa wzgledem podprzestrzeni liniowej Vj.

b) To, wraz ze wzorem ()2, uzasadnia oznaczanie punktu a B v przez a + v, a

wektora v(a,b) € Vi przez b — a. Odtad tak czynimy i przyjmujemy, ze A C A, jak
opisano wyzej. Utozsamienie punktu a € A i wektora j(a) = (1,a) € A pozwala tez
pisa¢ Aa zamiast (A, a), bo (A, a) = A(1,a).

Uwaga 2. a) Dla z € A przyimijmy m(x) = 0jesli x € Vy im(z) = A gdy =z =
(A, a) € F* x A. Funkcja m : A>T jest liniowa, bo jest réwna ztozeniu izomorfizmu
m: A — F x V, z rzutowaniem na o§ F. Przy tym m=2(0) = Vi i m~1(1) = j(A).

b) Bez ograniczei na wspolezynniki \; € F i punkty a; € A, kombinacja x =
> 7o Aia; jest dobrze okreslonym elementem przestrzeni A, przy czym m(x) = >, \;.
Gdy wiec suma A := Y. \; jest rowna 0, to = jest wektorem z Vi, a gdy A = 1, to
jest jednostkowym punktem materialnym, ktéry utozsamiamy z punktem przestrzeni A,
w ktorym jest skupiony. Ogolniej, gdy A # 0, to ), Aja; jest punktem materialnym o
masie A, skupionym w punkcie b := Y .(A\i/N)a; € A.

c¢) Dzialania na kombinacjach ), A;a; podlegaja prawom przestrzeni liniowej: ich
dodawanie jest przemienne, taczne i rozdzielne wzgledem mnozenia przez skalary.

Definicja. Nazwijmy kombinacje Y 7, \;a; punktow a; € A barycentryczna (lub:
afiniczng), gdy > . A, = 1. Wynik jest dobrze okreslonym punktem zbioru A i udo-
wodnimy nizej, ze nie zalezy on od wyboru pary (Va, B) w powyzszej konstrukeji. Punkt
ten nazywany bywa srodkiem ciezko$ci uktadu punktow materialnych (A;, a;) (czy tez:
punktow a;, z masami \;).
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3. Wykorzystanie twierdzenia o zanurzaniu.

W tym i nastepnym punkcie rozwazamy przestrzenie afiniczne A, A’, ... nad F, i dla
kazdej z nich ustalamy przestrzen wektorow Vi, Vs, .... Dla uproszczenia zaktadamy
tez, ze #IF > 2. Przestrzenie A i Vj traktujemy jako zanurzone w przestrzeni liniowe] A
w sposob opisany w p.2 w twierdzeniu i uwadze 1, i podobnie dla A’ i Vj etc.

Uwaga 1. Nadanie sensu kombinacjom afinicznym i potraktowanie przestrzeni A jako
warstwy w A wzgledem V), uwidacznia, ze wyniki z §2.3: stwierdzenia 2-5 i nastepu-
jace po nich zadania, sa prawdziwe dla kazdej przestrzeni afinicznej A, po wyborze jej
przestrzeni wektorow (Vi, H). Bedziemy z tych wynikow nizej korzystac.

Przyktad 1. Dzieki zanurzeniom A — AiA — A , afiniczno$¢ przeksztatcenia ' : A —
A’ mozna scharakteryzowaé jak to ujeto w w §2.3 (w stwierdzeniu 5 i zadaniu 2). W
szczegonoscl, okreslona jest czesé liniowa dF € L(Vy,Vy) przeksztalcenia afinicznego
F : A — A’ bedaca jedynym przeksztatceniem takim, ze F(a) = F(ag) + dF(a — ag)
dla wszystkich a € A i pewnego (rownowaznie: kazdego) punktu ag € A.

Uwaga 2. Niech F': A — W bedzie roznowartosciowym przeksztatceniem afinicznym
w pewna przestrzen wektorowa. (Np., F' moze by¢ dowolna mapa.)

a) By wyznaczy¢ kombinacje afiniczna a = ). A\a;, jak zdefiniowano ja w p.2,
utworzmy kombinacje o’ := >, \iF'(a;) przy pomocy dzialan przestrzeni liniowej W.
Poniewaz a jest analogiczna kombinacja w A/, wiec zgodnie ze stwierdzeniem 5 z §2.3
zachodzi rownosé F(a) = a’. Oznacza to, ze a = F~1(d’).

b) W szczegblnosei, otrzymany punkt a nie zalezy od wyboru pary (Vi,H), choé
jego definicja od tego wyboru zalezy. Gdy za$ A jest warstwa w przestrzeni W, to a
wyznaczymy przy pomocy dziataii w W (bo za F' obra¢ mozna inkluzje A — W).

¢) Podobnie mozna bada¢ afiniczng niezaleznos¢ punktow: wystarczy sprawdzié, czy
afinicznie niezalezne sg ich obrazy przy F' (do czego mozna np. uzy¢ zadania 4 w §2.3).

Definicja. Dla kazdego wektora v € Vy, wzor a — a+ v zadaje przeksztalcenie afiniczne
ty : A — A (patrz p.1); nazwiemy je przesunieciem lub translacja przestrzeni A o
wektor v € V. Zbior wszystkich przesunieé¢ przestrzeni A oznaczmy przez A.

Uwaga 3. Przesuniecie t, mozna tez zada¢ wzorem a — a + a1 — ag, gdzie ag jest
dowolnym punktem przestrzeni A i a; = ag + v. Poniewaz kombinacje barycentryczne
zaleza tylko od pary (A, .A), a nie od wyboru przestrzeni wektorow (Va, H), wiec zbiér
A jest od tego wyboru niezalezny. (Definicja A = {¢t, : v € V4 } tego nie uwidacznia.)

Zadanie uzupetiajace 1. Bijekcja & : V) — &, zadana wzorem ®(v) = t,, pozwala

rozpatrze¢ w A dzialania przez nia przeciagnicte z V. 7Z dzialaniami tymi, A staje sie

oczywiscie przestrzenia wektorows, a takze przestrzenia wektorow dla A, gdy przyjac
ot =a@BO(t)dlaac AiteA.
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Dowiesé, ze t + 1 =tot', (M) (z) = M(x) + (1 =Nz i o8Bt =t(z) dlat,t’ € A\ e
F,z e A.

Uwaga 1. * a) Tak wiec zdefiniowane dzialania zaleza tylko od pary (A, .A4), a nie od
wyboru przestrzeni wektorow (Vy,H). (Mozna pare (.&, /M), jednoznacznie wyznaczona
przez (A, A), uznaé¢ za najbardziej naturalny wybor takiej przestrzeni.)

b) Wazna czes¢ wynikow pp.2 i 3 mozemy teraz heurystycznie podsumowacé tak: gdy
zamiast danej przestrzeni afinicznej (A, A) wzia¢ zbior F* x A wszystkich jej punktow
materialnych, poszerzony o zbior A przesunieé¢ przestrzeni A, to w naturalny sposob
otrzymamy przestrzen wektorowa A, zalezna tylko od przestrzeni (A, A) i ,zawierajaca’
A jako zbioér jednostkowych punktéow materialnych, bedacy w A niezerows warstwa.

Zadanie uzupetniajace 2. Niech F' € A(A, W), gdzie W jest przestrzenig liniows. Do-
wies¢, ze istnieje jedyne przeksztalcenie liniowe F' : A — W takie, ze Fjy = F.

(Wskazowka: obra¢ ag € A i zauwazyé, ze A = Fag ® Vi przyja¢ F(Aag + v) =
AF(ag) + Flag+v) — F(ag) dlaveVyidel.)
3. Niech FF € A(A,A") i G e A(A,A").

a) Zgodnie z poprzednim zadaniem rozszerzmy F do (jedynego) przeksztalcenia li-
niowego F : A — A/, Dowiesé, ze F(Va) C Vi i F|VA = dF.

—_—

b) Utworzmy tak samo G i G o F. Dowiesé, ze Go F = GoFid(GoF) = dGodF.
Zadania ze zbioru Kostrykina: §I1.6.1, zadania 10, 11, 14, 1618, 32, 36.

4. Dalsze zastosowania twierdzenia o zanurzaniu.

Nadal, (A, A) i (A’, A") to przestrzenie afiniczne nad ciatem F; dla kazdej z nich wy-
bieramy przestrzen wektoréw swobodnych Vj 1 V.. Podamy dalsze przyktady wykorzy-
stania tych przestrzeni i kombinacji barycentrycznych, a takze wykorzystania zanurzen
A—AiA <A w przestrzenie punktéw materialnych, poszerzone o przesuniecia.

Przyktad 1. a) Dowiedziemy, ze gdy a,b,c,d € A i v(b,d) = v(a,c), to proste ad i bc
przecinaja sie. Oto dowdd: d — b = ¢ — a daje a +d = b+ ¢ (rownosé w Xh), skad
s(a+d) =3(b+c) € adNbe. (Zakladamy, ze 25 # O.)

b) Dowiedziemy, ze gdy a = >0 Nia; 1 > ;N = 1, to >, Aiv(z, ;) = v(z,a) dla
r € A (i, w szczegolnosci, >, Aiv(a,a;) = 0). Oto dowod: w A T6wWnosé staje sie
oczywista, bo > . Av(x,a;) = >, Milai —x) =D Niai — O, N)r =a—x =v(x,a).

Oboma razy, w dowodzie wygodnie byto ,wyjs¢” z A do 1&, by wrocié do A czy do Vi!
Przyktad 2. (i definicja). Homotetie (jednokladnos¢) przestrzeni A, o srodku aq i

skali A € IF, definiujemy wzorem a — ag + A(a — ag). Gdy F' : A — A’ jest przeksztal-
ceniem afinicznym, za§ H : A — A1 H : A’ — A’ s homotetiami o tej samej skali \ i
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srodkach w ag i F'(ap), odpowiednio, to FH = H'F. (Wynika to stad, ze F' zachowuje
kombinacje afiniczne.) W szczegolnosci, gdy S € A jest dowolng mapa zaczepiong w
punkcie ag, to H = S™'GS, gdzie G jest homotetia przestrzeni F*, o srodku w 0 i skali
A, tzn. G(v) = Av dla v € F¥. Homotetia o skali —1, zadana wzorem a — 2ay — a, jest
wiec symetrig wzgledem ag; patrz zadanie 1 w §2.2.

Przyktad 3. a) Gdy Ag jest podprzestrzenia przestrzeni A, to jest nig i w A. Tym
samym mozna mowic¢ o jej podprzestrzeni kierunkowej V| (w przestrzeni 1&), przy
tym Vo C Vi, bo Ag C A. Stad Ay = ayg + WV dla kazdego ay € Ay, i Vy jest tym
warunkiem wyznaczona (bo jest tak w A).

b) Przeciwnie, gdy Vj jest podprzestrzenig liniowa przestrzeni Vi, to ag + Vj jest
podprzestrzenia afiniczng przestrzeni A, dla kazdego ag € A (bo jest nig w A/)

Definicja. Zbiory X, X' C A nazywamy:
a) Scisle réwnoleglymi, gdy istnieje przesuniecie t : A — A takie, ze t(X) = X';
b) rownoleglymi, gdy o ¢ zadamy tylko, by ¢(X) C X' lub ¢(X’) C X.
Ze wzgledu na postaé przesunieé¢, mozna te definicje wyrazié i tak: zbiory X, X' C A sg
§cisle rownolegle, gdy X’ = X +v dla pewnego v € Vj, a sg rownolegte, gdy X +u C X’
dla pewnego u € V lub X' +w C X dla pewnego w € Vj.

Uwaga 1. a) Relacja rownoleglosci nie jest przechodnia: tatwo wskazaé¢ nieréwnolegte
plaszczyzny w R? i prosta rownolegla do kazdej z nich. Natomiast §cista réwnolegtosé
jest relacja rownowaznosci. Obie relacje pokrywaja sie, gdy X i X’ sa podprzestrzeniami
rownego wymiaru. (Wynika to stad, ze dwie podprzestrzenie sa rowne, gdy sa rownego
wymiaru i jedna jest zawarta w drugie;j.)

b) Gdy V; jest podprzestrzenia kierunkowa podprzestrzeni A; (i = 0,1), to Scista
rownolegtosé Ay i Ay oznacza, ze Vi = V1, a rownolegtosé —ze Vy C Vi lub Vi C V)

Zadanie 1. Dowies¢, ze gdy kazda prosta lezaca w podprzestrzeni A jest réwnolegta
do podprzestrzeni Ay, to podprzestrzenn Ay jest rownolegta do A;.

Stwierdzenie 1. Niech ' : A — A’ bedzie przeksztatceniem afinicznym. Gdy X @Y
sq rownolegtymi podzbiorami przestrzeni A, to ich obrazy F(X) i F(Y') sq réwnolegtymi
podzbiorami przestrzeni A'. Tak samo jest dla Scistej rownolegtosci.

Dowod. Gdy X +v C Y, to F(X)4+w C F(Y) dlaw := (dF)(v) — co wynika stad, ze
Fla+v)=F(a)+w (a€A). B

Stwierdzenie 2. Gdy Ay jest podprzestrzeniq przestrzeni A, to przez dany punkt a € A
przechodzi doktadnie jedna podprzestrzen, Scisle rownolegta do Ay.

Dowod. Podprzestrzenia ta jest ag + Vp, gdzie Vy to podprzestrzen kierunkowa prze-
strzeni Ag. (Patrz uwaga 3a) i przyktad 3.) O
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Przyktad 4. Niech A, Ay C A beda podprzestrzeniami takimi, ze dim A; + dim Ay, =
dim A i A; N Ay = {ap} dla pewnego ay € A. Oznaczmy przez V; C Vi podprzestrzen
kierunkowa podprzestrzeni A;; wowczas dim Vi + dimV, = dimVy 1 Vi NV, = {0}
(dlaczego?). Zatem V) = Vi @ Vs, co pozwala okresli¢ rzutowanie Py przestrzeni Vj
na V7, oraz symetrie )y wzgledem Vi, oba wzdtuz V5. Przeksztatcenia P, Q) : A — A,
okreslone wzorami P(a) = ag + Py(a — ap) 1 Q(a) = ag + Qo(a — ag), nazywamy
rzutowaniem na A, wzdtuz Ay, i symetrig wzgledem A, wzdtuz A, odpowiednio.

Definicja. Gdy A jest euklidesowa przestrzenia afiniczna, to powyzszy rzut czy symetrie
nazwiemy prostopadlymi, gdy Z{ajapas} = 7/2 dla kazdych a; € Ay i as € Ay
(rownowaznie: gdy Vi 1V, wzgledem iloczynu skalarnego na Vi z zadania w p.2).

Zadanie 2. a) Przy oznaczeniach przyktadu 4, punkt P(a) jest jedynym punktem
wspolnym A, z podprzestrzenig Scisle rownolegla do Ay i przechodzaca przez a.

b) W mapie S, zaczepionej w ag, przeksztatceniu P : A — A odpowiada rzut liniowy
przestrzeni F¥ na podprzestrzen liniowa S(A;), wzdtuz S(Ay), za$ przeksztalceniu @
odpowiada symetria przestrzeni F¥ wzgledem podprzestrzeni S(A;), wzdtuz S(As).

¢) Zachodzi tez P(a) = 3a + 3Q(a), czy rownowaznie Q(a) = 2a — P(a) (a € A).

Zadanie 3. Niech F' € A(A,A).

a) Dowiesé, ze gdy F o ' = Iy, tzn. przeksztalcenie jest inwolutywne, to jest
symetrig wzgledem A; wzdtuz Ay, dla pewnych podprzestrzeni Ay, Ay, Przy tym, Ay =
{ac€A:F(a)=a}iAy={a€A:1F(a)+ia=qa}, dlakazdego punktu ay € A;.

b) Co mozna powiedzie¢ o F, gdy F o F' = F, tzn. gdy jest ono idempotentne?

Zadanie 4. Niech A; i Ay beda podprzestrzeniami przestrzeni A, zas Vi, Vo C Vy ich
podprzestrzeniami kierunkowymi. Obierzmy punkty a; € A; (i = 1,2) i przyjmijmy
s:=dim(Vy + V) i t := dim(A) + dim(As). Dowiesé, ze:
a)af(AjUAy) =a; +F(ag—ag) +Vi+Vai(ag —as € Vi+ Vo) < (A NAy) £0).
b) Jesli Ay N Ay # 0, to dimaf(Aj UAy) = s <t i dim(AjNAy) =t—s >
max(0,t—dim(A)). Tak wiec wtedy dim(af(A;UAy)) = dim A;+dim Ay —dim(A;NA).
c¢) Jesli AjNAs = 0, to dim(af(AjUAy)) = 145 = 14+dim A +dim Ay —dim(ViNV3).

Zadanie uzupetniajace 1. (kontynuacja zadania uz.1 z p.3.) a) Zdefiniujmy w A x A
relacje ~ wzorem (a,b) ~ (a’,V) < 3(a’ +b) = $(a + ). Dowies¢, ze A mozma w
naturalny sposob utozsamié¢ z A x A/ ~. i ze dziatania w A x A/ ~  odpowiadajace
zdefiniowanym w A, sy zadane wzorami A[(a, b)] = [a,a + A(b—a)] i [(a,b)] + [(c,d)] =
[((a,b+d —c)]. (Tu [(z,y)] oznacza klas¢ abstrakcji pary (z,y).)

b) Opisa¢ konstrukcje sumy [(a, b)] + [(¢, d)] przy przy pomocy rownolegtobokow.
Zadania ze zbioru Kostrykina: §11.6.1, zadania 8, 12, 21.
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5. * Pierwsze twierdzenia geometrii afinicznej (varia i zadania uzupelniajace).

Niech a, b,d’, b’ beda wspoétliniowymi punktami przestrzeni A, przy czym a # b. Wtedy
dla pewnego A\ € F zachodzi 0/ — o’ = A\(b — a) (czy, uzywajac kombinacji afinicznych,
b = a' + A(b—a)). Skalar A bedziemy oznaczac przez (' —a')/(b—a). Jest on zdefinio-
wany tylko przy poczynionych zatozeniach i jest zachowany przez kazde przeksztatcenie
afiniczne, przeprowadzajace a i b na rézne punkty (bo przeksztalcenia afiniczne przepro-
wadzaja proste na proste i zachowuja kombinacje afiniczne).

Niech teraz Hy, H1, Hs beda parami roznymi i réwnolegtymi hiperptaszczyznami w A,
a L dowolng prosta, ktora nie jest do nich réwnolegta; niech przecina ona H; w punkcie
a; (i = 0,1,2). Utworzmy funkcje afiniczng f : A — T taka, ze Hy = f~1(0); wowczas
f(H;) ={¢} dla pewnych ¢, ¢ € Fii=1,2. lloraz (a1 —ag)/(ag —ap) jest wige rowny
c1/co 1 tym samym nie zalezy od prostej L. Jest to twierdzenie Talesa.

1. Niech a; € A1 b; € a;a;1 dla i € Zs, przy czym punkty ag, aq, as nie leza na jednej
prostej. Przyjmijmy \; := (b; — a;)/(b; — a;4+1). Udowodnié, ze:

a) Jesli punkty by, by, bs sa wspolliniowe, to AgA\; Ay = 1. (Twierdzenie Menelaosa).

b) Jesli proste agby, aibs i asby przecinaja siec w jednym punkcie lub sg parami row-
nolegle, to AgA1 A2 = —1. (Twierdzenie Cevy).

c¢) Twierdzenia odwrotne sa tez prawdziwe.

2. Nazwijmy przeksztalcenie F' : A — A dylatacja, jesli jest afiniczne i dF' = Iy, dla
pewnego skalara A € F \ {0}.

a) Dowies¢, ze przeksztalcenie F' € A(A, A) jest dylatacja wtedy i tylko wtedy, gdy
jest bijektywne i dla kazdej prostej L C A, proste L i F(L) sa rownolegte.

b) Dowiesé, ze dylatacje tworza grupe przeksztaltcen i kazda dylatacja jest przesunie-
ciem lub jednoktadno$cia.

W 17w. B. Pascal udowodnit nastepujace twierdzenie, w niezwykty sposéb wzmac-
niajace twierdzenie Pappusa z 4w. n. e. Twierdzenie Pascala orzeka, ze gdy na
plaskiej krzywej drugiego stopnia rozmieszczonych jest 6 roznych punktow a; (i € Zg),
to punkty przeciecia par przeciwlegtych ,bokéw” utworzonego szesciokata leza na jedne;j
prostej. (Wymienione punkty przeciecia to aga; Nagay, ayas Nagas i asazNasag.) Twier-
dzenie to nalezy do tzw. geometrii rzutowej, bo w afinicznej nalezy jeszcze uwzglednic
mozliwos¢, ze pewne pary przeciwleglych bokow sa réwnolegte. Ponizsze zadanie dotyczy
takiego wtasnie przypadku, i to gdy krzywa jest najprostsza z mozliwych.

3. Niech wyzej krzywa bedzie suma dwoch prostych (rownolegtych lub przecinajacych
sig). Udowodnié, ze jesli apai||asas i a1as||asas, to asas||asag. (Jest to przypadek twier-
dzenia Pappusa, ktore z kolei jest twierdzeniem Pascala ograniczonym do krzywej
bedacej sumg dwoch prostych K i L. Mozna zaktadac, ze ag, as, a4 € K iay,a3,a5 € L.)
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4. Obmysle¢ wiasny lub przemysle¢ podany pod
http://www.cut-the-knot.org/pythagoras/Pappus.shtml
dowod ogolnej wersji twierdzenia Pappusa, oparty na tw. Menalaosa. (Podobny dowod
twierdzenia Pascala dla okregu (a wiec i ogolnie dla F = R) mozna znalez¢ pod
http:/ /www.cut-the-knot.org/Curriculum /Geometry /Pascal .shtml#proof ;
por. tez |[Courant-Robbins].)

5. Udowodni¢ twierdzenie Desarguesa: Gdy a,b,c,a’, b, sg réznymi punktami
przestrzeni afinicznej, takimi, ze abl|a't!, be||b'd i cal|c'd’, to proste aa’, bV’ i ¢ maja
punkt wspoélny lub sa rownolegte.

Twierdzenie 1. Niech X bedzie kwadrykq, a £ rodzing prostych; kazda prosta L € L
przecina X w dwoch punktach, ktorych srodek oznaczmy przez ap. Wowczas:

a) jesli L sktada sie z prostych rownolegtych, to wszystkie punkty ar lezg na wspdlnej
hiperptaszczyznie (zwanej Srednicowa, dla X, odpowiadajgcq kierunkowi peku L);

b) jesli (VL # 0, to wszytkie punkty ar lezg na wspdlnej kwadryce.

Twierdzenie okazuje sie by¢ konsekwencja wzorow Viety. By uzasadni¢ b) mozemy
przez przejécie do mapy zatozy¢, ze X = {x : p(x) =0} CFFi0 € NL; tup = q(x) +
{(x)+c = 0, gdzie q jest formg kwadratows, a £ — liniowg (obie na F¥). Wtedy dla prostej
L =Fv € L jest ap = L(t1+1t2)v, gdzie ¢; to pierwiastki réwnania t?q(v)+¢{(v)+c = 0.

Stad ay, = —;q((vv))v; a ze prawa strona jest stata na prostej L, to dla v = ay, otrzymujemy
_QE(]((VV)) = 1. (Zauwazmy, ze q(v) # 0 gdy L € L, zgodnie z zalozeniem i zadaniem

uzupehiajacym 1 w §4.4.) Zatem 2¢(x) + £(x) = 0 jest rownaniem szukanej kwadryki.

By dowies¢ a) korzystamy ze wzoru Taylora z zadania uzupehiajacego 2 w §3.5.
Prosta L € L przecina X w punktach a; = ay + t;v, gdzie 1, t5 to pierwiastki roéwnania
plar + tv) = 0, a v — ustalony kierunek rozwazanego peku. 7 wymienionego wzoru
wynika wiec, ze 1 +to = >_.(9ip)(ar)vi/q(v); a ze t1 = —ty (bo ar = 3(a1 + a2)),
to wszystkie punkty ar spelniaja réowanie > . (0ip)(x)v; = 0. Pozostaje dowies¢, ze
jest ono stopnia 1. Jednak wielomian ), v;0;p jest stopnia < 1, a jego czeS¢ liniowa
ma jako swe wspotezynniki kolejne wspolrzedne wektora [g|v — ktory jest niezerowy, bo
q(v) = v'[q]v # 0. (Tu [¢] to macierz formy ¢; rachunki staja sie szczegolnie proste gdy
zatozy¢, co mozna, ze wielomian p jest postaci afiniczno—kanonicznej). B

7, dowodu wynika, ze zatozenie, iz kazda prosta przecina X w dwoch punktach, mozna
ostabi¢ do: ,kazda prosta L € L przecina X i nie ma kierunku asymptotycznego”.

6. * Koncowe uwagi

A). W wielu podrecznikach, np. w [ABB]| i [Kostr|, przestrzen afiniczna definiuje sie
nie przy pomocy atlasow, lecz — w slad za pracami H. Weyla z 1918r. i G. Peany z
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1898r. — jako trojke (A, Vi, H), dla ktorej spetiony jest warunek i) z lematu 1 w p.1, a
przeksztatcenie exp, z warunku ii) jest bijektywne. Przeksztalcenia afiniczne F' : A — A’
definiowane sa wowczas jako te, dla ktorych spetniony jest warunek d) stwierdzenia 5 z
§2.3. Oba ujecia prowadza do tych samych wynikéw, a réznica miedzy nimi sprowadza
siec do nastepujacej. W ujeciu ,atlasowym”, para (Vi,H) odgrywa tylko pomocnicza
role i czes¢ wysitku poswieciliSmy sprawdzaniu, czy definiowane pojecia sa niezalezne od
jej wyboru. W ujeciu drugim, ostatnie pytanie jest bezpodstawne, bo zmiana (Vj, H)
powoduje zmiane przestrzeni. Inna roznica jest czysto psychologiczna: o ile to, czy
pewne mapy sa zgodne afinicznie (lub euklidesowo), mozna fizycznie weryfikowaé i w ten
sposob ustali¢, czy opisuja one przestrzen afiniczna (lub euklidesowa), o tyle niesposob
weryfikowaé zatozenia, ze przestrzen jest pewna struktura, na ktora sktadaja sie punkty,
wektory i zaleznosci miedzy nimi. (Jest to pewien model przestrzeni i stwierdzi¢ mozemy
tylko, ze nie prowadzi on do blednych wnioskéw.) Badanie przestrzeni przy pomocy
zgodnych map zostato zapoczatkowane przez Fermata i Kartezjusza i odgrywa nadal
wazng role m.in. w rozniczkowej geometrii i topologii.

B). W ujeciu Weyla, jedynymi wektorami sa wektory swobodne; w ujeciu ,atlasowym”
te ostatnie tez graja pewna (pomocnicza) role. Tymczasem tam, gdzie przestrzenie afi-
niczne stosujemy, wektory pojawiaja sie czesto, i to wcale nie jako swobodne czy dajace
sie interpretowac jako przesuniecia. Mowimy np. o wektorach przyspieszenia czy sity,
lub o wektorze normalnym do hiperptaszczyzny. Powoduje to niematy galimatias, tym
wiekszy, gdy badamy przestrzen afiniczna, ktéra sama jest przestrzeniag wektorowa, np.
przestrzen R3. Czemu wiec jedng trojke skalarow nazywaé punktem, a inng wektorem?
Czemu np. moéwimy o wektorze, a nie punkcie, normalnym do plaszczyzny w R3? Zasad-
nicze znaczenie ma to, jak badana wielkos¢ zachowuje sie przy zmianie mapy. Jesli mape
zmienimy, skladajac ja (z lewa) z izomorfizmem U € GA(R?), to rownanie Y, \iz; = ¢
rozwazanej plaszczyzny zmieni sie, i wspolrzedne (A1, Ao, A3) kierunku prostopadtego do
niej tez. Okaze sie jednak, ze zalezno$¢ nowych wspotrzednych od starych wykorzy-
stuje w przypadku kierunku tylko czesé liniowa A izomorfizmu U(x) = Ax + v, aw
przypadku punktéw wykorzystuje ona i A, i v, jak opisano w zadaniu 3 z §2.3. To
z tego powodu wielkos¢, reprezentowang przez (A1, A9, A\3), nazywamy wektorem, a nie
punktem. Podobnie jest z wektorami predkosci i innymi, i ostatecznie do ,wektorow”
zaliczone zostaja wielkosci bardzo rézne, ktorych nazwy bywaja uscislane (,biwektor”,
wektor kontrawariantny” czy ,kowariantny”, itp.) dla okreslenia roli A.

§ 7. Przewodnik

(skopiowany z wywieszki dla potoku ,zwyktego”).
Ten rozdziatl r6zni sie od poprzednich tym, ze zawiera duzo pojeé¢ i wynikéw sto-
sunkowo prostych, w ktorych jednak nietrudno sie pogubi¢. Sprobuje uporzadkowaé
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omawiane rezultaty (pomijam np. definicje) wedtug roli, ktora odgrywaja.

1. Stworzono tu teorie przestrzeni afinicznych, w tym euklidesowych przestrzeni afi-
nicznych. Jak czesto przy okreslaniu dopuszcezalnych przestrzeni i przeksztatcenn miedzy
nimi (tu: przestrzeni i przeksztatcen afinicznych) wazne jest ustalenie, ze maja one pod-
stawowe wtasnodci, jakich od przestrzeni, podprzestrzeni i przeksztatcen oczekujemy w
rozwazanej teorii. W naszym przypadku, zajmuja si¢c tym stwierdzenia 1 — 3 i wniosek
1 w §2.1, a takze stwierdzenie 3 w §2.2. (Warto je poréwnaé¢ z podobnymi, uzyskanymi
wezesniej dla przestrzeni i przeksztalcen liniowych.)

2. Kazda przestrzeni liniowa (skoriczonego wymiaru) mozna traktowaé jako afiniczna.
Zwigzkami wynikajacych pojeé afinicznych i liniowych zajmuja sie stwierdzenia 1, 2 i
czesciowo stw. 3 w §2.2, a takze wniosek 1 tamze.

3. Izomorfizm afiniczny z przestrzeni afinicznej do F* (czyli mapa) jest wyznaczona
przez odpowiadajacy jej uktadu odniesienia, i vice versa. Zwigzek ten ujmuje uwaga 2 w
§2.3, a zasadnicze wtasnosci uktadéw odniesienia opisane sg stwierdzeniem 1 i uwaga 1
w §2.3. Gdy rzecz dzieje sie w (afinicznej) podprzestrzeni przestrzeni liniowej, uktady te
i ich wtasnosci opisa¢ mozna uzywajac struktury liniowej; zajmuja sie tym dalsze wyniki
z §2.3. Sa one wazne m.in. dla zadan rachunkowych, bo te na ogét dotycza przestrzeni
liniowych lub sprowadzaja sie do takich, ktore ich dotycza.

4. Wyzej, nalezy dostrzec wyniki podstawowe dla klasyfikacji kwadryk, ujete zada-
niami 1 — 4 w §2.2. Oczywiscie, wazna jest tez teoria euklidesowych przestrzeni afinicz-
nych z §2.4.

5. Nastepny §3 dotyczy funkcji kwadratowych na przestrzeniach afinicznych, w tym
upraszczania wielomianow kwadratowych podstawieniem afinicznym wzgl. euklideso-
wym. Wyniki dotyczgce podstawiania podsumowane sa w §§3.1 —3.3. Gdy zas chodzi o
funkcje kwadratowe, podkresli¢ trzeba role uwag 1 — 3 w §3.4, opisujacych, jak zmienia
sie mapa czy uktad odniesienia, gdy przez podstawienie zmieniamy wielomian odpo-
wiadajacy danej funkcji, oraz jakim wzorem wyrazi¢ nalezy taki wielomian. (Z tym
czesto mamy do czynienia w zadaniach.) Ze wzgledu na dalsze zastosowania, wazna jest
znajomosé opisu zbioru §rodkow symetrii funkeji kwadratowej (punkt 5).

6. W 8§84 centralne znaczenie ma twierdzenie 1 w p.3. Warto dostrzec, ze ma ono
charakter czysto algebraiczny, lecz dowdd oparty jest na wykorzystaniu wtasnosci odpo-
wiednich obiektow ,geometrycznych” (w tym przypadku prostych i ptaszczyzn). Twier-
dzenie to wykorzystano w pp. 41 5 do badania $rodkéw symetrii kwadryk i rozpoznania
walcow 1 stozkow, a takze w §5. (I tu, i tu moznaby sie bez niego obejs¢, lecz utatwia
ono dowody 1 jest ciekawe samo przez sie.)

7. §5 poswiccony jest klasyfikacji kwadryk, afinicznej i euklidesowej, przy F = R.
Wymagana jest znajomosé najwazniejszych wlasnosci kwadryk w R3 (punkty 2 i 3).
Opcjonalny jest dowod twierdzenia 1 w p.4, bedacego euklidesowa wersja twierdzenia o
rozroznaniu.
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8. W §6 wskazane sg inne, procz uzycia map, sposoby badania przestrzeni afinicz-
nej A. Jednym jest jest uzycie przestrzeni wektoréw swobodnych (Vy,H) i traktowanie
A jako warstwy wzgledem Vi w odpowiedniej przestrzeni liniowej A. Innym — uzycie
kombincji afinicznych; wartos¢ tych ostatnich okazuje si¢ by¢ niezalezna od uzytej mapy
czy od przestrzeni (Vy,H). Wazne przeksztalcenia afiniczne (przesuniecia, homotetie,
rzutowania) mozemy dogodnie opisywaé bez uzycia map. Zanurzenie A — A umozliwia
tez wykorzystanie innych wynikéw §2.3, dotyczacych warstw przestrzeni liniowych. M.
in., mozna dzieki temu wprowadzi¢ czes¢ liniowa przeksztalcenia afinicznego.
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