VII-1 H. Torunczyk, GAL II (wiosna 2012)

VII FORMY KWADRATOWE, DWULINIOWE,
WIELOLINIOWE.

W tym rozdziale zaktadamy, ze

a) rozwazane przestrzenie wektorowe sa skoriczonego wymiaru, oraz
b) w ciele skalaréw F element 2p := 1y + 1y nie jest rowny Op.
Ostatnie zalozenie wyrazane jest nastepujaco: ,charakterystyka ciata F jest rozna od 2”.

Umozliwia ono wykonywanie w [F | dzielenia przez 2”: gdy przez % € [F oznaczy¢ odwrot-
nos¢ elementu 2p, to %a + %a = a dla a € F. (Przyktadowo, jesi F = Zs i a = 3,
to %a = 4.) Najwazniejsze dla nas przypadki, to gdy F jest ciatem liczbowym; wtedy
wykonalnos¢ dzielenia przez 2 nie wymaga zadnych uzasadnien.

Wstep.* Po afinicznych, najprostszymi sa funkcje kwadratowe kilku zmiennych. Wy-
stepuja one w wielu zagadnieniach geometrii i analizy. W tym rozdziale pokazemy, jak
do badania tych funkcji wykorzysta¢ mozna wtasno$ci macierzy, a zwlaszcza macierzy
symetrycznych. Operacje elementarne na takich macierzach umozliwig uproszczenie wie-
lomianu kwadratowego liniows zamiang zmiennych. Wyniki algebry liniowej sa pomocne
w ustaleniu, kiedy wielomian kwadratowy rzeczywisty przyjmuje tylko nieujemne (badz
tylko dodatnie) wartosci. Umozliwia one rowniez dowod waznego ,twierdzenia o bez-
wtadnosci”, sformutowanego w §2.

Badamy tu tez funkcje dwuliniowe V' x V' — F, gdzie V jest przestrzenia wektorowa,
a IF jej ciatem skalaréw. Oto pewne powody znaczenia tych funkceji:

1) Funkcje dwuliniowe przekazuja pelna informacje o endomorfizmach liniowych.
Istotnie, gdy L € L(F*) jest operatorem na przestrzeni F¥, to funkcja (u, v) +— u- L(v)
jest dwuliniowa i nietrudno jest zauwazy¢, ze wyznacza ona L. Pozwala to badanie
endomorfizméw sprowadzi¢, przynajmniej formalnie, do badania funkcji dwuliniowych.

2) Funkcja dwuliniowa V' x V' — F wyznacza w przestrzeni V namiastke geometrii
euklidesowej: umozliwia zdefiniowanie ortogonalnos$ci wektoréw, rzutu ortogonalnego,
przeksztatcenia sprzezonego, izometrii. (Opiszemy to doktadniej w §§3 i 4.) Tym samym
pewne intuicje i wyobrazenia, ktore wigzemy z przestrzeniami euklidesowymi, moga by¢
cho¢ w czesci przeniesione na przestrzenie z wyrdzniona funkcja dwuliniowa.

3) Kazda jednorodna funkcja kwadratowa V' — F wyznacza funkcje dwuliniowa V' x
V — F. Ta prosta, lecz podstawowa obserwacja poczyniona w §3 umozliwia uzycie
opisanych wyzej poje¢ geometrycznych do badania funkcji kwadratowych.

Rozwiniecie powyzszych punktow 1)-3) wykracza jednak poza zakres wyktadu i do-
tkniemy ich tylko w koricowych zadaniach uzupetniajacych. W materiale uzupetniajacym
w §6 omowimy tez podstawowe pojecia rachunku tensorowego i jego zwiazku z badaniem
funkeji n-liniowych dla n>2.
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§ 1. Wielomiany i funkcje wielomianowe stopnia <2
1. Wielomiany stopnia < 2 i wyznaczone przez nie funkcje wielomianowe F* — F.

Definicja. a) Wielomian stopnia < 2, przemiennych zmiennych 1, ..., x i wspotczyn-
nikach w ciele F' (czyli takich, ktore sa ,nad F 7), to wyrazenie

Z bijxiz; + Z bix; + c, (1)

1<i<j<k

gdzie wszystkie wspolezynniki b4, b;, ¢ sa elementami [F.

b) W zbiorze wszystkich takich wielomianow, oznaczanym tu przez F<olzq, ..., Tkl
wprowadzamy w naturalny sposéb dodawanie i mnozenie przez skalar.

¢) Wartoécig wielomianu (1) w punkcie u = (uy, ..., ;) € F¥ nazywamy skalar

Z bijuiu; + Zb u; + c.

1<i<j<k

Funkcje F* — F zadang przez u — p(u) nazywamy funkcja wielomianows wyzna-

czong przez wielomian p. Gdy b;; # 0 dla pewnych 4, j, to zar6wno o wielomianie p,

jak i o wyznaczonej przez niego funkcji méwimy, ze sa stopnia 2 lub kwadratowe. W

przeciwnym razie méwimy, ze sa one: stopnia 1, gdy b; # 0 dla pewnego ¢, stopnia 0

gdy c£01b; =--- =b, =0, za$ stopnia —oo w pozostaltym razie, tzn. gdy p = 0.
Poprawnos¢ tej definicji w odniesieniu do funkcji zapewnia nastepujace

Twierdzenie 1. Gdy 2r # O, to funkcja, wyznaczona przez wielomian p € Folzy, ..., Tk,
okresla go (czy réwnowaznie: jego wspotczynniki) jednoznacznie.

Dowod. Przy oznaczeniach (1) mamy
c = p(0) (2)

Badana funkcja wyznacza wiec wspotczynnik ¢ wielomianu p oraz nastepujace funkcje
f17 f2 : ]Fk — F

fi(u) == S (p(u) —p(=u)), fo(u) :=p(u) - fi(u) —c= %(p(U) +p(-u)) —c (3)

Latwe rachunki pokazuja, ze przy tych definicjach,

Z biu; oraz fo(u Z bijuu; dlau € F* (4)

1<i<j<k
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skadd bz = fl(ei), b” = f2(8i> 1 bij = fz(ei + ej) — fg(ei) — fg(ej) dla 1 S 1 < j S k.
Wraz ze wzorami (2) i (3) wyznacza to wspotezynniki wielomianu p. [

Uwaga 1. a) Oczywiscie, podobnie do wielomian6w k—zmiennych stopnia < 2 mozna
definiowa¢ wielomiany wyzszych stopni. Zbioér wszystkich wielomianéow nad F, zmien-
nych i, ..., x, oznaczamy przez Flxy, ..., xg]; jest on w naturalny sposdb pier§cieniem
przemiennym. Odpowiednie uogoélnienie twierdzenia 1 wymaga wymaga jednak dodat-
kowych zatozen o ciele F. (Np., gdy F = Z3, to wielomian z(x — 1)(x — 2) jest rozny
od 0, lecz wyznacza funkcje zerowa.) Wystarczajace jest zalozenie, by cialo F byto
nieskonczone; dowod bedzie podany na wyktadzie Algebry.

b) Ze wzgledu na twierdzenie 1, bedziemy niekiedy utozamiaé¢ funkcje wielomianowa
stopnia < 2 z wyznaczajacym ja wielomianem i np. méwi¢ o jej wspolczynnikach.

Przyjmijmy py := Z1§i§jgk bijxiz; i p = Zle biz;. Wielomiany po i p1 + ¢ na-
zywamy, odpowiednio, czescia gléwng i czesScig liniowa wielomianu p. Podobnie
funkcje fo i fi + ¢ nazywamy czescia glowng i liniowa ! wyznaczonej przez p funkeji.
Wielomian p, a takze odpowiadajaca mu funkcje, nazwiemy forma kwadratowa, gdy
p = po, zas forma liniowa, gdy p = p;.

Uwaga 2. Forma kwadratowa moze by¢ stopnia —oo (tzn. by¢ zerowa), podczas gdy
kwadratowa funkcja czy wielomian sa, z przyjetej definicji, zawsze stopnia 2.

Uwaga 3. Przez z; oznaczamy na og6l i—ta z rozwaznych zmiennych (wowczas jest
to pewne wyrazenie algebraiczne), lecz niekiedy moze tak by¢ oznaczony i skalar. Ciag
zmiennych x1, ..., z; bedziemy oznaczaé przez x, i tak samo moze by¢ oznaczony wektor w
F* (ktorego wspohrzedne a1, ..., 2y, sa skalarami). Nie prowadzi to do nieporozumien, bo
omawiamy na ogoét lub jest skadinad jasne, czy x jest ciagiem zmiennych, czy skalarow.

Zadanie 1. Gdy f : F¥ — F jest funkcja wielomianows stopnia < 2, to réwnowazne sa
warunki:

a) f jest forma kwadratows;

b) f(0) =01 f jest funkcja parzysta, tzn. f(u) = f(—u) dla u € F¥;

c) f jest funkcja 2-jednorodna, tzn. f(tu) =t>f(u) dlat € Fiu € F*.

Zadanie uzupeliajace 1. * Niech funkcja f : R?> — R ma te wlasnogé, ze dla kazdych
u,v € R? wzor t — f(u+ tv) zadaje funcje wielomianows stopnia < 2. Czy f jest
funkcja wielomianowsg stopnia < 27

!Nazwa ta odzwierciedla istniejaca niestety w nazewnictwie matematycznym niekonsekwencje: jesli b : FF — F! jest
postaci x — Ax + b, gdzie A € M; ;i b€ F!, to gdy I > 1 mowi sie o h, ze jest ,przeksztalceniem afinicznym”, a gdy
I =1 —ze jest ,funkcjg liniowa”’; nazwa ,funkcjonal liniowy” zas oznacza, ze [ =11ib = 0.
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2. Formy kwadratowe a macierze.

Forma kwadratowa

g= Y bz (5)

1<i<j<k

jest wyznaczona przez swe wspoOlczynniki b;;. Poniewaz zaktadamy w (5), ze i < j, to
wspotezynniki te tworzg tylko ,,gérng potoéwke” macierzy rozmiaru k x k. By otrzymacé
pelna macierz, mozemy dopisa¢ w niej zera ponizej przekatnej; odpowiada to rozsze-
rzeniu w (1) sumowania na wszystkie pary (7, j) takie, ze ,j € {1,...,k}, przy czym
przyjmujemy b;; = 0 gdy ¢ > j. Jednak przy takiej zmianie zakresu wskaznikow istnieja
inne jeszcze mozliwosci wyboru k£ x k-—macierzy wspotczynnikow.

Definicja. Forma kwadratowa wyznaczong przez macierz A € M nazywamy zar6wno
wielomian

k
a ‘= Z Qi TiT (6)
ij=1
jak i odpowiadajaca mu funkcje F* — F, ktora oznaczymy fa. By ga zapisaé¢ w postaci
(5), nalezy dokona¢ redukeji wyrazow z;x; oraz x;z; (i < j). Oczywisty jest

Lemat 1. Dia form q i qa zadanych wzorami (5) i (6), réowno$é q = qa ma miejsce
wtedy i tylko wtedy, gdy a; = by; oraz a;j+aj; =b; dlai <j (i,7=1,..,k).

Oznaczenia. Jak wczedniej, we wzorach wykorzystujacych mnozenie przez macierz,
skoniczone ciagi skalarow traktujemy jako macierze jednokolumnowe. Umowe te roz-
szerzamy obecnie i na ciggi wielomianow. Tak wiec dla A € M, i ciagu zmiennych
x = (21, ..., ), przex Ax oznaczamy ciag wielomianow p; = Z§:1 ai;x; (i =1,...,k),
a rownosé (6) zapisujemy tak:

Ga — x' Ax (7)
Jest to oczywiscie spowodowane tym, ze ga(v) = >, vipi(v) = vIAv dla v € F.

Uwaga i definicja. a) Okazuje sie (jeden z powodow wskazemy w p.3), ze sposrod ma-
cierzy wyznaczajacych forme kwadratowa ¢, dang wzorem (5), najdogodniej jest wybrac¢
symetryczna. 7Z lematu wynika, ze taka symetryczna macierz A istnieje i jest wyznaczona
jednoznacznie; nazywac ja bedziemy macierza (Gaussa) formy g¢.

b) Macierz ta jest wyznaczona tym, ze a; = b;; 1 a;; = aj; = %bij dlal <i<j <k,
a takze — na podstawie twierdzenia 1 w p.1 — tym, ze

A=A"i ¢(v) =v'Av dla wszystkich v € F*.

Cwiczenie. Przestrzen R¥ wyposazamy w standardowy iloczyn skalarny. Dla macierzy
A € My (R) dowiesé, ze:
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a) Jesli Avlv Vv € R* to AP = —A. (Por. zad. uz. 2 w §VI.3.1.)
b) Jesli funkcja v — (Av,v) jest na sferze |v|| = 1 stale rowna ¢, to A + A" = 2cIL.

* Wielomianowi kwadratowemu nie bedgcemu forma tez mozna przyporzadkowaé ma-
cierz symetryczna. (Nie zostanie to jednak tu wykorzystane i dlatego pozostala czesé
tego punktu to material uzupetiajacy). W tym celu dla wielomianu p zadanego wzorem

(1) przyjmijmy
aij = aj; = bij/2 gdy © < j, @i = by, api = aipp = b;/2 oraz ap = c

Macierz symetryczna (a;;j)ij—o1,., Ooznaczmy A i nazwijmy rozszekrzonq macierza
wielomianu p, a takze wyznaczonej przez niego funkcji. Przy p := >

i,j=0 CLZ'j.QTZ'ij maly
p(X) — ﬁ(lu L1, ...,Zli'k), Sk@d

p=X'AX, gdzie X := (1,1, ..., zp). (8)

3. Upraszczanie formy podstawieniem liniowym. Kongruentno$é macierzy.
Definicja. Niech p = Zf,j:l bijrix; + Zle biz; + c i niech C € My bedzie macierza
nicosobliwa. Zastapmy kazda ze zmiennych z; wielomianem Zle ¢ijy;. Powiemy, ze
zamiana zmiennych (lub: podstawienie) x = Cy przeprowadza p w otrzymany
wielomian p’ zmiennych y1, ..., yx.

Podstawienie x = Cy nazywamy liniowym. Zaktadamy w nim zawsze nieosobliwo$¢

macierzy C. Umozliwia to wyrazenie y poprzez X wzorem y = C~1x, analogicznym do

x = Cy. Latwo widzie¢, ze stopien wielomianu p’ nie przewyzsza stopnia wielomianu p.
Wobec powyzszej symetrii miedzy p i p/, sg wiec one tego samego stopnia.

Oczywiscie, gdy podstawienia x = Cy iy = Sz przeprowadzaja p w p' i p’ w p”,
odpowiednio, to podstawienie x = CSz przeprowadza p w p”.

Twierdzenie 1. Gdy q € Flxy, ..., zx] jest formq kwadratowg o macierzy A, to podsta-
wienie x = Cy przeprowadza jg w forme ¢ o macierzy C'AC.

Dowod. Dla y € F¥ zachodzi

¢(y) = ¢(Cy) = (Cy)'A(Cy) = y'(C'AC)y
Ponadto, C'AC jest macierzg symetryczng, w slad za A. (Patrz ponizsze zadanie).
Stad i z czeSci b) definicji-uwagi z p.2 wynika, ze macierzg formy ¢’ jest C'AC. O

Definicja. Macierze A, B € My (F) nazwiemy kongruentnymi, jesli istnieje macierz
nieosobliwa C € M (IF) taka, ze B = C'AC.

Zadanie 1. a) Kongruentnosé jest relacja rownowaznosci w zbiorze My (IF).
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b) Gdy jedna z kongruentnych macierzy jest symetryczna (odp. antysymetryczna), to
druga tez.

c) Gdy A;~B; dlai = 1,2, to diag(A1, Ay)~diag(B1, Bs), gdzie ~ to kongruentnosé.
d) Macierze kongruentne maja ten sam rzad.

Uwaga 1. Czesé b) zadania uwidacznia korzysé, jaka niesie wybor macierzy symetrycz-
nej sposrod wszystkich, zadajacych dana forme: zbioér macierzy symetrycznych jest za-
mkniety wzgledem odpowiadajacej zamianie zmiennych relacji kongruencji, podczas gdy
np. narzucajacy sie wybor macierzy gornie trojkatnej nie prowadzi do takiego zbioru.

Wykorzystamy teraz podstawienia liniowe do upraszczania macierzy formy:.

Twierdzenie 2 (Lagrange’a o diagonalizacji form kwadratowych, 2 wersje). Kazda ma-
cierz symetryczna jest kongruentna z pewng macierzq diagonalng.

Rownowazne sformutowanie: Kazdg forme kwadratowq q € Flxq, ..., x1] mozna pod-
stawieniem lintowym przeprowadzi¢ w forme Zle \y?, dla pewnych Ay, ..., \, € F.

By dostrzec rownowaznosé obu wersji wystarcza zapisa¢ ¢ w postaci q,, dla odpo-
wiedniej macierzy symetrycznej A, i skorzysta¢ z twierdzenia 1.

Twierdzenie 2 udowodnimy opisujac sposob wyznaczenia macierzy C i skalarow Aq, ..., A\x
takich, ze C'AC = diag(\y, ..., \x). Rozni sie on tym od opisanego w §I1.3.2 sposobu
doprowadzenia macierzy do postaci schodkowej, ze operacje wierszowe replikowane sg
jako kolumnowe.

Sposoéb diagonalizacji macierzy symetrycznej A € My (F) przez kongruen-
cje. Wykonujemy kolejno £ krokéw opisanych nizej.

Krok s-ty (s =1, ..., k). Niech B oznacza macierz symetryczna, otrzymana w wyniku
wykonania poprzedzajacych krokow i majaca wyrazy rozne od 0 tylko na przekatnej i w
miejscach ¢j dla i,j > s. (Gdy s = 1, przyjmujemy B = A.) Wyr6znimy dwie czesci
tego kroku:

Czesé 1. Wykonujemy ja tylko, gdy bss = 01 by # 0 dla pewnego t > s. Wtedy
do wiersza s dodajemy c—krotnos¢ wiersza t taka, ze ¢ # 01 d := 2by + ¢ - by # 0.
(Mozna n.p. obrac jesli nie ¢ = 1, to ¢ = —1 .) Nastepnie, powtarzamy te operacje na

kolumnach otrzymanej macierzy (dodajemy te sama krotnosé t—tej kolumny do s—tej).
Koncows macierz oznaczamy nadal przez B; zauwazmy, ze bss = ¢ - d # 0.

Czesé 2. Od wierszy s+1, s+2, ..., k macierzy B odejmujemy takie krotnosci wiersza p,
by stojace ponizej przekatnej wyrazy kolumny s uczyni¢ zerami. Nastepnie, zamieniamy
zerami (s + 1)-szy i dalsze wyrazy wiersza s otrzymanej macierzy.

To koniczy opis obu czesci kroku s. Macierz B, otrzymana w wyniku wykonania
wszystkich k krokow, jest diagonalna (uzasadnienie ponizej). Dla otrzymania macierzy
C takiej, ze C'AC = B, nalezy powyzsza konstrukcje rozszerzyé, dopisujac do B klatki
kwadratowe, z ktorych pierwsza (tj. przy s = 1) jest rowna Ir,. W obu czesciach kazdego
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z krokow, klatke dopisang zmieniamy tylko wtedy, gdy na macierzy B wykonano ope-
racje wierszowa, i wtedy powtarzamy ja na klatce dopisanej. Koncowa klatke dopisang
przyjmujemy za C'; po transpozycji, da ona szukang macierz C.

Wykazanie poprawnosci tego sposobu poprzedzimy przyktadem.

Przyktad 1. Niech
q = SU% + 3%% + 1956421 — 20179 + 41703 + 201204 — O014 — 122324.

Macierza tej formy jest

1 -1 2 1
-1 3 0 -3

A = 5 0 0 -6 |€ My(R)
I -3 -6 19

Wykonujemy kolejno opisane wezesniej kroki (nad strzatkami zaznaczono, czy wykonano
czesé 1, czy 2 odpowiedniego kroku, oraz czy operacje byty wierszowe, czy kolumnowe):

1 -1 2 1] 1000 1 0 0 0] 1000
2w 0O 2 2 -2 1100 2k 0 2 2 -21] 1100
(Aul)—> -
0 2 -4 -8 -2010 0 2 -4 -8]-2010
0 -2 =8 18 | -1 00 1 0 -2 -8 18 | -1 00 1
1o 0 O] 1 000 1o 0 O] 1 000
2w 02 2 -2 1 100 2k 02 0 0] 1 100
— —
00 -6 -6 | -3-110 00 -6 —6 ] -3 —-110
00 -6 16| 0 101 00 -6 16 | 0 101
1o 0o O] 1 0 00 1o 0 0] 1 0 00
2w 02 0 0| 1 1 00 2k 02 0 0| 1 1 00
— —
00 -6 -6 -3-1 10 00 -6 0| -3 -1 10
00 0 2| 3 2 -11 00 02| 3 2-11
11 -3 3 10 0 O
|01 -1 2 y 102 0 O :
Zatem przy C = 00 1 —1 otrzymamy C'AC = 00 -6 0 | Inacze]
00 0 1 00 0 22

méwiace, podstawienie x = Cy przeprowadza ¢ w forme y? + 2y5 — 6y3 + 22y7.

Dowdd twierdzenia 2. Wykazemy, ze konicowe macierze B i C maja zadane wtasnosci.
Wezmy czes¢ 2 kroku s. Wykonujemy w niej ciag operacji wierszowych, ktory wobec
twierdzenia 1 z §1.4.3 powoduje zastapienie B macierza EB, dla pewnej nieosobliwej
macierzy E. Poniewaz macierz B jest symetryczna, a s-ta kolumna macierzy EB ma
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tylko jeden (s-ty) wyraz niezerowy, to wykonanie na macierzy EB ciagu operacji ko-
lumnowych, odpowiadajacych wykonanym poprzednio operacjom wierszowym, skutkuje
jedynie zastapieniem zerami wyrazoéw s + 1, ..., k wiersza s macierzy EB. Wykorzystu-
jac ponownie przywotane twierdzenie stwierdzamy, ze wykonanie catej czesci 2 powoduje
zastgpienie macierzy B przez EBE!, dla pewnej nieosobliwej macierzy E.

Tak samo zmienia sie macierz B w czesci 1 kroku s. Po tym kroku pozostanie wiec
ona symetryczna i spetni warunek b;; = 0 gdy ¢ # j i min(i,j) < s. (Wynika to
z opisu tego kroku.) Koricowa macierz B jest wiec zarowno diagonalna, jak i rowna
E,(...(E1AE!)..)E!  gdzie Eq, ..., E, to macierze nieosobliwe, odpowiadajace wykony-
wanym czesciom kolejnych krokéw. Stad B = SAS' dla S = E,..E; — czyli przy
C := S! zachodzi B = C'AC, a macierz C! = S otrzymujemy z klatki I przez wyko-
nanie kolejno wszystkich opisanych operacji wierszowych. (Korzystamy z tego, ze i—ta z
tych operacji polega na mnozeniu macierzy z lewej strony przez E;.) [

Uwaga 2. Wykonanie czesci 2 jakiegokolwiek kroku nie zmienia warto$ci wyznacznika
klatki wyznaczonej przez pierwszych s wierszy i kolumn macierzy B. (Tu s jest dowolna
liczbe niewieksza od stopnia macierzy.) Istotnie, zadna z operacji wykonywanych w
czesci 2 nie zmienia tego wyznacznika.

Uwaga 3. * Jesli, jak w przyktadzie 1, dla kazdego s wykonanie czesci 1 jest zbedne, to
otrzymana macierz C jest gornie trojkatna i ma tylko jedynki na przekatnej. (Istotnie,
dopisana klatka” C! jest wtedy dolnie trojkatna i ma wylacznie jedynki na przekatne;.)
Zadanie 2. a) Dowiesé, ze forme kwadratowa q € F[xy, ..., zx] mozna podstawieniem
linfowym przeprowadzi¢ w forme postaci 2§ + ... + 22 — 22, — ... — 22 gdy F = R, za$
postaci 27 + ... + 22 gdy F = C; tu 0 < r < k. (Wskazowka: wyjsé od twierdzenia 2 i
dokonaé¢ dodatkowych podstawieri, w tym zmiany kolejnosci zmiennych.)

b) Wywnioskowaé, ze w My (F) kazda macierz symetryczna jest kongruenta z macierza
postaci diag(1,...,1,—1,...,—1,0,...,0) gdy F = R, zas diag(1, ..., 1,0, ...,0) gdy F = C.
(Liczby jedynek, minus jedynek i zer moga by¢ zerowe i rdzne.)

Zadania uzupetniajace.

1. Zauwazy¢, ze twierdzenie 1 pozostanie stuszne, gdy dopusci¢ podstawienia o osobliwej
macierzy C. Wykorzystaé¢ to do obliczenia wyznacznika macierzy formy (a1 + asxs +
a2x3)2 + (blxl + boxy + b31‘3)2 + (61]}1 + cowro + 03$3)2.

2. a) Dowies¢ kongruentnosci macierzy diag(a,b) i diag((a + b)ab, a + b).

b) Dowiesé, ze gdy macierz symetryczna A jest nieosobliwa, to macierz diag(A, —A)
jest kongruentna z macierza diag(I, —I).

3. a) Dowies¢, ze gdy macierz A jest nieosobliwa i symetryczna, to A~ = CB™1C,

gdzie B 1 C otrzymano w sposob opisany w tym punkcie.
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b) Poniewaz macierz diagonalng B tatwo jest ,odwroci¢”, wiec daje to pewien sposob
obliczania macierzy A~!. Mozna go uzyc do wyznaczenia odwrotnosci dowolnej ma-
cierzy nieosobliwej X dzieki tozsamosci X! = A7!X!, gdzie macierz A = X'X jest
symetryczna (a dla F = R dodatnio okreslona, patrz §....).

4. (twierdzenie Kroneckera) Niech A € M} bedzie macierza symetryczna, ktorej
klatka wyznaczona przez pierwszych r wierszy i kolumn jest nieosobliwa. Dowiesé, ze
forme ga mozna podstawieniem liniowym przeprowadzi¢ w forme postaci ZZ =1 QijYiy;+
Zf =41 bijyiy;, dla pewnych wspotezynnikow b;;. Ponadto, mozna uzyskac, by podsta-
wienie nie zmieniato zmiennych z,q, ..., x%.

b) Dowies¢, ze gdy r = rk(A), to wszystkie wspolezynniki b;; sa rowne 0.

5. Niech A € M. \ {0} bedzie macierza symetryczna i niech r € N. Dowiesé, ze:

a) Istnieje niezerowy minor gléwny? stopnia 1 lub 2.

b) Jesli r < k — 2 i istnieje niezerowy minor glowny stopnia r, taki, ze wszystkie
obejmujace go 2 minory gléwne stopni r+11 742 sg zerowe, to rk(A) = r. (Wskazéwka:
zalozy¢, ze minor wyznaczony jest przez poczatkowych r wierszy i kolumn, po czym
wyzerowac wszystkie wyrazy pod odpowiadajaca mu klatka i obok niej.)

c¢) Sformutowa¢ podobna teze gdy r = k — 1 i dowies¢ jej i tego, ze istnieje niezerowy
minor gtéwny stopnia rk(A).

Zadania ze zbioru Kostrykina: §11.2.2.17.

4. Funkcje wielomianowe stopnia < 2 na przestrzeni wektorowej.

Niech f:V — T bedzie funkcjag na k—wymiarowej przestrzeni wektorowej V' nad F.

Definicja. Powiemy, ze funkcji tej w bazie V = (v, ..., vy) odpowiada wielomian
p € Flzy,...,xx] (lub: zZe funkcja f jest w bazie V zadana wielomianem p), jesli
f(v) = p([v]y) dla wszystkich v € V, lub réwnowaznie:

flxyvi+ o+ apvy) = p(ag, oy xy) dla g, .o xp €F (9)

Uwaga 1. a) Gdy, w bazie V, funkcji f; : V' — F odpowiada wielomian p; (i = 1,2),
to sumie f; + f5 i iloczynowi fifo odpowiadaja wielomiany py + ps 1 p1p2, odp.

b) W danej bazie funkcji f odpowiada¢ moze tylko jeden, lub zaden, wielomian stopnia
< 2. (Wynika to z twierdzenia 1 w p.1.)

c¢) Latwo o przyktad funkeji, ktorej w zadnej bazie nie w odpowiada wielomian. Gdy
V =R =T, jest nig np. funkcja sin — bo jest niezrowa, lecz ma nieskoriczenie wiele zer.

Stwierdzenie 1. Jesli funkcji f odpowiada w bazie V wielomian p, to w bazie V' odpo-

wiada jej wielomian p' powstaty z p przez podstawienie x = Cy, gdzie C = [[]5'.

2patrz dalej zad. uz. 2 w §2.4
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Dowdd. Dlav € V jest f(v) = p([v]y) oraz [v]y = C[v]y, wiec takze f(v) = p(Clv]y).
Wraz z definicja p’ daje to zadang teze. O

Definicja. Powiemy, ze funkcja f : V' — FF na przestrzeni wektorowej V' jest kwadra-
towa (odpowiednio: jest wielomianowa danego stopnia i < 2, jest forma kwadra-
towa), jesli w pewnej bazie V odpowiada jej wielomian o tej wlasnogci®. Ze stwierdzenia
1 i wiadomosci z p.1 wynika, ze wybér bazy V nie jest istotny.

b) Macierza formy kwadratowej f w bazie V przestrzeni V nazywamy macierz
formy ¢ € Fslzq, ..., x¢], odpowiadajacej f w bazie V. Oznaczamy ja [f]y. Zatem:

A = [f]y jest macierzg taka, ze A' = A1 f(v) = ([v]y)!Al[v]y dlave V. (10

Uwaga 2. Jak w (9), mozna to wyrazi¢ i tak: A" = A1 f(Q, zvi) = x'Ax =
Zf’jzl ajjvir; dlax = (21, ...,25) € F¥. (Tu, vy, ..., v to kolejne wektory bazy V.)

Whniosek 1. Gdy A i B sqg macierzami formy kwadratowej f w bazach V i VW, odpo-
wiednio, to B = C'AC, gdzie C := [I]}).

Dow6d. Wynika to ze stwierdzenia 1 i twierdzenia 1 z p.2. [

Nadamy teraz twierdzeniu o diagonalizacji form kwadratowych z p.3 nowa (lecz row-
nowazna) postac. Potrzebna jest

Definicja. Rzedem formy kwadratowej f : V — FF, oznaczanym przez rk(f), nazy-
wamy rzad jej macierzy w dowolnej bazie przestrzeni V. (Poprawnosé definicji wynika
z zadania 1 d) w p.3 1 wniosku 1.) Forme nazywamy niesosobliwa lub niezdegenero-
wana, gdy rk(f) = dim V', a osobliwa lub zdegenerowana w przeciwnym razie.

Twierdzenie 1 (o diagonalizacji formy kwadratowej, wersja dla funkcji). Niech f : 'V — F
bedzie formq kwadratowq na przestrzeni wektorowej V.. Wowczas istnieje baza tej prze-
strzeni, w ktdrej formie f odpowiada wielomian postaci \x% + ... + My, dla pewnych
skalarow Aq, .., Ak.

Dodatek: Przy tych oznaczeniach, liczba niezerowych skalarow A; jest rowna rk(f).

Dowod. Niech A € My, bedzie macierzg formy f w bazie V = (v;)¥_, przestrzeni V. Na
mocy twierdzenia 2 w p.3, istnieje macierz nieosobliwa C € My, dla ktorej B := C!AC
jest macierza diagonalng. Obierzmy baze W przestrzeni V tak, by [/ Hﬁv = C. Z wniosku
1 wynika, ze macierz formy f w bazie WV jest roéwna B, a zatem jest diagonalna. Oznacza
to, ze w bazie VW formie f odpowiada wielomian postaci Zle \iw?, przy czym rzad
macierzy B jest rowny liczbie niezerowych wyrazow jej przekatnej (Aq, ..., Ag). O

3 Nazwa ,forma kwadratowa” bedzie wigc uzywana zaréwno w odniesieniu do wielomianéw kilku zmiennych, jak i do
funkcji skalarnych na przestrzeniach wektorowych. W wielu podrecznikach unika sie tej dwuznacznosci tak, ze funkcje
bedace forma kwadratowa nazywa sie ,funkcjonatami kwadratowymi jednorodnymi”; por zadanie 1 w p.1.
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Definicja. O bazie VW powiemy, ze diagonalizuje forme kwadratowa f, jesli macierz
[f] jest diagonalna. Odnotujmy, ze wyzej baza diagonalizujaca W = (w;)¥_, okreslona

byta wzorem w; = Zle cijvi dla j =1,..., k. (Wynika to z definicji macierzy [I]3).)

Uwaga 3. Oba twierdzenia diagonalizacyjne (powyzsze i z p.3) nazywane sa twierdze-
niem Lagrange’a o diagonalizacji form kwadratowych.

Cwiczenie. Dla i = 1,2, niech A; bedzie macierza formy kwadratowej f; w bazie V, za$

B, — macierza tej formy w bazie WW. Dowies¢, ze jesli macierze te sa nieosobliwe, to
tI‘(Al_lAQ) = tI‘(Bl_lBQ).

Zadania uzupetniajace.

1. Dowies¢, ze gdy V' 1 W sa przestrzeniami wektorowymi, z bazami V' i VW, odpowiednio,
to ztozenie f o L formy kwadratowej f : W — F z operatorem L € L(V, W) jest forma
kwadratowa, przy czym [f o L]y = C'[flwC, gdzie C := [L]}),.

2. Dowies¢, ze wyraz a;; macierzy formy kwadratowej f w bazie (vy, ..., vy) jest rowny

s(f(vi+vj) = f(vi) = f(v;)). (Wskazowka: wzor na b;; w dowodzie tw. 1 w p.1.)

Zadania ze zbioru Kostrykina: 11.2.2.32

§ 2. Przypadek rzeczywistego ciala skalaréw i kilka stéw o zespolonym.

Poza wnioskiem 1 w p.2, gdzie rozpatrujemy réowniez przypadek zespolony, w paragrafie

tym zaktadamy, ze F = R. Znaczenie rzeczywistych funkcji kwadratowych w Analizie

bierze sie m.in. stad, ze gtadkie funkcje R¥ — R mozna aproksymowac ich rozwinieciami
Taylora drugiego stopnia, a te sg funkcjami kwadratowymi. Wykorzystujac wtasnosci
ciala R, w tym jego uporzadkowanie relacja <, mozemy tez dla F = R uzyskac¢ o funk-
cjach kwadratowych wiecej informacji, niz w ogdlnym przypadku.

1. Okreslonosé form kwadratowych i macierzy symetrycznych (F = R).

Niech f bedzie forma kwadratowa na rzeczywistej przestrzeni liniowej V.

Definicja. Powiemy, ze forma f jest dodatnio okreslona, jesli f(v) > 0 dla wszystkich
v € '\ {0}, a jest ujemnie okreslona, jesli f(v) < 0 dla wszystkich v € V' \ {0}. O
macierzy symetrycznej A € My (R) powiemy, ze jest dodatnio (odp. ujemnie) okreslona,
gdy forma f, : R¥ — R ma te wlasnosé. Gdy ktorys z tych warunkow jest spelniony
przy ostrym znaku nierownosci zastapionym przez tepy, to méwimy, ze forma lub macierz
jest dodatnio (odp. ujemnie) potokreslona. W pozostalym przypadku forme czy
macierz nazywamy nieokreslona.
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Przyktad 1. Forma f(x1, 22, 23) = (11 — 29)? + (21 — 223)? jest dodatnio potokreslona,
a w $lad za nia taka jest jej macierz

2 =1 =2
A= -1 1 0
-2 0 4

Nie sa one dodatnio okreslone, bo f(2,2,1) = 0.

Uwaga 1. a) Jedli A jest macierza formy f w pewnej bazie V przestrzeni V', to f ma kto-
ras ze zdefiniowanych wyzej wtasnosci wtedy i tylko wtedy, gdy ma ja A. (Korzystamy
z tego, ze f(v) = [VILA[v]y = fa([v]y) dlav e V)

b) Wynika stad, ze gdy macierze symetryczne A, B sa kongruentne i A ma ktoras z
tych wlasnosci, to i B ja ma (bo jest macierza formy fa w pewnej bazie przestrzeni R¥).

c) Jesli wiec badamy macierz symetryczng ze wzgledu na okreslonosé czy potokreslo-
nos¢, to wolno nam zastapic ja przez dowolna kongruentng z nig macierz diagonalna. Ta
za$ jest okreslona dodatnio (odp. ujemnie) wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie wyrazy
jej przekatnej sa dodatnie (odp. ujemne); podobnie jest dla potokreslonosei (nieréwnosci
sa wtedy tepe).

d) Gdy macierze symetryczne A i B sa dodatnio okreslone, to diag(A,B) tez, i
vice versa. Tak samo dla okreslonosci ujemnej i obu potokreslonosci. H

Przyktad 2. Macierz z przyktadu 1 w §1.3 nie jest potokreslona, bo kongruentna z nig
macierz diagonalna B ma na przekatnej wyrazy réznych znakow.

Uwaga 2. Z czesci d) uwagi 1 wynika, ze gdy macierz symetryczna jest potokreslona i
nieosobliwa, to jest okreslona, i odwrotnie. (Bo jest tak dla macierzy diagonalnych).

Dla matych k, a takze w zastosowaniach teoretycznych, uzyteczne moze byé¢ wyznacz-
nikowe kryterium okreslonosci formy. By je sformutowaé¢ uméwmy sie nazywaé minor
macierzy poczatkowym, gdy jest wyznaczony przez pierwszych jej s wierszy i kolumn,
dla pewnej liczby s.

Twierdzenie 1. Rzeczywista macierz symetryczna wtedy 1 tylko wtedy jest dodatnio
okreslona, gdy wszystkie jej minory poczgtkowe sq dodatnie.

Dowod. Oznaczmy macierz przez A. Poniewaz a1; = ga(e1), wiec kazdy z rozwazanych

warunkow implikuje aq; > 0. Zaktadamy wiec nizej, ze a;; > 0. Wowcezas krok 1
ail 0
0 K
z A 1 majaca te same co ona minory poczatkowe. (Patrz uwaga 1 w §1.3). Wobec tego:

1) Minory poczatkowe macierzy A wtedy i tylko wtedy wszystkie s dodatnie, gdy

algorytmu z §1.3 przeprowadza macierz A w macierz B postaci ) , kongruentna

jest to prawda dla K. (Korzystamy z tego, ze i—ty minor poczatkowy macierzy B jest
iloczynem i — 1-szego minora poczatkowego macierzy K i liczby dodatniej ay1.)
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Teza twierdzenia, oczywista dla k = 1, wynika wiec przez indukcje wzgledem k, bo:
2) Na mocy czesci b) i d) uwagi 1, macierz A wtedy i tylko wtedy jest dodatnio
okreslona, gdy macierz K ma te wtasnosé. (Gra role to, ze a;; > 0.) O

Z roéwnosci det(—B) = (—1)*det(B) dla B € M, i twierdzenia 1, zastosowanego do
macierzy —A, otrzymujemy

Whniosek 1. Rzeczywista macierz symetryczna jest ujemnie okreslona wtedy i tylko
wtedy, gdy jej minory poczatkowe stopnia nmieparzystego sq ujemmne, a parzystego do-
datnie.

Twierdzenie 1 i wniosek 1 nosza nazwe kryterium Sylvestera—Jacobiego.* Za-
piszmy je dla

N
A=| b ¢ e | € M3(R) (zaznaczono klatki poczatkowe)
d e f]
a) macierz A jest okreslona dodatnios(a > 0 i det ( Z i ) > (01det(A) > 0);

b) macierz A jest okreslona ujemnie<(a < 0 1 det ( ch i ) >0 i det(A) <0).

Uwaga 3. Juz dla 4 x 4-macierzy kryterium Sylvestera—Jacobiego jest znacznie trudnie;j
stosowaé, niz kryterium z uwagi 1c¢). Nie wolno tez ulec pokusie zamiany w zatozeniu i
tezie stow ,dodatnio” i ,dodatnie” przez ,nieujemnie” i ,nieujemne”’, odpowiednio, o czym
zaswiadcza macierz diag(0, 1, —1).

Zadania uzupetniajace.

1. Dowies¢, ze odwrotnos¢ macierzy dodatnio okreslonej jest dodatnio okreslona.

2. Niech A bedzie macierza symetrycznag nad F (tu niekoniecznie F = R) i niech r
oznacza jej rzad, za$ a; jej i-ty minor poczatkowy. Dowiesé, ze jeslia; # O0dlat =1, ..., 7,
to A = C'DC, gdzie D = diag(as, as/ay, ...,a./a,1,0,...,0), a C jest pewna macierza
gornie trojkatna, z jedynkami na przekatnej. (Wskazowka: dowod tw. 1.)

Uwaga 4. Rezultat ten nosi nazwe twierdzenia Jacobiego. Wynika z niego, ze jesli
macierz symetryczna A ma wszystkie minory poczatkowe aq, ..., a, (r = rk(A)) nieze-
rowe, to forme ¢, mozna liniowa zamiana zmiennych przeprowadzi¢ w forme » . (a;/a;—1)x
gdzie przyjmujemy ag := 1.

2
19

4Na ogot kryterium przypisuje sie (tylko) Sylvesterowi, choé jest ku temu chyba réwnie mato powodéw, jak przypisy-
wanie go Jacobiemu. Por. http://math.sfsu.edu/smith/Math880/General/Epilog.pdf i uwaga 4.
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3. Dla symetrycznej macierzy A € M (R) dowies¢ implikacji a) = b) = ¢) = d) oraz
b)=-a) i b)=-), dotyczacych ponizszych warunkow. (Wskazowka: w dowodach, ze b)=
e) 1 b)= a), wykorzystac¢ d) i e), odpowiednio.)

a) Macierz A jest dodatnio potokreslona;

b) Kazdy minor gléwny macierzy A (tzn. minor wyznaczony przez jej wiersze i
kolumny nalezace do tego samego podzbioru zbioru {1, ..., k}) jest nieujemny.

C) a; > 01 \aij| < \/m < (aii + ajj)/2 dlaz,7=1,...,k.

d) Jesli Qi = O, to Qjj = Aj; = 0 (’L,] = 1, ceey ]f)

e) W algorytmie z §1.3, zastosowanym do macierzy A, czes¢ 1 kazdego kroku jest
pomijana.

4. a) Dla kazdej macierzy B € Mj(R), macierz B'B jest symetryczna i dodatnio
potokreslona.

b) Gdy macierz symetryczna A jest dodatnio pétokreslona, to A = B'B dla pewnej
macierzy gornie trojkatnej B o nieujemnych wyrazach na przekatnej. (Por. zadanie
uzupehiajace 1 w §V.3.4.)

Zadania ze zbioru Kostrykina: 9, 11, 13, 31* w §I1.2.2.

2. Twierdzenie o bezwladnosci.

Danej formie kwadratowej f : V' — R na rzeczywistej przestrzeni wektorowej V' odpo-
wiadaja w roznych bazach diagonalizujacych rozne wielomiany postaci >, \jz?. Poka-
zemy jednak, ze liczby dodatnich i ujemnych wspotczynnikow \; sa jednoznacznie przez
f wyznaczone.

Twierdzenie 1 (J.J.Sylvestera o bezwtadnosci, trzy wersje). a) Gdy formie kwadratowej
f V. — R na rzeczywistej przestrzenit wektorowej V- odpowiada w pewnej bazie ¥V =
(V)| wielomian S Na2, to liczba s dodatnich wspdtczynnikow N; jest od bazy V
niezalezna, 1 tak samo jest dla wspotczynnikow ujemnych @ dla rownych 0.

b) Gdy rzeczywiste macierze diagonalne sa kongruentne, to majq te samq liczbe wy-
razow dodatnich, 1 tak samo dla wyrazow ujemnych @ dla rownych 0.

c¢) Gdy podstawienia liniowe przeprowadzajq pewng forme q € Reg|xy, ..., x| w formy
MY+ A Nyr 0 NyE 4.+ Nz, odpowiednio, to w ciggu M, ..., Ay, jest tyle wyrazow
dodatnich, co w X, ..., \i.. Tak samo jest tez z wyrazami wjemnymi i z réwnymi 0.

Dowod. Wersja ¢) wynika z b), bo macierze diag(Aq, ..., A\x) 1 diag(Ay, ..., A,) w ¢) sa
kongruentne. Z kolei, b) wynika z a), bo kongruentne macierze sa macierzami, w roznych
bazach, pewnej wspolnej formy kwadratowej R¥ — R. (Korzystamy z wniosku 1w §1.4.)
Pozostaje dowiesé a), i to tylko w odniesieniu do liczby s, by potem jej niezaleznosé od
bazy zastosowac¢ do formy — f. Teza wynika wiec z ponizszego lematu, wyrazajacego s
w sposOb niezalezny od bazy:
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Lemat 1. Przy oznaczeniach czesci a) twierdzenia, s jest maksymalnym wymiarem
lintowych podprzestrzeni przestrzeni V', na ktorych forma f jest dodatnio okreslona.

Dowdd. Niech dodatnimi wspotczynnikami beda Ay, ..., As. Gdy u = ¢;vy + - - - + ¢4Vy,
gdzie ¢; # 0 dla pewnego i, to f(u) = A\ic? + -+ + Ayc? > 0; patrz (9). Zatem:

przy U := lin(vy, ..., vy), forma f;; jest dodatnio okredlona i dim(U) = s. (11)

Z, drugiej strony, gdy podprzestrzen W C V jest wymiaru wiekszego niz s, to na
postawie wniosku 1 w §II1.6.1 zawiera niezerowy wektor w € lin{vgyq, ..., vx}. Forma
fiw nie jest wiec wtedy dodatnio okreslona, bo f(w) < 0 (uzasadnienie takie, jak
dodatniosci f(u)). To koriczy dowod lematu. [

Uwaga 1. Podobne rozumowania pozwalaja tez wyznaczy¢ maksymalny wymiar pod-
przestrzeni, na ktorych forma f jest dodatnio potokreslona czy zerowa; patrz nizej za-
danie uzupetniajace 3.

Definicja. a) Dodatnim (odp.: ujemnym) indeksem bezwladnosci formy kwadra-
towej f: V' — R nazywamy liczbe dodatnich (odp. ujemnych) wyrazow macierzy tej
formy w dowolnej bazie diagonalizujacej. (Poprawnosé¢ definicji wynika z wersji a) twier-
dzenia.) Oznaczamy je przez o, (f) i przez o_(f), odpowiednio. Pare (o4 (f),0-(f))
oznaczamy przez o( f) i nazywamy sygnatura formy f.°

b) Podobnie definiujemy i oznaczamy indeksy bezwtadnosci i sygnature macierzy A,
ktora jest rzeczywista i symetryczna: o, (A) (odp. o_(A)) jest liczba dodatnich (odp.
ujemnych) wyrazow na przekatnej dowolnej macierzy diagonalnej, kongruentnej z A, zas

o(A) = (01(A),0-(A)).

Przyktad 1. Macierz z przyktadu 1 w §1.3 ma sygnature (3, 1), poniewaz jest kongruentna
z macierza diagonalng o 3 wyrazach dodatnich i 1 ujemnym.l Wyznaczy¢ sygnature
formy det : My(R) — R oraz jej obciecia do {A € My : tr(A) = 0}.

Uwaga 2. a) Suma dodatniego i ujemnego indeksu bezwladnosci jest rowna rzedowi
(formy czy macierzy). Patrz ,Dodatek” w twierdzeniu 1 z §1.4.

b) Jesli rzeczywiste macierze symetryczne sg kongruentne, to maja te sama sygnature.
(Wynika to z definicji sygnatury i przechodniosci kongruentnosci. )

c) Gdy A jest macierza formy f w pewnej bazie, to o(f) = o(A). Istotnie, dla baz
diagonalizujgcych wynika to z definicji, a dla innych — z b), bo macierze formy f w
roznych bazach sa kongruentne.

Whniosek 1. Warunkiem koniecznym i dostatecznym, by macierze symetryczne A, B
byty kongruentne w My (), jest rownosé o(A) = o(B) gdy F = R, zas réwnosé
rk(A) =r1k(B) gdy F = C.

5Czesto sygnatura formy f nazywana bywa liczba o (f)—o_(f), ktoéra wraz z rk(f) wyznacza pare o( f); por uwaga 2.
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Dowod. Koniecznosé tych warunkow odnotowano juz w zadaniu 1d) z §1.3 i uwadze 2b).

Dowiedziemy dostatecznosci, gdy F = C. Macierz A jest kongruentna z macierzg
diagonalna, na przekatnej ktorej stoja wpierw jedynki, a potem zera; przy tym liczba
jedynek jest rowna rk(A). (Korzystamy tu z zadan 2 i 1d) z §1.3.) Analogicznie jest dla
macierzy B. Jesli wiec rk(A) = rk(B), to A i B sg kongruentne z ta sama macierza
diagonalna, a wiec i jedna z druga.

Gdy F = R rozumujemy tak samo, wykorzystujac czesé¢ b) twierdzenia 1. B

Uwaga 3. W przypadku dowolnego ciata [F na ogét trudno jest ustali¢, czy dane dwie
macierze symetryczne A, B sa w My (F) kongruentne.(Dla ciata Q liczb wymiernych
dyskusji tych zagadnienn poswiecona jest ksiazka.) Warunkiem koniecznym jest oczywi-
Scie, by tk(A) = rk(B) i iloczyn det(A) - det(B) byl byt kwadratem w F. (Dlaczego?)
Nie jest to jednak warunek wystarczajacy.

Zadania uzupetniajace. (Poza ostatnim zadaniem, cialem skalaréw jest R.)

1. a) Wyrazi¢ znak liczby det(A) przez o(A).
b) Gdy macierz A jest nieosobliwa, wyrazi¢ o(—A™!) przez o(A).

2. Niech p = >0 Na? + Zle CLTE, Przy czym wspotezynniki Ay, ..., A; sa dodatnie,
dla pewnego s > 1. Dowies¢, ze jesli r < ki ¢ # 0, to dla kazdej podprzestrzeni liniowe]
Vo C R takiej, ze dim(Vp) > k — s — 1, zachodzi p(Vp) D [0, o).

Poniewaz zadanie to bedzie wykorzystane w rozdziale VIII, wiec daje wskazowke: gdy
v € lin(ey, ..., €5, €;) to funkcja R 3 ¢t — p(tv) przyjmuje wszystkie wartosci nieujemne.

3. Niech f : V — R bedzie forma kwadratows i niech dim(V') = ki o(f) = (s,t).
Dowiesé, ze:

a) Maksimum wymiaréw podprzestrzeni, na ktorych forma f jest dodatnio potokre-
slona, jest rowne k — t.

b) Maksimum wymiarow podprzestrzeni, na ktorych forma f jest zerowa, jest rowne
k — max(s,t).
4. a) Niech V.= U @ W, a forma kwadratowa f : V' — R bedzie dodatnio okreslona
na U i ujemnie potokreslona na W. Udowodnié¢, ze o4 (f) = dim(U),

b) Wyznaczy¢ rzad i sygnature formy f : My(R) — R, danej wzorem f(A) = tr(A?).

5. Niech W bedzie podprzestrzenia przestrzeni V', a f : V — R forma kwadratows.
Dowiesé, ze:

a) fiw : W — R jest formg kwadratows i o, (fiw) < oy (f), o-(fiw) < o-(f).

b) oy (f) — oy (fiw) < dim(V) — dim(W), i tak samo dla o_.

6. Niech p € Ry, ..., x| bedzie wielomianem o czesci gtownej g.
a) Dowiesé, ze gdy v, w € R¥ i ¢(v) > 0, to sup,cg p(tv + w) = oo.
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b) Wywnioskowaé, ze dla kazdego wektora w € R” i kazdej podprzestrzeni liniowej
Vo C V takiej, ze dim(Vp) > k — 0.(q), zachodzi supycy, p(v + W) = o0.

7. Niech ¢ € Rz, ..., x| bedzie forma kwadratowa. Dowies¢, ze warunek o(q) = (s, 1)
jest rownowazny temu, by ¢ = €3 + ... + (> — (2., — ... — (>, dla pewnych liniowo nie-
zaleznych form liniowych ¢y, ..., 05y € Req[xy, ..., zx]. (Wielomian liniowy ¢ nazywamy
forma, gdy ¢(0) = 0.)

8. Rozwazmy nastepujace wlasnosci niezerowej formy kwadratowej ¢ € Flxzy, ..., zx]:

a) q jest kwadratem wielomianu stopnia 1;

b) q jest iloczynem dwoch wielomianéw stopnia 1.
Dowiesé, ze dla F = C wlasnosé a) jest rownowazna temu, by rk(q) = 1, a b) temu, by
rk(q) € {1,2}; zas dla F = R wlasnos¢ a) jest rownowazna temu, by o(q) = (1,0), a b)
temu, by o(q) € {(1,0),(0,1),(1,1)}.
Zadania ze zbioru Kostrykina: §I1.2.1.10 oraz 1, 2, 7, 16, 18, 20, 21 i 27 * w §I[.2.2.
(Stosowaé¢ dowolna metode ustalania rownowaznosci. )

3. Ortogonalna diagonalizacja rzeczywistych form kwadratowych.

Dla macierzy ortogonalnej C mamy C~! = C'. Ortogonalnie podobne macierze sa wiec
kongruentne, co umozliwia wyrazenie w jezyku form twierdzenia o ortogonalnej diago-
nalizowalno$ci macierzy symetrycznych. Ta nowa interpretacja wynikow z rozdziatu VI
pozwala na uzyskanie wielu dodatkowych informacji o formie czy macierzy symetrycznej,
patrz m.in. ponizszy wniosek 1, zadania z p.4, a takze tw.2 z §3.2.

Definicja. Gdy C € M (R) jest macierza ortogonalna i podstawienie x = Cy prze-
prowadza forme ¢ € Rog[xy, ..., x;] w forme ¢ to mowimy, ze ¢ przeprowadzono w ¢’
podstawieniem ortogonalnym (lub: ortogonalna zamiang zmiennych).

Twierdzenie 1 (o ortogonalnej diagonalizacji form, dwie wersje). a) Dang forme
q € Roolzy, .., xx] mozna podstawieniem ortogonalnym przeprowadzié w forme postaci
M+ . 4+ Mx2. Clag liczb My, ..., A, € R jest z doktadnosciq do kolejnosci wyznaczony
jednoznacznie: sq w nim wszystkie wartosci wtasne macierzy formy q, kazda powtorzona
tylekroc, ile wynosi jej krotnoSc¢ jako pierwiastka wielomianu charakterystycznego.

b) Danej formie kwadratowej na przestrzeni euklidesowej E odpowiada w pewnej bazie
ortonormalnej wielomian postaci \x% + ... + \pxs, gdzie k = dim(E). Wspdtczynniki
A1y oo A € R sq wartoSciami wtasnymi macierzy formy w dowolnej bazie ortonormalney,
powtarzanymi zgodnie z ich krotnosciams, jak wyzey.

Dowod. Ad a). Poniewaz macierz A formy ¢ jest symetryczna i rzeczywista, wiec istnieje
macierz ortogonalna C taka, ze D := C 'AC jest macierza diagonalng. Wowczas
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C'AC = D, skad x = Cy jest zagdanym podstawieniem. Dalsza czesé a) wynika z
podobieristwa macierzy A i D = diag(\y, ..., Ax), por. uwaga 5 w §VI1.2.3.

Ad b). Wystarcza powtorzy¢ uzasadnienie twierdzenia z §1.4. (Tym razem zaczynamy
od bazy ortonormalnej, a za C obieramy macierz ortogonalna). B

Wnhniosek 1. a) Sygnatura rzeczywistej macierzy symetrycznej wynosi (s,t), gdzie s
jest liczbg dodatnich, a t liczbg ujemnych wartosci wtasnych tej macierzy. (Tu i nizej
uwzgledniamy krotnosci algebraiczne wartosci wtasnych.)

b) Sygnatura formy kwadratowej na przestrzeni rzeczywistej wynosi (s,t), gdzie s to
liczba dodatnich, a t —ujemnych wartosci wtasnych macierzy formy w dowolnej bazie
przestrzena.

Dowdd. a) wynika z czesci a) twierdzenia, zas b) —z a) 1 uwagi 2¢) w p.2. O

Zadania uzupetniajace. Dla rzeczywistych macierzy udowodni¢, ze:

1. Podobne macierze symetryczne sg kongruentne.

2. a) Gdy macierz S jest symetryczna i nieosobliwa, a B — dowolna, to macierz S?B
jest podobna do macierzy SBS, kongruentnej z B.
b) Gdy A i B sg symetryczne, przy czym A dodatnio okreslona, to AB ma tylko
rzeczywiste wartosci wlasne, w tym tyle samo dodatnich (odp. ujemnych), co B.

Zadania ze zbioru Kostrykina: §I1.4.3: 18 i 19. (,Sprowadzi¢ forme na osie gtowne” to

znalez¢é podstawienie ortogonalne, diagonalizujace te forme.)

4. * Wartosci wlasne rzeczywistych macierzy symetrycznych (zadania uzupelniajace).

1. Niech f : R¥ — R bedzie forma kwadratowa, a (\,...,\;) ciagiem wszystkich
warto$ci wlasnych (z powtdrzeniami) jej macierzy w ortonormalnej bazie przestrzeni R”.
Niech tez S := {v € R¥ : ||v|| = 1} oznacza sfere jednostkowa. Dowies¢, ze:

a) sup f(S) =sup; \; 1 inf f(S) = inf; A;.

b) Dla A € R, liczba #{i : \; > A} jest rowna maksimum wymiaréw podprzestrzeni
W takich, ze fiyns > A.

c¢) Podobnie, liczba #{i : A\; < A} jest rowna maksimum wymiaréw podprzestrzeni
w takich, ze f|WﬁS S A.

d) Jesli A\; < Ay < .o < N, to dla 1 <@ < k maja miejsce nastepujace réGwnosci
Couranta—Fischera:

Ai = infy Cw 1 Ap—ip1 = supy ow,
gdzie W przebiega i-wymiarowe podprzestrzenie przestrzeni R¥, zas ¢y i Cy oznaczaja
dla kazdej takiej podprzestrzeni kresy zbioru f(S N W), dolny i gorny, odpowiednio.
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2. Niech dalej f’:= fjy» oznacza obciecie formy f do pewnej podprzestrzeni V' C V/,
i niech \; < Ao < Ap i A] < .0 < )] beda wartosciami wlasnymi macierzy form f
i f/ w pewnych bazach ortonormalnych przestrzeni V i V', odpowiednio. Dowies¢, ze
Ni <A< Ajpdlad =1,...,0 (Jest to twierdzenie Cauchy’ego o przeplataniu;
gdy [ =k — 1 mowi ono, ze A, € [\, \jq] dlai=1,....k —1.)

3. Niech macierze symetryczne A, B € M (R) maja te wlasnosé, ze fa < fg (tzn.
viAv < vIBv, Vv € R¥). Dowiesé, ze:

a) Liczba dodatnich wartosci wlasnych macierzy B jest niemniejsza, niz liczba do-
datnich wartosci wlasnych A, i tak samo dla wartosci nieujemnych. (Uwzgledniamy
krotnosci wartosci wlasnych.)

b) Jesli Ay > Ao > ... > Mg i g > po > -+ > py sa wszystkimi pierwiastkami
wielomianow y, 1 xg, odpowiednio, to A\; < u; dlas=1,..., k.

§ 3. Formy (funkcje) dwuliniowe.

1. Funkcje dwuliniowe i ich macierze.

Definicja. Niech V bedzie przestrzenia wektorowa nad ciatem F. Funkcje g : VXV — F
nazywamy dwuliniowa, gdy

dla kazdego v € V| funkcje u+ g(u,v) iuw g(v,u) sa liniowe. (12)

Funkcja dwuliniowa V' x V' — [ nazywana jest tez formag dwuliniowa, przy czym
moéwi sie o dwuliniowej funkeji czy formie na przestrzeni V. Jest to ogoélnie przyjete,
cho¢ nieco mylace: dziedzing nie jest tu bowiem przestrzen V', lecz V' x V.

Zadanie 1. Dla takiej funkcji ¢ ma miejsce tozsamosé

szuzazijj Z TiYy;g ulawj) (13>

1€l jeJ i€l jeJ

gdy (x;)ier 1 (y;)jes sa skonczonymi uktadami skalarow, a (u;)ier i (W;)jes — uktadami
wektorow przestrzeni V.

Definicja. Macierza funkcji dwuliniowej g : V x V' — F w bazie V = (v, ..., v)

¢ i_1- Gdy wygodnie, oznaczamy ja [g]y.

przestrzeni V' nazywamy macierz (g(vi, vj))
Stwierdzenie 1. Niech A i B bedg macierzami funkcji dwuliniowej g : V XV — F w
bazach V i W, odpowiednio. Wowczas:
k
glu,w) = Z aijriy; =X Ay dlau,w €V, gdzie x := [u]y, y = [w]y (14)
ij=1

B = C'AC, gdzie C = [I]YY jest macierzq zmiany baz. (15)
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Dowo6d. Rownosé (14) wynika z zadania 1, bo u = Z§:1 TV 1 W= 2?:1 YjVv;.

Ad (15). Dla u,w € V mamy wiec ([u]y)'Alv]y = g(u,w) = ([u]y)'B[w])y oraz
[u]y = Clu)yy i [w]y = C[w]w. To daje x'By = x'C'ACy dla x,y € F* wobec czego
B = C'AC. (Por. §1.4.) B

Zaleznosé (14) wyrazamy mowiac, ze w bazie V, funkcja g jest zadana wielomianem
x'Ay € Foolx, .. Tp, Y1, -, Y-

Definicja. Funkcje g : V x V' — F nazywamy
symetryczna, gdy g(u,v) = g(v,u) dla wszystkich u,v € V,
antysymetryczna, gdy g(u,v) = —g(v,u) dla wszystkich u,v € V.
Cwiczenie. Niech g = (-,-) bedzie iloczynem skalarnym na przestrzeni zespolonej V.

Dowiesé, ze gdy V' traktowaé jako przestrzen rzeczywista, to funkcje Re(g),Im(g) : V' X
V' — R sa dwuliniowe, przy czym pierwsza jest symetryczna, a druga antysymetryczna.

Whniosek 1. Funkcja dwuliniowa g :'V X V. — F wtedy i tylko wtedy jest symetryczna
(odp.: antysymetryczna), gdy jej macierz w zadanej bazie przestrzeni V. jest taka.

Dowod. Z (14) wynika, ze gdy macierz A jest symetryczna (odp. antysymetryczna), to
funkcja g tez. Przeciwna implikacja wynika z definicji macierzy funkeji g. [

Uwaga 1. (i definicja). Macierze funkcji dwuliniowej g : V x V. — F, rozpatry-
wane wzgledem réznych baz, sa kongruentne (patrz stwierdzenie 1). Niezmiennikow
kongruentnosci macierzy uzy¢ wiec mozna do zdefiniowania wtasnosci takiej funkeji g.
W szczegolnosei, rzedem funkcji dwuliniowej g nazywamy rzad jej macierzy w do-
wolnej bazie przestrzeni V. Funkcje te nazwiemy nieosobliwg lub niezdegenero-
wana, gdy rk(g) = dim(V), tzn. gdy jej macierz w dowolnej bazie jest nieosobliwa. W
przeciwnym nazwiemy ja osobliwg lub zdegenerowana. Mozemy tez uzy¢ niezmienni-
kow rzeczywistych macierzy symetrycznych, by zdefiniowa¢ sygnature czy okreslonosé
wzgl. podtokreslonosé (dodatnia czy ujemna) symetrycznej funkcji dwuliniowej g na
rzeczywistej przestrzeni wektorowej. (Sa one takie, jak macierzy tej funkcji w dowolne;
bazie przestrzeni.)

Zadania.

2. Gdy funkcja g : V XV — F jest dwuliniowa, to dla kazdych liniowo zaleznych
wektorow vy, ..., vy € V macierz (g(vi, v;))i<ij<k jest osobliwa.

3. Niech g : V x V — F bedzie funkcja dwuliniowa i niech ¢'(u,w) := g(w,u)
dla u,w € V. Zbada¢ zalezno$¢ pomiedzy macierzami funkcji g i ¢* w danej bazie
przestrzeni V' i dowiesé rownosei rk(g) = rk(g").

4. Niech funkcja g : V x V — [F bedzie dwuliniowa.
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a) Gdy funkcja g jest alternujaca (tzn. g(v,v) = 0 dla kazdego wektora v), to jest
antysymetryczna. (Wskazowka: g(u+w,u+w) =0.)

b) Implikacja przeciwna jest prawdziwa gdy 2r # Op, i tylko wtedy.

Zadania uzupetniajace.

1. Niech SYM (odp. ANT) oznacza zbior wszystkich funkcji symetrycznych (odpo-
wiednio: antysymetrycznych) V x V — TF.

a) Dowiesé, ze SY M i ANT sa podprzestrzeniami liniowymi przestrzeni FU N wszyst-
kich funkcji V- x V — FF, oraz FUN = SY M & ANT;

b) opisa¢ wzorem rzut liniowy P przestrzeni FUN na SY M wzdtuz ANT i zbadac,
czy P przeprowadza funkcje dwuliniowe w dwuliniowe.

2. Niech g : V x V' — T bedzie funkcja dwuliniows i niech f(v) = g(v,v) dlav € V.
Udowodni¢ nastepujaca tozsamosé Cauchy’ego: f(u) (f( ) f(w)—g(u, w)g(w, u)) =
f(fla)w — g(u,w)u) dlau,w eV

3. Niech V' bedzie dwuwymiarowa rzeczywista przestrzenia wektorowa, niech g : V' x

V' — R bedzie symetryczna funkcja dwuliniowa i niech wektory u,w € V' beda liniowo
niezalezne. Dowiesé, ze:

i) funkcja g jest dodatnio lub ujemnie okreslona < (g(u, w))* < g(u,u)g(w, w);

i) funkcja g jest osobliwa< (g(u, w))? = g(u, u)g(w, w).

iii) funkcja g jest nieokreslona i nieosobliwa < (g(u, w))? > g(u,u)g(w, w).
Wywnioskowaé, ze znak liczby (g(u, w))?—g(u, u)g(w, w) (dodatni, zerowy lub ujemny)
nie zalezy od wyboru liniowo niezaleznych wektorow u,w € V.

4. Funkcja dwuliniowa g na przestrzeni wektorowej wtedy i tylko wtedy jest iloczynem
dwoch funkeji liniowych, gdy rk(g) <1

5. (przygotowawcze; powinno sie znalez¢ w rozdz. I1): Niech operatory K, L € L(V, W)
maja te wlasnosé, ze dla kazdego v € V wektor L(v) jest proporcjonalny do K(v).
Dowiesé¢, ze L = AK dla pewnego skalara .

6. Niech g,h: V x V — F beda funkcjami dwuliniowymi. Dowies¢, ze
a) Jesli h(u,w) = 0 dla wszystkich u,w € V takich, ze g(u,w) = 0, to h = Ag
dla pewnego skalara A. (Wskazowka: poprzednie zadanie, zastosowane do operatorow
V' — V* zadanych wzorami v — g(v,-) i v — h(v,-), wraz z zad. uz. 3a) w §I11.4.3.)
b) Jesli g(u,w) = 0 = g(w,u) =0 (u,w € V), to g jest funkcja symetryczna lub
antysymetryczng.

Zadania ze zbioru Kostrykina: §11.2.1: 1do 5, 9,10,11,12,16 i 19a); §I1.2.2: 1,2,3,6,19*,30.
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2. Funkcje dwuliniowe a formy kwadratowe.

Twierdzenie 1. a) Gdy funkcja g : V x V. — F jest dwuliniowa, to ponizszy wzor
definiuje forme kwadratowq:

f(v)=g(v,v) dla veV. (16)

Macierz B tej formy w zadanej bazie przestrzeni V' jest rowna %(A + A", gdzie A to
macierz funkcji g w tejze bazie. (W szczegdlnosci, B = A gdy g jest symetryczna.)

b) Odwrotnie, gdy f : V — T jest formqg kwadratowq, to istnieje doktadnie jedna
symetryczna funkcja dwuliniowa g :' V x V' — F spetniajgca réwnosé (16). Ponadto,

g(u,v) = S(f(u+v) = f(0) ~ f(v)) = S (f(u+v) ~ fu=v)) diauveV. (17)

Dowod. a) Niech A bedzie macierzg funkcji ¢ w pewnej bazie V. Na podstawie stwier-
dzenia la) z p.1, funkcja f jest w tej bazie zadana wielomianem x'Ax. Jest to wiec
forma kwadratowa, ktorej macierz w bazie V jest rowna %(A + AY); patrz §1.2.

b) Niech w pewnej bazie przestrzeni V' forma f zadana bedzie wielomianem x'Bx,
gdzie B = B!. Funkcje g : V x V — T zadajemy w tej bazie wielomianem x'By.
Rownosé (16) i dwuliniowosé g sa oczywiste, a symetria wynika z wniosku 1 w p.1. Z
tych wlasnosci wynikaja tatwo tozsamosci (17), a z kazdej z nich — jedynosé g. B

Uwaga 1. (i definicja) a) Gdy symetryczna funkcja dwuliniowa ¢ i forma kwadratowa

f pozostaja w zaleznosci (16), to o kazdej z nich mowimy, ze jest wyznaczona przez
pozostala. Inne stosowane okreslenie to: g jest forma (czy funkcja) biegunowsa formy
kwadratowej f. Formute, wyrazajaca g przez f, nazywamy polaryzacyjng. Dwoch
przyktadow takich formul dostarcza tozsamosé (17).

b) Z twierdzenia wynika, ze w dowolnej bazie przestrzeni V', macierz formy kwadratowe;j

f jest rowna macierzy jej funkcji biegunowej g.

Przvktad 1. Jedli wiec forma f w bazie V jest zadana wielomianem Zlgigjgk; a;jT;T 5,
to jej funkcja biegunowa ¢ jest w tej bazie zadana wielomianem %Zgig;’gk a;j(xiy; +
x;y;). Dla przyktadu, niech V' = My(F). Funkcja det : V' — T jest forma kwadra-

towa, bo w bazie
10 01 00 00
00/’\00/’\10/)"\01

zadana jest wielomianem zix4 — xox3. Jej funkcja biegunowa g : V- x V — F jest wiec
w tej bazie zadana wielomianem %x1y4 + %a:4y1 — %ZCng — %Sﬁgyg. Wrynika stad, ze

1 1
g<(l‘1 $2>7<yl yz)):—det(xl x2>+—det<y1 3/2)7
T3 T4 Y3 Y4 2 Y3 Ya 2 T3 X4
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co mozna zgadnaé bezposrednio: prawa strona jest symetryczng funkcja dwuliniows i
dla Y = X przyjmuje wartos¢ det(X). (A co datyby wzory polaryzacyjne (17)7)

Przykiad 2. Niech (V, (-, -)) bedzie przestrzenia unitarng nad F € {R,C} i f(v) = ||v|?
dlav e V. Gdy F = R, to f jest formg kwadratowa, o funkcji biegunowej g(u,v) =
(u,v). (Wynika to z definicji normy.) Macierz formy f w bazie (v, ..., vi) przestrzeni
V' jest rowna macierzy Grama ((v;,v;))F;_;, bo ta jest macierza funkcji g. Natomiast

gdy F = C, to funkcja f nie jest kwadratowa (dlaczego?).

Dowdd ponizszego twierdzenia ilustruje mozliwoéé wykorzystania funkeji biegunowe;j.

Twierdzenie 2. Gdy f i f' sq formami kwadratowymi na rzeczywistej przestrzeni wek-
torowej 1 forma f jest dodatnio okreslona, to istnieje baza przestrzeni, diagonalizujgca
kazdg z form f, f'. (Macierz formy f w tej bazie jest nawet jednostkowa.)

Dowo6d. Niech g : V x V' — T oznacza funkcje biegunows formy f. Ze wzgledu na
zalozona dodatnia okreslonosé, para (V,g) jest przestrzenia euklidesowa (tzn. wzor
(v1,va) := g(v1, va) zadaje iloczyn skalarny na V' w sensie definicji z rodziatu VI). Wo-
bec twierdzenia z §2.4 istnieje wiec g-ortonormalna baza (v;)F_; przestrzeni V, diagona-
lizujaca forme f’. Ortonormalnosé¢ oznacza, ze g(v4, v;) = 0 gdy @ # j oraz g(v;,v;) = 1
dla 7,5 = 1, ..., k. Macierz funkcji g w tej bazie jest wiec jednostkowa, a tym samym i
macierz formy f jest taka (patrz twierdzenie 1). OJ

Uwaga 2. * Niech macierze A, B € M (R) beda symetryczne, przy czym A dodatnio
okreslona. Z twierdzenia 2 wynika istnienie macierzy nieosobliwej C takiej, ze C'AC = 1
i C'BC = diag(\1, ..., A\¢), dla pewnych Aq, ..., \x € R. Liczby \; mozna jawnie wyzna-
czyC: sa to zera wielomianu det(B — xA) (z krotnosciami), bo ten jest proporcjonalny
do wielomianu det(C'BC — zI) = [[,(\; — 2).

Zadania uzupelniajace.

1. (Wskazowka: twierdzenie 2.) Przy zalozeniach uwagi 2 dowies¢, ze

a) det(A +iB) # 0.

b) Gdy B jest dodatnio potokreslona, to det(A +B) > det(A) i nier6wnosé jest ostra
dla B # 0.

2. Gdy A i B sa jak w uwadze 2, znajdzmy dla kazdego pierwiastka \ wielomianu
det(B — zA) uklad fundamentalny rozwiazan réwnania (B — AA)x = 0 i poddajmy go
ortonormalizacji wzgledem iloczynu skalarnego u’Av. Dowies¢, ze otrzymamy tacznie k
wektorow, a macierz C, majaca je jako kolumny, spetnia warunki uwagi 2.

3. Niech V = V @iV oznacza kompleksyfikacje rzeczywistej przestrzeni wektorowej V
i niech f:V — R bedzie forma kwadratowa. Dowies¢, ze:
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a) Istnieje doktadnie jedna forma kwadratowa f: V> C taka, ze ﬁv = f. Wyrazi¢

~

tez f(u+iv) przez f(u), f(v) i f(u+v).
b) rk(f) = rk(f).
Zadania ze zbioru Kostrykina: 8, 14, 15 w §I1.2.2.

3. Formy dwuliniowe a geometria (informacje wstepne).

Definicja. Niech w przestrzeniach V' 1 V'’ wyroznione bedg formy dwuliniowe ¢ i ¢’, odpo-
wiednio. Przeksztalcenie L € L(V, V') nazywamy zanurzeniem izometrycznym, gdy
ker(L) = {0} i ¢'(L(v1), L(vs)) = g(v1, vo) dla wszystkich vy, vy € V. Zanurzenie izo-
metryczne nazywamy izometria, gdy jest ,na’. Jesli izometria taka istnieje, przestrzenie
(V,g9) i (V' ¢') nazywamy izometrycznymi, a formy ¢ i ¢ — rownowaznymi.

Zadanie 1. Przy oznaczeniach definicji, niech V = (vy,...,v,) i V' beda bazami w V' i
V' odpowiednio. Dla monomorfizmu L € L£(V, V') dowies¢ rownowaznosci warunkow:

a) L jest zanurzeniem izometrycznym;

b) ¢'(L(vi), L(v;)) = g(vi,v;) dlai,j =1, ..., k;

¢) A = C'BC, gdzie C := [L]%,, za$ A i B to macierze form g i ¢’ w bazie ViV,
odpowiednio.

Uwaga 1. * Wazny jest przypadek, gdy V =V i g = ¢’. Wartosciowych informacji o
rownaniu A = C'AC dostarcza zad. uz. 5 w §11.5.2.

Zadanie 2. a) Wywnioskowad, ze gdy forma g jest nieosobliwa i L : (V,g) — (V, g) jest
izometria, to det(L) = +1.

b)* Korzystajac z zadania uz. 2 w §VI.1.5, uzyskaé¢ tez wyzej zaleznosci miedzy
wspotczynnikami wielomianu yz i dowies¢, ze zbior jego pierwiastkow jest zamkniety
wzgledem brania odwrotnosci (z uwzglednieniem krotnosei).

Funkcji dwuliniowej g : V x V' — F uzyé mozna do wprowadzenia w przestrzeni
V' pojecia ortogonalno$ci w nastepujacy sposob: powiemy, ze wektory u,v € V sa g—
ortogonalne i piszemy u.l,v, jesli g(u,v) = 0. Na ogol, tak zdefiniowana relacja jest
niesymetryczna (kolejnosé wektorow u, v jest istotna). Z czesci b) zadania uzupelniaja-
cego 6 w p.1 wynika

Twierdzenie 1. Funkcja dwuliniowa, zadajgca symetryczng relacje ortogonalnosci, jest
symetryczna lub jest antysymetryczna. U

Funkcje dwuliniowe, ktore sa antysymetryczne (rownowaznie: alternujace, por. za-
danie 4 w p.1) lub symetryczne, sa wiec geometrycznie wyrdznione; nazwiemy je for-
mami metrycznymi.
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Uwaga 2. Nazwa ,forma metryczna’ jest nieco mylaca: forma taka na ogot nie wyznacza
na przestrzeni metryki w sensie znanym z wyktadéw Analizy czy Topologii. Jednak spo-
tykanej tez nazwie ,iloczyn skalarny” nadaliSmy juz w rozdziale V inne (cho¢ pokrewne)
znaczenie. W literaturze, obie nazwy uzywane bywaja w réznoraki sposob.

Gdy wybor formy metrycznej g na przestrzeni V' nie budzi watpliwosci, to zamiast o
g-ortogonalnosci wektoréw u, v € V moéwimy o ich ortogonalnosci, oznaczajac ja ulv.
W miejsce g(u,v) uzywane tez bywa oznaczenie (u,v). W odroznieniu od przypadku
euklidesowego, istnie¢ moga rézne od 0 wektory g—ortogonalne do kazdego innego, ktore
nazwiemy anihilujacymi, lub g-ortogonalne do siebie, ktére nazwiemy izotropowymi.
Ogolniej, podprzestrzenn U # {0} nazwiemy izotropowa (lub: catkowicie osobliwa),
gdy guxv = 0. 6 Natomiast przestrzen anizotropowa lub okreslona to taka, w
ktorej nie ma wektorow izotropowych.

Uwaga 3. Przestrzen z wyrozniong forma symetryczng jest catkowicie osobliwa wtedy i
tylko wtedy, gdy kazdy jej wektor jest izotropowy. (Wynika to z formutly polaryzacyjne;
(16) lub zadania 4 w p.1.)

Na przestrzenie z wyr6zniona formg metryczna przenies¢ mozna pojecia rzutu orto-
gonalnego, symetrii ortogonalnej, przeksztatcenia sprzezonego. Ponizej i w §4 naszkicu-
jemy te czes¢ zarysowujacej sie teorii, ktora otrzymaé¢ mozna nieznacznie modyfikujac
rozumowania przedstawione w rozdziale V. Modyfikacje te wymagaja pewnej ostrozno-
ci: intuicja moze zawodzi¢, bo w sformutowaniach lub dowodach uwzgledniaé¢ trzeba
istnienie wektorow izotropowych i to, ze zdefiniowany jest odpowiednik iloczynu ska-
larnego wektorow, lecz nie ich dtugosci. Gtlebsze wyniki, w tym kluczowe twierdzenia
Witta i Clifforda, znalez¢ mozna w ksiazkach Langa ,,Algebra” oraz Kostrykina i Manina
,Algebra liniowa i geometria”.

Twierdzenie 2. Przestrzen, w ktorej ortogonalnosé zadana jest formaq symetryczng, ma
baze ortogonalng (tzn., istnieje baza (w;)F_, taka, ze w; Lw; dlai # j).

Rownowazne sformutowanie: W odpowiedniej bazie, macierz symetrycznej formy
dwulintowej jest diagonalna.

Dowdd. Niech A = (g(Vi,Vj))ijzl

bedzie macierza rozwazanej formy g w dowolnie

obranej bazie V = (v;)%_|. Poniewaz A = A’ wiec istnieje macierz nieosobliwa C taka,
ze C'AC jest macierza diagonalna. Baza W, dla ktorej [I]3Y = C, ma zadana wlasnosé.

(Wynika to z (15).) O

Uwaga 4. Twierdzenie jest wiec kolejng interpretacja twierdzenia Lagrange’a z §1.3, a
kolumny powyzszej macierzy C sg ciggami wspolrzednych, w bazie V', wektorow szukane;j
bazy g-ortogonalne;j.

6Jest to terminologia np. J. P. Serre’a. U nowszych autoréw, ,(pod)przestrzeri izotropowa” to taka, ktorej pewien
wektor jest izotropowy — co nie odpowiada pochodzeniu stowa ,izotropowy” (,izo"=jednakowy”, ,tropos”=kierunek).
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Uwaga 5. W g-ortogonalnej bazie (w;)¥_;, forma g jest zadana wielomianem > \;x;y;,
gdzie \; :== g(w;, w;). Liczba nieizotropowych wektorow w; jest rowna rk(g), zas gdy V'
jest przestrzenia rzeczywista, to o (g) = #{i: i > 0} 1 0_(g) = #{i : \; < 0}.

Inny dowod twierdzenia 2 (interesujacy, bo ,,geometryczny”) wskaze zadanie uz. 3 w §4.1.

Zadanie 3. Symetryczne formy dwuliniowe na przestrzeniach rzeczywistych sa rowno-
wazne wtedy i tylko wtedy, gdy maja te sama sygnature.

Pomiedzy ortogonalnoscia zadana forma symetryczng a zadang forma alternujaca za-
chodzi zasadnicza roznica: w przypadku alternujacym forma kwadratowa v +— g(v,v)
jest zerowa, podczas gdy w przypadku symetrycznym daje ona petng informacje o for-
mie g, zgodnie z twierdzeniem z p.2. W przypadku symetrycznym czesto mowimy, ze
rozwazana ortogonalnos¢ zadana jest przez forme kwadratowa (zamiast, ze jest zadana

przez jej dwuliniowa funkcje biegunowa). Przenosimy tez na formy kwadratowe powyz-
sze pojecia i méwimy np. o ortogonalnodci i izotropowosci wzgledem takich form, czy o
izometrycznosci przestrzeni, na ktérych wyrézniono formy kwadratowe.

Cwiczenie. Czy przestrzenie (R* 22 + 23 — 22 — 22) i (My(R),det) s izometryczne?

Przykiad 1. R? z forma kwadratowa x? + y* + 22 — t* (réwnowaznie: 7z forma dwu-
liniowa zz’ 4+ yy + 2z’ — tt') nazywana jest przestrzenia Minkowskiego. Ogolniej, o
przestrzeni Minkowskiego mowimy w odniesieniu do pary (V, f), gdzie V jest rze-
czywista przestrzenia wektorowa wymiaru 4, a f forma kwadratowa o sygnaturze (3,1)
lub (1, 3). (Oba przypadki prowadza do ,takiej samej” geometrii.) Interesujaca podprze-
strzeri przestrzeni Minkowskiego to ptaszczyzna Minkowskiego: R? z forma 2 — ¢2
czy, gdy tak wole¢, dwuwymiarowa przestrzen rzeczywista z forma o sygnaturze (1,1).

Zadanie 4. Niech na przestrzeniach V' i V/ wyr6znione bedg formy kwadratowe f i f/,
odpowiednio, z funkcjami biegunowymi ¢ i ¢’. Dla monomorfizmu L € £(V, V') dowies¢

rownowaznosci warunkow:
/

a) L jest zanurzeniem izometrycznym przestrzeni (V, g) w (V. ¢);

b) floL=F.
Zadania ze zbioru Kostrykina: zadania 20 w §I1.2.1 oraz 21 7 w §I1.2.2.

§ 4. Pojecia geometryczne wyznaczone przez forme metryczna, c.d.

1. Dopeknienia ortogonalne i sumy ortogonalne (zadania uzupelniajace).

Niech V' bedzie przestrzenia z wyrdzniona forma metryczng g.

Definicja. Ortogonalnos$é L, oznaczamy dalej przez L i dla A, B C V piszemy:
At ={veV:alv dlakazdego a € A};
ALB gdy B C At (moéwimy wtedy, ze zbiory A, B sg ortogonalne);
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V =ADB, gdy Ai B sg ortogonalnymi podprzestrzeniami liniowymii V= A® B.

1. a) Udowodni¢, ze A* jest podprzestrzenia liniowa i (lin(A))* = A+ =N,.4a"

b) Udowodni¢, ze jesli 0 € AN B, to (A+ B)t = (AU B)* = At n B+

¢) Dowiesé, ze dim(A+) > dim(V) —p gdy zbior A liczy p elementéw. Wywnioskowaé,
ze dim(VgH) > dim(V) — dim(V}) dla kazdej podprzestrzeni liniowej Vi przestrzeni V.

d)* Dowiesé, ze gdy forma g jest nieosobliwa, to dim(Vi") = dim(V) — dim(V;) dla
kazdej podprzestrzeni liniowej Vy C V.

2. a) Dowiesé, ze dim(V1) = dim(V) — rk(g).
b) Wywnioskowaé, ze forma g wtedy i tylko wtedy jest nieosobliwa, gdy V+ = {0},
tzn. gdy O jest jedynym wektorem g-ortogonalnym do kazdego innego.

3. Dowies¢ twierdzenia 2 z §3.3 przez indukcje wzgledem dim(V'), jak nastepuje. Gdy
wyrozniona forma symetryczna jest zerowa, to nie ma czego dowodzi¢, a w przeciwnym
razie istnieje nieizotropowy wektor vi € V; patrz uwaga 2 w §3.3. Przy V' = v{
zauwazy¢, ze dim(V’) > dim(V) —1ivy € V'. Stad V = FviOV' i dim V' < dim V/,

co pozwala wykorzystaé¢ zatozenie indukcyjne.

4. Niech teraz forma g bedzie alternujaca.

a) Gdy g # 0, to g(v,w) # 0 dla pewych v,w € V. Zastepujac W przez pewna
jego krotnos¢ uzyska¢ g(v,w) = 1. Dowies¢, ze przy Vi := lin(v,w) forma gy,
jest nieosobliwa, a jej macierz A w bazie v,w ma wiersze (0,1) i (—1,0); ponadto
VinVit ={0}.

b) Stad i z zadania 1c) wywnioskowaé, ze V = ViQQV/H, a nastepnie wykorzystaé
indukcje wzgledem dim V' do dowodu, ze w pewnej bazie macierz formy g ma postac
diag(A, ..., A,0,...,0), gdzie A jest 2 x 2-klatks opisang w a).

c) Wywnioskowaé dalej, ze kazda macierz antysymetryczna X jest kongruentna z
macierzg postaci diag(A, ..., A, 0, ..., 0), gdzie A jest jak wyzej; jej rzad rk(X) jest liczba
parzysta, a wyznacznik jest kwadratem w ciele F.

Uwaga 1. i) Baze, o ktérej mowa w b), nazywamy kanoniczna dla przestrzeni z forma
alternujaca g. W bazie tej, formie g odpowiada wielomian > 7 (2;¥i+1 — ®iy1Yi), Przy
czym 2s = rk(g).

ii) Z czescl tezy c) 1 whasnosci wielomianow kilku zmiennych mozna wywnioskowaé,
ze dla kazdego k € N istnieje wielomian Pf; zmiennych a;;, gdzie 1 <17 < 7 < k, majacy
wspotezynniki catkowite i taki, ze det(A) = (Pfk((aij)1§i<j§k))2 dla kazdej macierzy
antysymetrycznej A = (a;;) € Mj(C), i podobnie jest dla innych cial. (Oczywiscie
Pf;, = 0 dla k € 2N. Wigcej wiadomosci o Pfaffianie patrz np. [Ko-Ma], str. 190-191.)

Zadania ze zbioru Kostrykina: §I1.2.2.5.
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2. Podprzestrzenie nieosobliwe i rzut ortogonalny (zadania uzupelniajace).

Przypomnijmy, ze przestrzen Vi z wyr6zniong forma metryczna gy nazywamy podprze-
strzenia przestrzeni (V,g), gdy Vi jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni V', zas g
jest obcieciem g, tzn. go(u, w) = g(u, w) dla u,w € V4. Na ogot pomijamy oznaczanie
formy go zaktadajac, ze jest nig obciecie formy g.

Dla takiej podprzestrzeni przyjmijmy rk(Vy) := rk(go). Podprzestrzen Vy nazywamy
nieosobliwa (lub: niezdegenerowana), jesli rk(Vy) = dim(Vp); w przeciwnym razie
nazywamy ja osobliwg, lub zdegenerowana.”

Uwaga 1. Na podstawie zadania 2 w p.1, podprzestrzen Vj wtedy i tylko wtedy jest
nieosobliwa, gdy Vo N Vi~ = {0}.

1. Niech V = V,ADV;.
a) Udowodnié, ze tk(V') = rk(Vh) + rk(14).
b) Wywnioskowaé, ze z nieosobliwosci V' wynika nieosobliwosé Vi V4, 1 odwrotnie.

Definicja. Przeksztalcenie P € £(V) nazywamy rzutem ortogonalnym, gdy P? = P
i ker(P)Lim(P).

2. Niech podprzestrzen W przestrzeni V' bedzie nieosobliwa. Udowodnié¢, ze
a) V=W @ W, wobec czego rzutowanie ortogonalne na W istnieje i jest jedyne.
b) Jedli przestrzeni V jest nieosobliwa, to W+ tez i (W)t =W,

3. Dowies¢, ze gdy forma g jest symetryczna i vy, ..., v, jest ortogonalnym uktadem
p g(V,Vi)
=1 g(vi,vi)
przestrzeni V' na podprzestrzen lin(vy, ..., v,).

wektorow nieizotropowych, to wzor v — Y v; zadaje rzutowanie ortogonalne

4. * Dla podprzestrzeni W przestrzeni V' dowies¢ rownowaznosci warunkow:

a) W jest maksymalna podprzestrzenia nieosobliwa (tzn. jest ona nieosobliwa, lecz
kazda podprzestrzen W’ 2 W jest osobliwa);

b) V =V ® W, przy czym zamiast & mozna uzyé Q);

c¢) podprzestrzenn W jest nicosobliwa i dim W = rk(g).

5. * a) Dowiesé, ze gdy W jest maksymalna podprzestrzenia nieosobliwg, to rzut P
przestrzeni V na W wzdtuz V+ zachowuje wyrézniong forme g (tzn. g(P(vy), P(va)) =
g(vy,vo) dla vy, vo € V).

b) Wywnioskowaé, ze gdy W i W’ sa maksymalnymi podprzestrzeniami nieosobliwymi
przestrzeni V| to W’ = L(W) dla pewnej izometrii L : V — V.

6. * Niech V. = UDW, przy czym podprzestrzen U jest catkowicie osobliwa. Dowiesé,
ze 1ownosé U = V+ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy podprzestrzen W jest nieosobliwa.

Zadania ze zbioru Kostrykina: §I1.2.1: 13,19b); §11.2.2: 4,22,23* 24 32*.

"W niektorych podrecznikach, n.p. u [Kostr|, terminologia jest inna.
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3. Sprzezenie przeksztalcenia miedzy przestrzeniami z forma dwuliniowa (zadania uz.).

Twierdzenie 1. Niech (V,g) i (V',q') bedq przestrzeniami z funkcjq dwuliniowq i niech
K € L(V,V"). Gdy funkcja g jest nieosobliwa, to istnieje jedyne przeksztatcenie K" €
LV V) takie, ze

g(v, K"(w)) = ¢(K(v),w) dla wszystkichv €V, w eV’ (18)

Mowimy, ze K" jest sprzezeniem przeksztalcenia K (dzialajacego pomiedzy prze-
strzeniami z funkcjg dwuliniowa). Dwa dowody twierdzenia dajg zadania 11 7.

1. a) Przy oznaczeniach twierdzenia obierzmy bazy V przestrzeni V' i V' przestrzeni
V', 1 niech G bedzie macierzg formy g w bazie V, a G’ — macierzg formy ¢’ w bazie V'.
Niech dalej L € L(V',V) i oznaczmy K := [K]Y,, L :=[L}Y. Dowies¢, ze tozsamosé

g(v,L(w)) = ¢ (K(v),w) dla wszystkich veV, weV’

zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy K!G' = GL.
b) Udowodnié¢ twierdzenie 1.
¢) Dowiesé, ze gdy obie formy ¢ i ¢’ sa nieosobliwe i symetryczne, to (K")" = K.

2. Dowiesé, ze gdy V jest przestrzenia z nieosobliwg forma dwuliniows, to det(K") =
det(K) dla kazdego operatora K € L(V).

3. Przy oznaczeniach twierdzenia zalozmy, ze formy ¢ i ¢’ sa symetryczne. Wtedy:
a) Przeksztalcenie K" o K (z przestrzeni (V, g) w nia sama) jest samosprzezone.
b) K jest zanurzeniem izometrycznym < K" o K = Iy.

Uzywane nizej pojecia bazy dualnej i przestrzeni sprzezonej omoéowione sa w §I11.3.4.
Dla funkcji dwuliniowej g : V x V. — F i wektora v € V definiujemy funkcjonat
Jy(v) € V* wzorem

(Jy(v))(x) =g(x,v)dlax eV

4. a) Dowies¢, ze gdy funkcja g jest nieosobliwa, to J, : V' — V* jest izomorfizmem
liniowym.

b) Odwrotnie, kazdemu izomorfizmowi J : V' — V* odpowiada nieosobliwa funkcja
dwuliniowa g : V- x V' — F, dla ktorej J, = J.

5. a) Dla izomorfizmu J : V' — V*, przeprowadzajacego dana baze B przestrzeni V' na
dualng do niej baze B*, jaka jest macierz powyzszej funkcji g w bazie B?

b)* Gdy F = R, czy dla kazdego izomorfizmu J : V — V* istnieje baza B = (b;)¥_;
przestrzeni V taka, ze (J(b;))¥_, jest baza dualng do B? A gdy F = C?

6. Niech L € £(Vi,V5) i niech g1 1 g2 beda nieosobliwymi formami dwuliniowymi na
przestrzeniach V4 1 Vi, odpowiednio. Zdefiniujmy L* : V5 — Vi* wzorem L*(p) = o L
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dla ¢ € V5. Dowies¢, ze L* o Jy, = J,, o L". (Ze wzgledu na to, przeksztalcenia L* i L”
sa utozsamiane i oznaczane wspolnie przez L*.)

7. Dowies¢ twierdzenia 1 nastepujaco. Dla danego wektora w € W, wzor v —
g (K(v),w) okresla funkcjonal liniowy na przestrzeni V', ktory oznaczmy ¢y,. Zada-
nie 4a) umozliwia wiec okreslenie wektora (J,)"!(pw), ktory przyjmiemy za wartosé
K"(w). (Pozostaje uzasadni¢ wzor (18) i liniowosé¢ przeksztalcenia w — K"(w).)

4. Wokol twierdzenia o bezwladnosci (zadania uzupetniajace).
1. Niech g bedzie symetryczna forma dwuliniows na rzeczywistej przestrzeni wekto-

rowej V. Dowiesé¢, ze gdy V jest g-ortogonalng suma prosta podprzestrzeni Vi i Vs,
to o(g) = 0(g1) + 0(g2), gdzie o oznacza sygnature oraz g; := gly,«y, dla i =1, 2.

2. Niech V' i g beda jak w poprzednim zadaniu. Dowies¢, ze:

a) Istnieja podprzestrzenie V., V_ iV, takie, ze V' = V,,,OV.DV_ i forma g jest
na V., okreslona dodatnio, na V_ ujemnie, a na V,,,; jest zerowa.

b) Gdy Vi, V_ iV, sa takimi podprzestrzeniami, to o(g) = (dim(V; ), dim(V_)).

Uwaga 1. Zadanie to daje jeszcze jedna (wazna) wersje twierdzenia o bezwtadnosci.

3. * Przy poprzednich zalozeniach, niech W i W' beda nieosobliwymi podprzestrze-
niami przestrzeni V. Dowiesé, ze kazda izometrie W — W’ (gdy taka istnieje) mozna
przedtuzy¢ do izometrii V- — V.

Uwaga 2. Jest to szczegdlny przypadek twierdzenia Witta, ktore dotyczy dowolnego
ciata skalarow.

Zadania ze zbioru Kostrykina: §I11.2.2.25.

5. * Formy hermitowskie na przestrzeniach zespolonych (zadania uzupelniajace).

Niech V' bedzie zespolona przestrzeniag wektorowa. Funkcje g : V' x V' — C nazywamy
forma hermitowska lub péttoraliniows funkcja hermitowsko—symetryczna, gdy
a) dla kazdego v € V| funkcja V' 3 u — g(u,v) € C jest liniowa, oraz

b) g(u,v) = g(v,u) dla kazdych u,v € V.
Macierza tej formy w bazie (v;)F_; nazywamy macierz samosprzezona (g(vi, v;))1<i j<k-

1. * Dowies¢, ze czesé rzeczywista (odp.: czesé urojona) takiej formy jest forma dwuli-
niows symetryczng (odp.: antysymetryczna), gdy V traktowaé jako przestrzen nad R.

2. * Dowies¢, ze gdy A (odp. B) jest macierza g w bazie V (odp.: w bazie W), to
B = C"AC, gdzie C = [I]}}.
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Wiele definicji i wynikoéw dotyczacych form dwuliniowych symetrycznych przeniesé
mozna na formy hermitowskie (w tym na iloczyny skalarne na przestrzeniach nad C).

3. * Wzorujac sie na materiale z §1.3 obmysle¢ sposdb pozwalajacy dla danej macierzy
samosprzezonej A € M (C) wskaza¢ macierz nieosobliwa C € M;(C) taka, ze C*AC
jest macierzg diagonalna.

4. * a) Obmysle¢ definicje sygnatury formy hermitowskiej (odp. macierzy samosprze-
zonej) 1 dowie$¢ jej poprawnosci.

b) Dowies¢, ze przy tej definicji kryterium Jacobiego—Sylvestera pozostanie prawdziwe
dla macierzy samosprzezonych. Tak samo jest z zadaniami uzupelniajacymi 1-3 z §2.4,
po oczywistych modyfikacjach.

Zadania ze zbioru Kostrykina: 28 1 29 w §I1.2.1.

6. * Miscelania (zadania).

1. Rozpatrzmy plaszczyzne Minkowskiego z przykladu 1 w §4.3: R? z forma kwadra-
towa ¢ = x? — 2.
a) Dowies¢, ze operator L : (R?,q) — (R?% q) wtedy i tylko wtedy jest izometrig

liniowa, gdy jego macierz w bazie standardowej jest postaci < Z Ea ) dla ¢ = +1 oraz

a,b € R takich, ze a*> — b? = 1. (Traktujemy z jako pierwsza zmienna, a t jako druga.)
Ponadto, e = 1 gdy L zachowuje orientacje i ¢ = —1 w przeciwnym razie.

b) Naszkicowaé¢ zbiory {v : ¢(v) = ¢}, dla ¢ = 0,41, +2, bedace odpowiednikami
pewnych sfer o §rodku w 0 w geometrii euklidesowej (dlaczego?). Dowies¢, ze sa one
niezmiennicze wzgledem kazdej izometrii liniowej ptaszczyzny Minkowskiego na nig sama
i naszkicowaé¢ analogiczne zbiory dla przestrzeni R? z forma 2% 4 y? — ¢2.

c¢) Rozpatrzmy baze plaszezyzny Minkowskiego utworzong przez wektory izotropowe
wy = (1,1) i wg = (1, —1); wspolrzedne wektora v w tej bazie oznaczmy przez (c, d).
Dowies¢, ze q(v) = 4ed i kazda zachowujaca orientacje izometria plaszezyzny (R? q)
jest zadana macierza postaci +diag(e®, e @), dla pewnego « € R.

Operator L, ktorego macierz w bazie wy, wo jest rowna diag(e®,e™®), nazwiemy
obrotem hiperbolicznym plaszczyzny Minkowskiego o « jednostek; oczywiscie
La+g = LaLg dla o, B € R.

2. * (Kontynuacja poprzedniego.) a) Niech C' := {u € R* : g(u) < 01i us > 0}.
Dowiesé, ze gdy u, v € C| to istnieje dokladnie jedna liczba o € R taka, ze Lo(RTu) =
R*v. Liczbe te nazwijmy miarag Minkowskiego kata zorientowanego miedzy uiv i
oznaczmy Z,(u,v). Dowiesé, ze gdy u, v, w € C, to Z,,,(u,v)+ L, (v, w) = £, (u, w).

b) Znalezé macierz A, operatora L, w standardowej bazie. (Wskazowka: jej wyrazy
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okazuja sie rowne cosinusowi hiperbolicznemu cosh(a) := (e*+e~)/2 lub sinusowi
hiperbolicznemu sinh(a) := (e®—e™®)/2.) Wyznaczy¢ wzory na cosh(a+3) i sinh(a+
), odpowiadajace tozsamosci Lots = Lo Lg.

c¢) Dowiesé, ze gdy gq(u) = g(v) = —1, to miara Minkowskiego a kata pomiedzy u i v
jest wyznaczona rownoscia cosh(a) = g(u, v), gdzie g jest funkcja biegunowa formy g.

3. * Niech (V,g) 1 (V',¢') beda przestrzeniami z wyr6znionymi formami metrycznymi.
O przeksztatceniu liniowym L : V' — V' powiemy, ze zachowuje ortogonalnosé, gdy
vilyvo = L(vy)LyL(vy) dla vy, ve € V.

a) Dowies¢, ze jesli L : (V,g) — (V', ¢') zachowuje ortogonalnosé, to istnieje skalar A
taki, ze ¢'(L(v1), L(v2)) = Ag(v1, va) dla vy, v € V.

b) Wskaza¢ przyktad automorfizmu ptaszczyzny Minkowskiego, ktory zachowuje or-
togonalnos¢, lecz nie jest proporcjonalny do izometrii.

4. Niech L : V — V bedzie izometrig przestrzeni z wyrdzniona forma metryczng g, a v;
wektorem wlasnym dla L, odpowiadajacymi wartosci whasnej A; (i = 1,2). Udowodnié,
ze jesli Mg # 1, to viLyva.

5. * Dowied¢, ze gdy w 2-wymiarowej przestrzeni z nieosobliwg forma symetryczng
istnieje wektor izotropowy, to istnieje tez baza, ztozona z takich wektorow.

Zadania ze zbioru Kostrykina: 2,7,22,23,24 w §I1.2.2.

§ 5. Przewodnik

skopiowany z wywieszki dla potoku ,zwyczajnego”.
Hasta, dotyczace omawianych tematow (nie zachowuje kolejnosci z wyktadu):

1. Wielomiany stopnia < 2 kilku zmiennych i wyznaczone przez nie funkcje F¥ — TF.
Jedynosé wielomianu, wyznaczajacego funkcje. (§1.1)

2. Funkcje wielomianowe stopnia < 2 na przestrzeni wektorowej (§1.4). Formy kwa-
dratowe jako wielomiany (§1.2) i jako funkcje na przestrzeni wektorowej (§1.4). Macierz
formy kwadratowej w obu przypadkach. Zmiana macierzy formy przy zmianie bazy czy
podstawieniu liniowym; kongruentnosé¢ macierzy i jej podstawowe wlasnosci (§1.31§1.4).

3. Twierdzenie Lagrange’a w 3 wersjach. Rzad formy kwadratowej (§1.3 i §1.4).

4. Okreslono$é rzeczywistych form kwadratowych i macierzy; kryterium Sylvestera —
Jacobiego.

5 (§2.1). Twierdzenie Sylvestera o bezwtadnosci i jego zwiazek z badaniem funkcji
kwadratowych (lemat 1 w §2.1 i zadania, omawiane na ¢wiczeniach); klasyfikacja zespo-
lonych i rzeczywistych form kwadratowych przy pomocy rzedu i sygnatury, odpowiednio
(wniosek 1 i zadanie 1 w §2.1).
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6 (§2.2). Ortogonalna diagonalizacja rzeczywistych form kwadratowych; wyrazenie
sygnatury rzeczywistej macierzy symetrycznej przez jej wartosci wtasne.

7. Funkcje dwuliniowe: ich macierz w bazie i zmiana tej macierzy przy zmianie bazy,
przeniesienie na funkcje dwuliniowe pojecia rzedu i sygnatury (gdy F = R). Odpowied-
nio$¢ miedzy symetrycznymi funkcjami dwuliniowymi a formami kwadratowymi (§3.2).

8. (§3.3 i §4 w zakresie objetym ¢wiczeniami.) Pojecia geometryczne, wyznaczone

przez forme metryczng (ortogonalnosé, izometrycznosé, rzut ortogonalny, izotropowosc,
sprzezenie operatora).
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§ 6. Iloczyny tensorowe i zewnetrzne.

1. TIloczyny tensorowe i zewnetrzne funkcji.

W tym punkcie oznaczamy przez X, Y, Z, X; dowolne zbiory, a przez [F —ustalone ciato.

Definicja. Iloczyn tensorowy f ® g funkcji f : X — Fig:Y — F, to funkcja z
X XY do IF, okreslona wzorem

(f@g)(z,y) = f(z)-g(y) dla (z,y) € X x YV

Tak samo definiujemy iloczyn tensorowy wiekszej liczby funkcji: gdy dana jest jeszcze
funkcja h: Z — F, to (f ® g ® h)(x,y, 2) := f(x)g(y)h(z) dla (z,y,2) € X XY x Z,
itd. Mozmy wiec zdefiniowa¢ @1, f; : [[.; Xi — F dla skonczonego uktadu funkcji
fi + X; — F. Przyjmujemy konwencje, zgodnie z ktora iloczyny kartezjariskie (X xY')x Z
i X x (Y xZ) sa w naturalny sposob identyfikowane z X xY x Z, i podobnie dla iloczynow
wiekszej liczby przestrzeni. (W szczegdlnosci X* x X! utozsamiamy z X**'.) Mamy wiec

(fg)@h=fRg®h=f@(g®h), iogdlniej (R ;)@ (@ fi) = f; (19)

Uwaga 1. Nawet gdy X =Y, funkcje f®¢g i g® f sa na ogodt rozne, a iloczyn f® g jest
inny niz iloczyn ,zwykly” f - g. Pierwszy jest bowiem funkcjg z X x X do F, okreslona
wzorem (xy1,2) — f(x1)g(x2), a drugi funkcja = — f(z)g(z), z X do F.

[loczyn tensorowy funkcji antysymetrycznych (a beda nas one interesowac) nie musi
by¢ funkcja antysymetryczng. By taka otrzymaé, nalezy go poddaé¢ antysymetryzacji.

Definicja. Niech f : X¥ — F bedzie dowolna funkcja, przy czym k > 2 i o ciele F zakla-
damy, ze ny # O dla n = 2,3..., k. Pozwala to méwi¢ o odwrotnosciach wymienionych
elementéw ng i ich iloczynu, ktéry oznaczamy k!. Antysymetryzacje Af : X — F
funkcji f definiujemy wzorem:

1
(Af) (21, ..., x) = i > Sen(7) f(@r(r)s oo Triry) dlazy, oy € X (20)

WESk
Twierdzenie 1. Operator antysymetryzacji f — Af jest rzutem lintowym przestrzeni
wszystkich funkcji f + X¥ — F, na podprzestrzen wszystkich funkcji antysymetrycznych.
Dowo6d. Liniowoéé A, tzn. rownosé A(fi +cfs) = Afi +c- Afy dla fi, fo : XF — F
icéeT, jest oczywista. W §IV.2.2 udowodniono, ze kazda funkcja Af jest antysyme-
tryczna. Ponadto gdy juz funkcja f jest taka, to w (20) kazdy sktadnik sumy jest rowny

F(@r, o), skad Af = f. O
Definicja. Iloczynem zewnetrznym uporzadkowanego uktadu funkeji f; : X% —
F (i =1,...,n;k; > 1) nazywamy funkcje A%, f; : [[; X* — F, okreslona wzorem

/\?:1 fl = C(klv SR kn) ) A(®?:1fi) <21>
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gdzie C(ky,....;ky) == (k1 + ... + k)!/ 1, ki!. Trzeba tu powiedzie¢, ze réwnie uspra-
wiedliwione jest wziecie C'(ky, ..., k,) = 1, co ma miejsce np. w [Ko| i [Ko-Ma|; jednak
poprzedni wybor, przyjety w wiekszosci podrecznikéw, czyni prostszym zwiazek iloczynu
zewnetrznego z wyznacznikiem we wzorze (22) i w jego konsekwencjach. Gdzie mozna,
nie bedziemy przywotywaé wartosci staltych C'(kq, ..., k), starajac sie uwypukli¢ zalez-
nosci, ktére powinny one spetniac.

Przyktad 1. Dla funkcji fi,..., f, : X — Fidla zq,...,z, € X zachodzi réwnos¢
(N i) (@rs ) = det(fil)))7 - (22)
i=1

Istotnie, skoro funkcja f := @I, f; zdefiniowana jest wzorem f(x1, ..., x,) = [, fi(xi),
to (z definicji) nlAf(x1,...,x,) = >, Sgn(m) [T, fi(xr@)). Prawa strona jest petnym
rozwinieciem wyznacznika macierzy (fi(x;));;-;, zas$ n! = C(1,...,1) (jedynek jest n).
To daje zadana zaleznosé.

Wniosek 1. Funkcje f1,..., fn : X — F sq liniowo niezalezne wtedy v tylko wtedy, gdy
funkcja \; fi - X" — F jest niezerowa.

Dowod. 7 (22) wynika, ze jesli uklad jest liniowo zalezny, to A, fi = 0 (bo wiersze
macierzy (fi(x;)); ;=1 sa liniowo zalezne, dla kazdych x1,...,z, € X). Przeciwnie, gdy
uktad jest liniowo niezalezny, to — jak dowiedziono w semestrze I — wiersze tej macierzy
sa linjowo niezalezne dla pewnych z1, ..., z,, € X, wobec czego (A, fi)(x1,...,z,) # 0. O

Wniosek 2. Niech fi, ..., f, : X — F i niech g; == 35 cijfj dlai = 1,...n. (Tu,
(Cij)?,jzl to macierz skalarow.) Wowczas g A ... N gn = det(cij) fi A ... A fo.

Dowod. Funkcje A, fi 1 Ai_;¢ przyjmuja na dowolnym ciggu (x)"_; wartosé
det(fi(zs)) 1 det(g;(zs)), odpowiednio. Teza wynika wiec z twierdzenia Cauchy’ego o
wyznaczniku iloczynu macierzy, bo (gi(xs)) = (cij) - (fj(xs)). O

Cwiczenie. Traktujmy wektory x € RY jako funkcje z S := {1,...,d} do R. Dla d = 3
opisa¢ wzorami iloczyny x®@y i x Ay. (Sa to funkcje z S x S do R, czyli 3 x 3-macierze.)

Stwierdzenie 1. Mnozenie tensorowe funkcji jest rozdzielne wzgledem dodawania, oraz
przemienne z mnozeniem przez skalar: gdy f, f': X —F, ¢g,¢:Y —=F i AN€F, to

felg+d) = fegtfag, (f+[)®g=fogt+f®g i (A\)®g=A[®g)=f@(\g).
Tak samo jest z mnozeniem zewnetrznym, dla f, f': X¥ =T, g, : X' = F.

Dowod. Dla mnozenia tensorowego wynika to z definicji, a dla zewnetrznego — tez, gdy

uwzglednic¢ liniowo$¢ antysymetryzacji.
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Twierdzenie 2. Dla funkcji skalarnych f, g, h, okreslonych na X*, X' i X™, odpowied-
nio, majqg miejsce rownosci:
a) fAg=(—1)Mg A f (skosna przemiennosé z gradacjg mnozenia zewnetrznego);
b) gdy wyzej k jest liczbg nieparzysta, to f A f = 0.
c) (fANgANh=fAN(gNANh)=fANgAh (lacznosé mnozenia zewnetrznego).

Do dowodu potrzebny bedzie lemat, a takze uzycie oznaczen z §IV.2.2.

Oznaczenia. Dla ustalonego zbioru X i permutacji @ € Si, piszemy &£, w miejsce
Sgn() i zadajemy bijekcje 7 : X¥ — X% wzorem 7 (zy, ..., 71) = (Tr(1)s s Ta(y). Nieco
ogolniej, gdy J C {1,....,k} i m € Sy, to przez 7 : X*¥ — X* oznaczamy bijekcje, przy-
porzadkowujaca kazdemu uktadowi (z;)¥_ ; uktad, ktorego i-ta wspotrzedna jest rowna
Try edy @ € J, zas jest rOwna x; w przeciwnym razie.

Odnotujmy, ze Tc =7Too dlamw,o € Sy.

Definicja. a) Antysymetryzacja funkcji f : X¥ — F ze wzgledu na wskazniki ze
zbioru J C {1, ..., k}, nazywamy funkcje A;f := %ZwesJ exfom, gdzie j to liczebnosé
zbioru J.

b) Funkcje f : X* — F nazywamy antysymetryczna we wskaznikach ze zbioru .J,

jesli fom = e, f dla wszystkich 7 € S;.

Lemat 1. Dia funkcji f : X* — F i permutacji m € Sy majq miejsce réwnosci A(f o
) = €, Af oraz A(A;f) = Af, gdzie A to antysymetryzacja petna (we wszystkich
wskaznikach,).

Dowod. Pierwsza rownosé wynika stad, ze

KIA(for) = Z eq(form)oad = Z ggfomo = Z EnErgfOTmO = Z exerfoT = e klAf.

oESy, 0ESE 0ES TES,

Dla dowodu drugiej odnotujmy, ze jIA(A;f) = A(Y_ eg, Enf o) = cg, EnA(f 0 T),
co wobec pierwszej rownosei tezy daje jlA(Asf) = > g, 2Af=jlAf. O

Dowod twierdzenia 2. a) (f ® g)(z1, ..., Tkr1) = f(x1, ooy k) 9(Thi1s ooy Tpt) 1 (g @
(@1, oy xery) = g, o ) f(xia, o Tiak), skad ¢ f = (f ® g) o7 dla permutacji 7,
przeprowadzajacej liczby 1,...,k odpowiednio na [+ 1,.....0 + k, a k+1,....k + [ na
1,...,0. Z pierwszej tozsamosci z lematu otrzymujemy wiec, przy ¢ := C(k,[):

gNf=cA(g® f) =cA((f®g)oT) =cs  A(f®g) =e<f Ng.

Teza a) wynika teraz z rownosci e, = (—1)/*, pozostawionej jako zadanie.
b) Jak wiemy z a), f A f = —f A f gdy k jest liczba nieparzysta.
¢) Niech J ={1,....;k+ 1} C {1,....k+ 1+ m}. Na podstawie definicji,

(fAgANh=cA)(fRg)Nh=CA(cA;(f®g)@h)=CcAA;(fR@g®h),
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gdzie ¢ := C(k +l,m) i nadal ¢ = C(k,l). Poniewaz c’'c = C(k,l,m) 1 AA; = A (co
wiemy 7z lematu), wiec (f Ag) Ah=f ANgAh. Tak samo, fA(gAh)=fANgAh. O

Uwaga 2. a) Ze wzgledu na potrzeby rachunku tensorowego, warto powyzsze oznacze-
nia i wyniki rozszerzy¢ na przypadek, gdy zamiast X* mamy przestrzen Hle X, nieco
bardziej ogélng. Niech np. X; =Y dlai =1,...,soraz X; = Z dlai =s+1,...,k,
i niech J C {1,...,s} lub J C {s+1,...,k}. Wowczas definicja bijekcji 7 nadal ma
sens dla m € S, co pozwala jak poprzednio okresli¢, kiedy funkcja f : [[, X; — F jest
antysymetryczna we wskaznikach ze zbioru J, a takze zdefiniowaé jej antysymetryzacje
Ajf ze wzgledu na te wskazniki.

b) Twierdzenie 1, wraz z dowodem, pozostaje w tej sytuacji stuszne: A; nadal jest
rzutem liniowym przestrzeni wszystkich funkeji [, X; — F na podprzestrzen, ztozona
ze wszystkich funkceji, antysymetrycznych we wskaznikach ze zbioru J.

Udowodnijmy na koniec dogodna wtasnosé¢ iloczynu tensorowego funkc;ji:
Stwierdzenie 2. Jesli funkcje fi,...,fr : X — [F sq lintowo niezalezne, a funkcje

g1, ..., G - Y — I sq niezerowe, to funkcje f1 @ g1, ..., fr ® gr sq lintowo niezalezne. Tak
samo jest, jesli funkcje gy, ..., gr sq lintowo niezalezne, a funkcje fi, ..., fr —niezerowe.

Dowdd. Niech skalary Aj, ..., A spelniaja warunek > .\ fi ® g; = 0. Obierzmy y € Y
tak, by g1(y) # 0. Skoro >, \igi(y) fi(x) = 0 Va € X, to z liniowej niezaleznosci funkeji
fi, .-, fr wynika, ze Ay = 0. Podobnie, A\; = 0 dla pozostatych 7. [

Zadanie 1. Dla funkcji fi,...,f, : X — F i permutacji 7 € S,, zachodzi réwnosc
([1i®..® fu)oT = fr-10) @ .. @ fr-1(n)-
Zadanie 2. Dla antysymetrycznych funkcji f : X¥ = F,g: X! — Fix € F*! zachodzi

rownosé (f A g)(x) = > Sgn(m) f(2r(1)s s Tu()) 9 (Tr(kt1)s - Tr(i4r)), €dzie sumowanie
jest po tych permutacjach m € Sy, ktore sa rosnace na {1, ...k} ina {k+1,....k+1}.
Analogicznie, gdy funkcji antysymetrycznych jest wiecej. (Pozwala to okresli¢ iloczyn

zewnetrzny funkcji antysymetrycznych dla kazdej charakterystyki ciata F.)

Zadanie 3. Dla funkcji f : X* — F zdefiniujmy jej symetryzacje Sf : X* — F
wzorem S f = %Zwesk f om. Dowiesé, ze operator symetryzacji f +— Sf jest rzutem
liniowym na przestrzen tych funkeji g : X¥ — F, ktore sa symetryczne, tzn. spelniaja
warunek goo = g dla 0 € Sy.

b) Dowiesé¢ rownosci SA = AS = 0.

2. Iloczyny tensorowy i zewnetrzny przestrzeni funkcyjnych

Definicja. Niech F,G i H beda podprzestrzeniami liniowymi przestrzeni funkcji skalar-
nych, okreslonych na X,Y i Z, odpowiednio. Iloczyn tensorowy F' ® GG przestrzeni
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funkcyjnych definiujemy wowczas wzorem F ®@ G :=lin{f ® g : f € F,g € G}; jest
to podprzestrzen liniowa przestrzeni wszystkich funkcji z X x Y do F. Roéwnowaznie
(patrz wniosek 1 w p.1)

FoG={fivg+. . .+fi®g :seEN fi,...fi€Fg,.,g.€G}  (23)

Tak samo definiujemy iloczyn tensorowy wiekszej liczby przestrzeni funkcyjnych.
Z (19) wynika 6wnos¢:

(FRAQH=FRGOH=F® (G H) (24)

Gdy zas F1, F» C F 1 G1,Gs C G sa podprzestrzeniami liniowymi, to, wobec wniosku
1 wp.1,

(F1+F2)®G:F1®G+F2®G 1 F®(G1+G2):F®G1+F®G2 (25)

Uwaga 1. Istnieje ,wzorcowa’ bijekcja zbioru X X Y na Y x X, zadana wzorem
(z,y) — (y,z). Wyznacza ona izomorfizm liniowy F'® G — G ® F, przeprowadzajacy

kazda sume >0 fi®gina > 19 ® fi.

Analogiczne definicje wprowadzimy dla iloczynu zewnetrznego, przy zatozeniu, ze

F,G i H sa przestrzeniami liniowymi (pewnych) funkcji skalarnych, okreslonych na
skonczonych iloczynach kartezjanskich tego samego zbioru. Przyjmujemy

FANG={fingi+ ...+ fsNgs:sEN, f1,....fs € F,q1,....9s € G} (26)
Ze wzgledu na liniowo$¢ antysymetryzacji i definicje iloczynu zewnetrznego,

FAG=AF®G), gdzie A jest antysymetryzacja funkcji k + [ zmiennych.  (27)

Uwaga 2. Pozostaja stuszne odpowiedniki rownosci (24) i (25), tzn. (FAG) AN H =
FANGANH), ajesli Fi,F, C F i G1,Go C G sg podprzestrzeniami liniowymi, to
(F1—|—F2>/\G=F1/\G—|—F2/\G 1 F/\(Gl—l—GQ) =F NG+ F N Gs.

Dzieki tacznosci mnozenia, wyrazonej w (24) i powyzej, mozemy w iloczynie tensoro-
wym wielu czynnikéw pomijaé¢ nawiasy, 1 tak samo w iloczynie zewnetrznym.

Definicja. Niech F' bedzie przestrzenia liniows (pewnych) funkeji, okreslonych na zbio-

rze X. Jej potegi tensorowe i zewnetrzne definiujemy indukcyjnie, przyjmujac @' F =
AN F:=Fi

n—1

Q"F:=(@"T'F)eF i ;\F::(AF)AFdlan>1. (28)



VII-39 H. Torunczyk, GAL II (wiosna 2012)

Przyjmujemy tez, ze @'F i /\0 F oznacza przestrzen wszystkich funkcji skalarnych na
przestrzeni jednopunktowej, w oczywisty sposob izomorficzng z F. Ze wzgledu na (27),

N\'F=A@"F) dlan>1. (29)

Powyzej, A traktujemy jako endomorfizm przestrzeni wszystkich funkeji skalarnych,
okreslonych na X".

Mimo podobienstw i zwigzkéw mnozenia tensorowego i zewnetrznego, sa i istotne
roznice miedzy nimi. Ponizsza uwaga nie ma odpowiednika dla mnozenia zewnetrznego.

Uwaga 3. Jesli w (25) po ktorejs stronie rownosci suma jest prosta, to i po drugiej jest
ona taka. Istotnie, jesli np. Fy N Fy = {0}, toi F1 ® G N F, ® G = {0}, na podstawie
stwierdzenia 2 z p.1.

Wyznaczymy teraz bazy i wymiar interesujacych nas iloczynéw i poteg.

Twierdzenie 1. Gdy {f;}F_, jest bazq przestrzeni F, a {gj}é-zl— bazq przestrzent G,
to {fi®gj:i=1,..,kj=1,..1} jest bazqg przestrzeni F @ G; w szczegdlnosci,
dim(F®G) = (dim F) - (dim G). Podobnie jest dla iloczynu tensorowego wiekszej liczby
przestrzeni funkcyjnych.

Dowod. Poniewaz F'= @ [Ff; i G = @élegj, to z uwagi 3 wynika rownosé¢ F'®@ G =
GF &y Zij, gdzie Z; omacza podprzestrzen (Ff;) @ (Fg;), w oczywisty sposob rowna
F-(fi®gj). Askoro F®G=a&,,F-(fi®g;), touktad (f; ® g;); jest baza. [

Twierdzenie 2. Jesli fi, ..., fq jest bazq przestrzeni F, to baze przestrzeni \" F tworzy
uktad funkcji {fi, N oo N fi, 0 1<y < ... <1, <d}.

Dowod. 7 twierdzenia 1 wynika, ze przestrzen A" F = A(®Q™F) jest rozpinana przez
iloczyny fiy A...A fi,, gdzie i; € {1, ...,d} dla j =1, ...,n. Na podstawie twierdzenia 2 z
p.1, zmiana kolejnosci wskaznikow i1, ..., 7,, wptywa tylko na znak iloczynu zewnetrznego;

mozemy wiec ograniczy¢ si¢ do niemalejacych uktadow 1 <47 < ... <17, < d. Tak samo,
jeshi i; = 4541 dla pewnego j, to fiy A... A fi, =0, bo fi, A fi,,, = 0. Przestrzen N'F
jest wiec rozpinana przez zadany uktad {f; : i € I}, gdzie Z oznacza zbior wszystkich
rozpatrywanych w (30) wielowskaznikow i = (i1, ...,4,) 1 fi := fi, A... A fi, dlai e Z.
W szezegolnosei, \" F = {0} gdy n > d.

Pozostaje dowiesé¢ liniowej niezaleznosci uktadu (fi)iez gdy n < d. Niech wiec
Y ez Gifi = 0; dowiedziemy, ze wszystkie skalary c; s zerowe. Dla uproszczenia oznaczen
zbadamy ¢;, dlaip = (1,...,n). Mnozac rownos¢ ) ; ¢; fi = 0 zewnetrznie przez /\;.l:nJrl f
stwierdzamy, ze > ; cifi A /\;Z:nﬂ f; = 0. Jak juz wiemy, iloczyn f; A /\?Znﬂ fj jest ze-
rowy gdy i # ip, ze wzgledu na powtoérzenia w ciagu iy, ...,%,,n + 1, ..., d; natomiast
dla i = iy jest on niezerowy, na podstawie wniosku 1 w p.1. Zatem ¢;, = 0, co konczy
dowod. (Rozumowanie dla innych wspotezynnikow ¢ jest analogiczne.) O
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Wniosek 1. Wymiar przestrzeni \" F jest réwny (Z), gdzie d := dim F'.
Dowod. Podciagow (i1, ...,1,) ciagu (1,...,d) jest tyle wlasnie. O

Whiosek 2. Gdyt € \" F\{0} i {f:}L, jest bazq przestrzeni F, totAf;, A..\Nfj,_ # 0
dla pewnych j1, ..., jg—n € {1, ...,d}.

Dowo6d. Wynika to z ostatniego akapitu dowodu twierdzenia 2. H

Whniosek 3. Gdy fi € F (i =1,...,d) i g; = > ¢cijfi dlaj=1,...n, to \i_ g; =
S Ny fio, gdzie sumujemy po wszystkich n—elementowych podciggach i = (is)*_;

ciggu (1,...,d), za$ ¢; := det(cisj)’sf,j:l. (Gdy podciggow takich nie ma, to J\;g; =0.)

Dowod. Rozpatrzymy tylko (patrz jednak zadanie uzupelniajace) najwazniejszy przypa-
dek, gdy uktad (f;) jest liniowo niezalezny. Mozemy zatozy¢, ze jest on baza przestrzeni F
(gdy nie jest, zmniejszymy F'). Niech t := A'_, g; — > ;¢ - Ay fi,; zgodnie z wnio-

skiem 2 nalezy dowies¢, ze t/\/\f;? fi.=0gdy 1 < j; <...< jg—n < d. Dla uproszczenia
zapisu przyjmijmy (J1, ..., ja—n) = (n + 1, ..., d); otrzymamy (por. dowdd twierdzenia 2)
d d d
tA /\j:n+1 fj - /\?:1 gj N /\j:n+1 fj — C(1,...n) /\jzl fj-
Prawa strona jest rowna s A", f; dla s := det(cij)i =1 —c(,...n) = 0, co bez trudu wynika
z wniosku 2 w p.1. Tak samo jest dla innych wielowskaznikow j w miejsce (1, ...,n). B

Zadanie uzupetiajace 1. a) Dowies¢ wniosku 3 w pelnej ogolnosci, w nastepujacy spo-
sob. Przyjac X := X U{1,....d} i fi(z) = fi(z) dlaz € X, fi(i) =11 fi(j) = 0 gdy
i #j€{l,..,d}. Wowczas funkcje ;]Fl sa juz liniowo niezalezne. Zastosowa¢ do nich i
odpowiednich funkcji g; : X >F udowodniony przypadek szczegdlny.

b) Wyprowadzi¢ z wniosku 3 twierdzenie Bineta—Cauchy’ego z §IV.3.3, i odwrotnie.

3. Tloczyny tensorowe i potegi zewnetrzne a funkcje wieloliniowe.

[loczyny tensorowy i zewnetrzny stosuje sie w Algebrze Liniowej, gdy dziedziny X, Y, X;
itd. rozpatrywanych dotad przestrzeni funkcyjnych sa przestrzeniami liniowymi, a same
przestrzenie funkcyjne sktadajg sie z funkcji wieloliniowych. Zamiast X, Y, X5, Xs... pi-
szemy wiec wtedy V, W, Vi, Vs... 1 zakladamy, ze sa to skonczenie-wymiarowe przestrzenie
liniowe nad ustalonym ciatem F. Waznym przyktadem liniowej przestrzeni funkcyjnej, z
dziedzing V', jest przestrzen V* wszystkich liniowych funkcji ¢ : V' — F.

Oznaczenia. Przypomnijmy, ze przeksztalcenia wieloliniowe z Vi X ... x V,, do W to

takie, ktore sg liniowe ze wzgledu na kazdy argument v; € V;, przy ustalonych pozosta-
tych. Tworza one przestrzen liniowa, ktora oznaczamy przez L(V4, ..., V,; W), zas przez
L,(V;W)edy Vi = ... =V, =W. Wérdod przeksztatcen wieloliniowych mozna wyréznic
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alternujace (=antysymetryczne, gdy 2p # Op) i symetryczne. Zlozone z nich podprze-
strzenie przestrzeni £, (V; W) oznaczamy przez L&(V; W) i L5 (V; W), odpowiednio.
Jesli W =T, zamiast ,przeksztatcenie” méwimy ,funkcja” lub ,forma”.

Uwaga 1. a) Dla k = 1, kazde przeksztalcenie liniowe z V' do W jest alternujace, a
zarazem jest symetryczne.

b) Przeksztalcenie wieliniowe na ogot nie jest liniowe, jesli [ [, Vi rozpatrywaé z natu-
ralna struktura przestrzeni liniowe;!

Uwaga 2. a) Zlozenie wieloliniowego przeksztalcenia L : [[_; Vi — W z prze-
ksztalceniem liniowym W — W' jest przeksztalceniem wieloliniowym. Gdy ponadto
Vi = ... =V, i przeksztalcenie L jest alternujace (odp. symetryczne), to i otrzymane
ztozenie jest takie.

b) Gdy funkcje f: Vi x ... x Vi = Fig: Vi x ... x V; — T sa wieloliniowe, to
wieloliniowy jest ich iloczyn tensorowy f ® g : H§:1 V; — F.

¢) Gdy funkcja f : V" — F jest wieloliniowa, to jej antysymetryzacja Af : V" — F
tez jest taka, i podobnie dla symetryzacj Sf : V" — F.

Twierdzenie 1. Niech V, V1, ..., V,, bedq skonczenie—wymiarowymi przestrzeniami linio-
wymi nad F. Wowczas:

a) iloczyn tensorowy przestrzeni funkcyjnych Vi*, ..., V¥ jest zbiorem wszystkich wie-
loliniowych funkeji 2 [[; Vi do F, tzn. V'@ ...@ V) = L(V3,..., Vo F);

b) n—ta potega zewnetrzna przestrzeni funkcyjnej \" V* jest zbiorem wszystkich wie-
loliniowych funkeji alternujgcych z V™ do F, tzn. \"V* = LE(V;TF);

c) antysmetryzacja jest rzutem liniowym przestrzeni @"V* = L, (V;F) na \"V* =
LV TF).
Dowod. By dowies¢ a), zastosujemy indukcje wzgledem n. Jak zauwazono, dla wie-
loliniowej funkcji f : H;:ll V; — F i funkcji liniowej ¢ : V,, — F, iloczyn f ® ¢ jest
wieloliniows funkeja na [[i_; Vi. Wobec tacznosci iloczynu tensorowego i rownosci (25)
pozostaje dowies¢, ze odwrotnie, gdy h jest taka funkcja, to h = Y7 | fi ® ¢, dla
pewnych ¢1,...,0s € V,* 1 funkcji wieloliniowych fi,..., fs : H?:_ll‘/; — F. W tym
celu oznaczmy przez ; funkcjonat, ktory kazdemu wektorowi v € V' przyporzadko-
wuje jego i—ta wspotrzedna w ustalonej bazie wi, ..., wg. Wowczas h(vy, ..., Vy_1,V,) =
R(Vis ooy Vo1, Doty @i(Ve) W) = D00 0i(Vi)R(ve, ooy Vi1, Wi). Przy fi(vy, .ovi_q) i=
f(v1, ..., V1, W;) zachodzi wiec zadana rownosé¢ h =Y. fi ® ¢;. O

Czesei b) 1 ¢) wynikaja z a) 1 uwagi 2¢), bo A" V* = A(Q"V*) 1 A(L,(V;TF)) =
LV F). O

4. Tensory nad przestrzenia V.

Wystepujace tu przestrzenie V., W sa skoniczonego wymiaru i nad ustalonym ciatem F.




§6.4. VIL-42

Jest dla nas wazne, by w parze (V, V*) symetrycznie traktowaé obie przestrzenie. By
to osiagnaé przyjmimy W := V* a wartos¢ ¢(v) funkcjonalu ¢ € W na wektorze v
oznaczajmy tez v(p) lub (v, ). (Tu (-, -) nie jest iloczynem skalarnym.) Wowczas:

i) dimV < oo idimW < oo;

ii) funkcja V- x W 3 (v,w) — (v,w) € I jest dwuliniowa, oraz

iii) gdy vo € V' \ {0}, to (vo,w) # 0 dla pewnego w € W, a gdy wy € W \ {0}, to
(v,wp) # 0 dla pewnego v € V.

Uwaga 1. a) Drzieki ii), kazdemu wektorowi v € V' odpowiada funkcjonal ¢, € W*, za-
dany wzorem @y (w) = (v, w) dlaw € W; przy tym z iii) wynika, ze ¢ # 0 gdy v # 0.
Przyporzadkowanie V' 5 v — ¢, € W* jest wiec monomorfizmem liniowym (korzy-
stamy z ii)), co daje dim V' < dim W* = dim W. Symetrycznie, dim W < dim V', skad
dimV = dim W = dim W*, a przyporzadkowanie v — ¢, jest izomorfizmem V na W*.

b) Gdy wiec warunki od i) do iii) sa spelnione (i juz niekoniecznie W := V*), to
uzasadnione jest nazwanie pary (V,W) para dualna, a funkcji (-,-) z warunku ii) —
funkcja dualnosci. Mozemy bowiem wtedy zaréwno utozsami¢ W z V*, jak i V z
W*. (Prowadzi do tego utozsamienie kazdego wektora v € V' z odpowiadajagcym mu
funkcjonatem o, € W*, zas kazdego wektora z W — z odpowiadajacym mu funkcjonatem
v — (v,w) z V*.) Z drugiej strony, kazdy izmorfizm L : V — W* wyznacza wzorem
(v,w) := (L(v))(w) funkcje (-,-) na V x W, speliajaca warunki ii) oraz iii).

Przyktad 1. Gdy ¢ : V x V' — F jest nieosobliwa forma dwuliniowa, to warunki od i)
do iii) sa spetnione przy W :=V i (-,-) :=g.

Uwaga 2. a) Dla danej pary dualnej (V, W) bedziemy wiec elementy przestrzeni V' trak-
towac jako (liniowe) funkcjonaty na W, a przestrzeni W — jako funkcjonaty na V. Stosuja
sie teraz definicje i wyniki z pp. 1-3, dotyczace iloczynéw tensorowych przestrzeni funk-
cyjnych: dla kazdych liczb k,l € N okreslony jest iloczyn V@ ... VW ® ... @ W,
gdzie czynnikow V' 1 W jest k i [, odpowiednio. Iloczyn ten oznaczamy przez le (V).
Na podstawie twierdzenia 1 z p.3, mozemy (i bedziemy) utozsamia¢ T} (V) ze zbiorem
wszystkich funkeji wieloliniowych z W* x V! do F.

b) Kazda taks funkcje mozna poddaé antysymetryzacji (lub symetryzacji) wzgledem
wybranych wskaznikéw 1, ...., k, odpowiadajacych czynnikom W iloczynu W¥ x V! a
takze wzgledem wybranych wskaznikow 1, ..., [, odpowiadajacych czynnikom V' tego ilo-
czynu. Wynikiem bedzie nowy element przestrzeni 17 (V).

¢) W szezegolnosei, TH(V') zawiera zbior L¢(W;F) wszystkich wieloliniowych anty-
symetrycznych funkeji ¢t : W* — F, ktéry oznaczymy /\k V.

Umowa. Przyjmujemy konwencje, zgodnie z ktora przestrzen (W* x V1) x (WP x V)

utozsamiamy w naturalny sposob z WP x V+4, Pozwala to iloczyny t @ ¢/, dla t €
THV),t e TP(V), traktowac jako elementy j}’i*;]p(v)_
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Uwaga 3. Elementy przestrzeni T}(V) nazywamy tensorami nad V, typu (k).
Celowe okaze sie okreslenie ich wspétrzednych wzgledem bazy przestrzeni V' czy prze-
strzeni W. Tu nastepuje zerwanie symetrii miedzy V' i W: musimy zdecydowaé, w ktore;j
przestrzeni wybieramy bazy, i macierze zmiany baz od tego uzalezniac.

Méwiac o tensorach nad V', a nie nad W, i piszac T}(V), a nie T}*(W) czy podobnie,
stwierdzamy, ze bazy wybierane sa w V'; baze w W zawsze obieramy jako dualna do
wybranej w V. Umoéwiono sie tez wektory z W nazywacé¢ wtedy kowariantnymi, a z
V' — kontrawariantnymi. Latwy sposob zapamietania tej umowy zostal wskazany przez
Spivaka: jest ona ,just opposite to what it logically ought to be”. Dlatego nie bedziemy
jej stosowaé. Wektory z V' od wektoréw z W bedziemy jednak odréznia¢ oznaczeniami.

Oznaczenia. Wektory z V' bedziemy oznaczali ttustymi literami u, v, w itp, a z W —

greckimi ¢, itp. W przypadku numeracji wielu wektorow, wskazniki bedziemy odtad
umieszczaé u gory przy wektorach z W, a u dotu przy wektorach z V'; wskazniki przy
skalarach dobrze jest umieszczaé tak, by sumowania iloczynéw przebiegaly po wskazni-
kach, ktore powtarzaja sie w réznych ich czynnikach i wystepuja w jednych u gory, a w
innych u dotu.® (Np. indeksy skalaréw w kazdej ze sum D av; ® vj, D afgpi ®
Vi, Zzy a;;p" @ Y’ zostaly do tego dostosowane.) Z obu przestrzeni V i W, to W
nazywaé bedziemy sprzezona i oznacza¢ V* (gdy mowa o tensorach nad V).

Definicja. a) Gdy vy,...,v, € Vi ¢! ..., 0% € V* sg ustalone, to dla wielowskaznikow
i=(i1,....i1) €{1,...r}*1j= (j1,....,51) € {1, ..., s} piszemy

vi=v, ®...0v;, € TFHV),

Y= @t eT)(V).

b) Niech V = (v;)%, bedzie baza przestrzeni V, a V* = (¢')%_, dualng z nig baza
przestrzeni V*. Dla danego tensora t € TJF(V) istnieje na podstawie twierdzenia 1 w
p.3 jedyny uktad skalaréw t} takich, ze t = Zi’j t}vi ® I, gdzie sumowanie przebiega
po wszystkich i € {1,....,d}* i j € {1,...,d}. Skalary te nazywamy wspoélrzednymi
tensora t w bazie V.

Zadania uzupetniajace.

1. Obmysle¢ lub przeczyta¢ w [Ko|, jak zmienia sie wspotrzedne tensora, gdy zmienimy
baze przestrzeni V.

2. Utworzmy sumy proste: T(V) = @, TF(V) i @, A" V. W kazdej z nich wskazaé na-
turalnie okreglone dzialania, wzgledem ktorych jest ona algebra taczna. (Sa to algebra
tensorowa i zewnetrzna przestrzeni V', odpowiednio.) Wyznaczy¢ ich wymiar.

8W zwiazku z tym, indeksy gorne czgsto nie oznaczaja juz potegowania.
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5. Iloczyny tensorowe i zewnetrzne przestrzeni liniowych i ich wlasno$ci uniwersalne.

Kazdy wektory v przestrzeni liniowej V' mozemy interpretowaé¢ jako funkcje na prze-
strzeni dualnej V*, co wykorzystano w p.4. Mianowicie, wartosé¢ v(¢p) tej funkeji na funk-
cjonale o zdefiniowana jest jako wartosé¢ funkcjonatu ¢ na wektorze v, tzn. v(yp) := ¢(v)
dla ¢ € V*. Wzoér ten zreszta nie odgrywa dalej wiekszej roli; wazne jest to, ze:
* Sumie wektoréw odpowiada suma funkcji: (v + va)(p) = vi(p) + va(p) dla
vi,ve € V iy € V* ipodobnie dla mnozenia przez skalar; przy tym v =0 < v(-) = 0.
* Tak wiec przestrzen V' jest izomorficzna z otrzymang przestrzenia funkcji.
Powyzsza interpretacja kazdej przestrzeni liniowej jako przestrzeni funkcji pozwala dla
dowolnej rodziny Vi, ..., V), przestrzeni skonczonego wymiaru okresli¢ jednoznacznie ilo-
czyn tensorowy ®: ,V; otrzymanych przestrzeni funkcyjnych, ktéry nazwiemy ,funkcyj-
nym iloczynem tensorowym” tej rodziny. Analogicznie, okreslona jest ,funkcyjna potega
zewnetrzna” "V przestrzeni V' skonczonego wymiaru. (Nazwy te sg prowizoryczne.)
Systematyczne utozsamianie kazdej przestrzeni V' z przestrzenig funkcjonatow na V* i
uzywanie wytacznie ,funkcyjnych” iloczynéw tensorowych i poteg zewnetrznych miatoby
jednak istotne niedostatki. Rozpatrujac np. iloczyny Vi @ Vo @ Vo 1 V1 ® (Vo ® V3)
nalezatoby je traktowac jako przestrzenie (pewnych) funkcji na Vi x V5 x V5* 1 na
ViEx (Va®V3)*, odpowiednio, gdzie iloczyn Vo® V3 tez jest widziany jako zbior (pewnych)
funkeji na V5 x V5. Jest jasne, ze w najlepszym razie dowiedziemy istnienia pewnego
izomorfizmu (a nie rownosci) miedzy Vi@ Va@Vs a V1 ® (Vo®V3), byé moze ,kanonicz-
nego’. Nalezy wyjasni¢, co ta ,kanonicznos¢” oznacza i zrezygnowac z jednoznacznosci

iloczynu tensorowego (jako zbioru), by dopuscié¢ jego ,kanonicznie izomorficzne” kopie i
unikaé¢ opisow tak zawitych, jak powyzszy dla Vi ® (Vo ® V3).
Decydujemy si¢ przyja¢ nastepujace definicje, motywowane wynikami z p. 2.:

Definicja. a) Niech Vi, ...V}, bedg skoniczenie-wymiarowymi przestrzeniami liniowymi.
Ich (ogolnym) iloczynem tensorowym nazywamy kazda pare, zlozona z przestrzeni
wektorowej Z i wieloliniowego przeksztatcenia 7: V; x ... x V,, — Z, taka, ze

dimZ = [ [dimV; i lin(im(7)) = Z (30)

i=1
b) Niech V' bedzie przestrzenia liniowa wymiaru d. Jej (ogolna) n—ta potega ze-
wnetrzng nazywamy kazda pare, ztozona z przestrzeni liniowej Z i wieloliniowego,

alternujacego przeksztatcenia liniowego 7 : V" — Z, taka, ze

d) i lin(im(7)) = Z. (31)

n

dim Z = <

Oznaczenia (dotyczace obu definicji). Zamiast 7(vy, ..., v,,) bedziemy na ogot pisa¢ @I, v;
w przypadku iloczynu tensorowego, a A, v; w przypadku potegi zewnetrznej; prze-
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strzen Z oznaczamy przez @, V; i A"V, odpowiednio. (Nie wymagamy juz jednak,
by Z,V; czy V interpretowaé jako przestrzenie funkcji.)

Przyktad 1. i) ,Funkcyjne” iloczyny tensorowe i potegi zewnetrzne spetniaja warunki
wymienione w a) i b), odpowiednio.

ii) Niech V] := Feglz] 1 Vo := Fqly]. Warunki czesci a) definicji sa spetnione, gdy
za Z wziaé zbior tych wielomianow z Flx, y|, ktorych stopienn wzgledem poszczegolnych
zmiennych x 1 y jest niewiekszy niz k i [, odpowiednio, zas 7(p1, p2) okresli¢ jako iloczyn
p1p2, dla (p1,p2) € Vi x Vo, B

Twierdzenie 1. W obu rozwazanych w Definicji przypadkach, Zadane pary (Z,T) ist-
niejq © majqg nastepujoceg wtasnosé uniwersalnosci:

a) Wtasnosé uniwersalnosci w przypadku iloczynu tensorowego: dla kazdej przestrzeni
liniowej Wi wieloliniowego przeksztatcenia L @ Vi X ... X Vi, — W, istnieje jedyne
przeksztatcenie liniowe L : Z — W takie, ze L= LoT.

b) Wiasnosé uniwersalnosci w przypadku potegi zewnetrznej: dla kazdej przestrzeni

liniowej W' 1 wieloliniowego przeksztatcenia alternujgcego L - V™" — W, istnieje jedyne
przeksztatcenie lintowe L : Z — W takie, ze L = Lo T.

Dowod twierdzenia podamy pdzniej, a teraz odniesiemy sie teraz do ,kanonicznosci”
przeksztalcer, powiedzmy z Y do Y’. Slowo to oznacza, ze przeksztalcenie uznajemy za
wzorcowe. Za takie jednak uznamy tylko przeksztalcenie niezalezne od przypadkowych
wyboréow, np. od wyboru baz w Y 1Y’ gdy mowa o przeksztalceniach liniowych. Gdy
ponadto Y czy/i Y/ maja bogatsza strukture, ktora badamy, za kanoniczne mozemy
uznaé i takie przeksztatcenia, ktore te strukture (ale tylko ja) wykorzystuja. W odnie-
sieniu do iloczynéw tensorowych, kanonicznosé przeksztalcenia L : Y — Y’ oznacza
wiec, ze zalezy ono tylko od struktury liniowej obu przestrzeni Y, Y’ i od przeksztalcenia
7: [ Vi = Y, gdy (Y, 7) jest iloczynem tensorowym rodziny {V;}I_;. Gdy iloczynem
tensorowym jest (Y, 7), przeksztatcenie L moze zaleze¢ od 7/, a gdy iloczynami sa tak
Y, jak 1 Y’ moze ono zaleze¢ od 7 1 od 7. Analogicznie rozumiemy kanonicznosé, gdy
Y i/lub Y’ jest potega zewnetrzng, a takze, gdy jedna z przestrzeni Y,Y” jest iloczy-
nem tensorowym, a druga potega zewnetrzng. Nazwanie przeksztalcenia ,kanonicznym”
wyraza wiec, procz wyrdznienia, istotna tres¢ matematyczna, zrozumiaty z kontekstu.

Wnhiosek 1. lloczyn tensorowy jest jednoznaczny w nastepujgcym sensie: gdy (Z,T) i
(Z', ") sq iloczynami tensomwymz rodziny {V;}I_,, to istnieje jedyny izomorfizm liniowy
K :7Z — 7' taki, ze Kot = 71'. Tak samo jest z n—tq potegq zewnetrzng przestrzeni V.

Dowod. Z wtasnosci uniwersalnosci pary (7, Z), zastosowanej przy W' .= Z'1 L = 7/,
wynika istnienie jedynego przeksztalcenia L € £(Z, Z'), takiego, ze Lot = 7'. Poniewas
im(7') rozpina Z', wiec S(Z) = Z', co wraz z réwnoscia dim Z = dim Z’ powoduje, ze
L jest izomorfizmem. Mozemy wiec przyja¢ K := L.O
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Uwaga 1. Z jedynosci i rownosci K o 7 = 7/ wynika, ze izomorfizm K jest kanoniczny.
W dowodzie twierdzenia wykorzystamy nastepujacy
Lemat 1. Dla i = 1,...,n niech B; bedzie bazq przestrzeni V; i niech B = [],; B;.

Wowczas dla dowolnej przestrzeni liniowej W i uktadu jej wektorow {wy, : b € B},
istnieje jedyne przeksztatcenie K € L(Vi, ..., V,; W) takie, ze K(b) = wy, dla b € B.

Dowdd. Odnotujmy, ze gdy K : [[; Vi — W jest przeksztalceniem wieloliniowym (nieko-
niecznie tym, o ktoérym mowa w tezie) i wektory v; € V; przedstawimy jako kombinacje
wektorow bazowych: v; =3, B, cPb, to z wieloliniosci uzyskujemy réwnosé

K ova) = K3 b by = 3 S ()b, by). (32)

beB; beB, b.:€B; b,eB, i=1

Uktad (K (b))pep wyznacza wiec K jednoznacznie. Ponadto, dla danych w, € W (b € B)
istnieje przeksztatcenie K € L(V1, ..., V,; W) takie, ze K(b) = wy, Vb € B. (Nalezy (32)
wzia¢ za definicje, a wieloliniowos$¢ uzyskaé¢ ze wzoru.) Stad wynika teza. B

Dowod twierdzenia 1. Istnienie wynika w obu przypadkach z przyktadu 1i). Pozostaje
dowies¢ wtasnosci uniwersalnosci.

a). Wpierw rozpatrzmy przypadek iloczyniu tensorowego. Dla ¢ = 1,..,n ustalmy
baze B; przestrzeni V; 1 przyjmijmy B := [[, B;. Dla danego przeksztalcenia L €
LV, ..., Vi, W) przyjmijmy wy, := L(b) dla b € B. Wiemy, ze zbior 7(B) generuje
przestrzen lin(im(7)), patrz wzor (32) przy K = 7; a ze lin(im(7)) = Z, to z nieréwnosci
#7(B) < #B = dim Z wynika, ze 7(B) jest baza przestrzeni Z. Istnieje wiec jedyne
przeksztalcenie L € £(Z; W) takie, ze L(7(b)) = L(b) Vb € B. Na podstawie lematu,

wieloliniowe przeksztatcenia L o 7 i L sg rowne.

b). Teraz zajmijmy sie przypadkiem potegi zewnetrznej. Obierzmy w V' dobrze
uporzadkowana baze By i niech B := By X ... X By (czynnikoéw jest n).

Dla kazdego réznowartosciowego (tzn. bez powtorzen) ciagu b = (by,...,b,) € B
oznaczmy przez [b] jedyny ciag z B, ktory jest rosnacy (w porzadku bazy By) i rozni
sie od b tylko kolejnoscia wyrazow, a przez Sgn(b) oznaczmy znak permutacji, ktora
kolejnym wyrazom ciagu [b] przyporzadkowuje kolejne wyrazy ciagu b. Zbior rosnacych
ciagow b € B oznaczmy przez C'. Ze wzgledu na antysymetrie przeksztalcenia 7 zachodzi
7(C)U {0} = 7(B), przy czym lin(7(B)) = Z, jak w a).

Tak wiec Z = lin(7(C)) 1 #7(C) < #C = dim(Z), skad 7(C) jest baza w Z. Dla
danego przeksztalcenia L : V" — W istnieje wiec jedyne przeksztalcenie liniowe L : Z —
W takie, ze L(7(b)) = L(b) Vb € C. Przeksztalcenie Lo 7 jest wieloliniowe i alternujace
(w slad za 7), wiec gdy L tez jest takie, to uzyskujemy L o 7(b) = Sgn(b)L([b]) = L(b)
dla réznowartosciowych ciagow b € B, a takze L o 7(b) = 0 = L(b) dla pozostatych
b € B. Tym samym z lematu 1 wynika, ze Lo7 = L.
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Lemat 2. a) Gdy zbiory B; C V; sq liniowo niezalezne, to i zbior B = {®;b; :
b, € B; dlai = 1,...,n} jest liniowo niezalezny w ®_,V;. Podobnie, gdy B jest do-
brze uporzgdkowanym uktadem liniowo niezaleznym w V', to zbior C = {N\Lb; :
cigg by, ..., b, jest rosngcy w B} jest liniowo niezalezny w \" V.

b) Gdy zas kazdy z powyzszych zbiorow B; jest bazq w V;, a uktad B jest bazqg w 'V,
to B jest bazq w ®;Vi, a C — bazg w N" V.

Dowod. Wystarczy dowiesé tezy b), bo uktad liniowo niezalezny mozemy rozszerzy¢ do
bazy, a podzbior bazy jest liniowo niezalezny. Ale tezy tej dowiedliSmy juz wyzej, bo
przy poprzednich oznaczeniach mamy B = 7(B) i C = 7(C'), odpowiednio. [J

Tensorowo mozemy mnozy¢ nie tylko przestrzenie, ale i przeksztatcenia:

Definicja. a) Iloczynem tensorowym przeksztalcen liniowych L; : V; — V! (i =
1,...,n) nazywamy przeksztalcenie liniowe z ®7_,V; do ®!'_,V/, przyjmujace na kazdym
iloczynie @I ,v; wartos¢ ®!_,L;(v;). Oznaczamy je @I | L;.

b) n—ta potega zewnetrzna przeksztalcenia L € L(V, V') nazywamy prze-
ksztalcenie liniowe z A"V do A" V', przyjmujace na kazdym iloczynie A}, v; wartosé
A L(v;). Oznaczamy * je A" L.

Jedynos¢ zadanych przeksztatcen w obu przypadkach wynika z lematu 1, a istnie-
nie — z twierdzenia. Np. w odniesieniu do A" L nalezy zauwazy¢, ze przeksztalcenie
V'S (vi)iy — Ay L(vi) € A" V' jest wicloliniowe i alternujace, wiec wyznacza prze-
ksztalcenie z A"V do A"V, jak opisano w twierdzeniu 1b) — a to ma zadana wlasnosc.
Podkreslmy, ze przy zadanych operatorach L; czy L, iloczyny tensorowe ®7_,V; i @7 V/,
czy zewnetrzne A"V i A"V’ moga wyzej by¢ obrane dowolnie.

Z definicji i jednoznacznosci wynika
Uwaga 2. ) Gdy K; € LV V) i Li € L(V/, V'), to &1, LK = (9, L) o (@1, ).

b) Podobnie, A" LK = (N"L)o (A" K) dla K € L(V; V)i L e LV, V").

c¢) Hoczyn tensorowy przeksztalceni identycznosciowych (odp. epimorfizméw, mono-

morfizméw) jest identycznoscia (odp. epimorfizmem, monomorfizmem), i tak samo dla
potegi zewnetrznej. (Gdy chodzi o monomorfizmy, wynika to z lematu 2a) — jak?) B

Zadania uzupetniajace.
1. Niech P,Q € L(V) beda izomorfizmami. Przyjmijmy PF := @"P @ @!(P*)™! i
analogicznie dla Q. Dowies¢, ze PF jest izomorfizmem i (P o Q)F = PFo QF.

2. a) Dane sa przeksztalcenia K € L(V, V') 1 L € L(W,W’) oraz bazy V,V' W, W'
przestrzeni V, V', W, W', odpowiednio. Wyznaczy¢, w zaleznosci od [K1Y, i [L])},, ma-

90znaczenia te nie prowadza do nieporozumien, bo ®;L; jest tez (pewnym) iloczynem tensorowym wektorow L;
przestrzeni liniowych £(V;,V/), i podobnie dla A" L. Patrz ,Dodatek” do twierdzenia 2 w nastepnym punkcie.



§6.5. VII-48

cierz przeksztalcenia K ® L w uporzadkowanych leksykograficznie bazach VW i V' @W'
(przestrzeni V@ Wi V' @ W' odpowiednio).
b) Gdy V. =V'"i W = W' wyznaczy¢ tr(K ® L) i det(K ® L). (Wskazowka gdy
chodzi o det(K ® L): zauwazy¢, ze K @ L = (K ® Iw)(Ily ® L), patrz uwaga 2.)
3. a) Obliczy¢ det(L A L) dla operatora L = La, gdzie A € Ms.
b) Dowies¢, ze gdy L € £(V) idim(V) =d, to A°L: AV — A*V jest homotetia
o skali det(L). (Wskazowka: wyrazi¢ L w pewnej bazie; skorzysta¢ z wniosku 2 w p.1.)
¢) Wywnioskowaé, ze wyzej det(L) = tr(A* L) i det(L + z) = Z?:o z=itr(N'L).
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