VI-1 H. Toruriczyk, GAL II (wiosna 2012)

VI MACIERZE ENDOMORFIZMOW LINIOWYCH
(,ELEMENTY TEORII SPEKTRALNEJ”)

Wstep.* W tym rozdziale zajmujemy sie nastepujacymi waznymi zagadnieniami: jak
znalez¢ baze V przestrzeni V', w ktorej macierz zadanego operatora liniowego L : V —
V' ma mozliwie prosta posta¢? Jak prosta moze byé ta postac? Gdy przestrzen jest
unitarna, to czy baze te mozna obraé¢ ortonormalng?

Oczywiscie, najbardziej pozadane jest, by macierz [L]y byta diagonalna, i niektore
wyniki z §2 i1 §3 zmierzaja do ustalenia, kiedy taka baza )V istnieje i jak ja znalezc.
Badamy to zagadnienie doktadniej gdy przestrzen jest unitarna, zas baza ma by¢ orto-
normalna. (Cialem skalarow jest wowczas R lub C.) Okazuje sie, ze jesli operator jest
samosprzezony (spetnia warunek L" = L), to zadana baza istnieje — jest to wynik o
wielu zastosowaniach w analizie i geometrii. Podamy nawet przejrzysty warunek cha-
rakteryzujacy operatory ,unitarnie diagonalizowalne”, czyli te, dla ktorych szukana baza
ortonormalna istnieje.

Gdy macierzy zadanego operatora w zadnej bazie nie mozemy uczynié¢ diagonalng,
to pokusi¢ sie mozna o zbadanie, czy mozemy ja uczynic¢ trojkatna i jak prosta moze ta
macierz trojkatna by¢. Tu na plan pierwszy wybijaja sie dwa twierdzenia, oba dotyczace
zespolonego ciata skalaréw. Pierwsze z nich pochodzi od I. Schura i orzeka, ze kazdy ope-
rator liniowy z C" do C" ma macierz trojkatna w pewnej ortonormalnej bazie przestrzeni
C". Drugie zas pochodzi od C. Jordana i orzeka, ze macierz t¢ mozemy nawet uczynic
bardzo bliska diagonalnej — lecz wybrana baza niekoniecznie bedzie ortonormalna

Wyniki tu uzyskane maja liczne zastosowania. Na przyktad, pozwalaja one wpro-
wadzi¢ 1 bada¢ pewne funkcje macierzy, co omawiamy zaréwno w §2.3, jak i w §4.2.
Roéwnie wazne jest to, ze umozliwiaja one wnikniecie we wtasnosci rozwazanego opera-
tora. Komentarz na ten temat znalez¢é mozna w §3.4 i w zamykajacej rozdziat ,probie
podsumowania’.

Umowy. Rozwazamy tu tylko przestrzenie wektorowe skonczonego wymiaru i ozna-

czamy je literami U, V, W, E (by¢ moze z indeksami). Gdy mowa o przeksztalceniu
linlowym z V do W zakladamy, ze V i W sa nad tym samym cialem skalarow. W
odniesieniu do przestrzeni z iloczynem skalarnym (rzeczywistych czy zespolonych) uzy-
wamy wymiennie nazw ,izometria liniowa” i ,przeksztatcenie unitarne” czy ,jzomorfizm
unitarny”. Dla krotkosci piszemy

L(V):=L(V,V) i [L]y:=[L]Y dla bazy V przestrzeni V i L € L(V).

Przeksztalcenia L € L(V) nazywane sa endomorfizmami (liniowymi) przestrzeni
V. Czesto zamiast ,przeksztatcenie liniowe” méwimy ,operator liniowy”, a nierzadko tez
stowa ,liniowy” czy ,liniowe” pomijamy, bo nieliniowych operatoréw nie rozpatrujemy:.
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§ 1. Podobienstwo macierzy badz operatorow.

1. Podstawowe definicje.

Definicja. a) Endomorfizmy K € L(V'), L € L(W) sa podobne, jesli istnieje izomor-
fizm liniowy S : V — W taki, ze L = SKS™. (Tu, Vi W to przestrzenie liniowe.)

b) Macierze A,B € M(F) sa podobne, gdy B = SAS™! dla pewnej nieosobliwej
macierzy S € My (F).

Niejednokrotnie zalezy nam na tym, by powyzszy izomorfizm S : V' — W mial jeszcze
dodatkowe wtasnosci. Najwazniejszy przypadek ujmuje nastepujaca

Definicja. Niech V i W beda przestrzeniami z iloczynem skalarnym. Operatory K €
L(V)iL € L(W) sa unitarnie podobne, gdy istnieje unitarny izomorfizm S : V. — W
taki, ze SK.S™1 = L. Tak samo, dla F € {R,C}, macierze A, B € M(F) sa unitarnie
podobne nad F, gdy B = SAS™! dla pewnej unitarnej macierzy S € My(TF).

Zadanie 1. Podobienstwo endomorfizmoéw i podobieristwo macierzy sa relacjami row-
nowaznosci, 1 tak samo jest dla unitarnego podobieristwa macierzy (nad F € {R,C})
czy endomorfizméw (przestrzeni z iloczynem skalarnym).

Zadanie 2. a) Jesli macierze A, B € M(IF) sa podobne, to podobne sa tez macierze
A1 B! jak rowniez A" i B" (gdy F = C) oraz p(A) i p(B), dla p € F[z].

b) Jesli podobne sg macierze A i A’, a takze B i B’, to podobne sa diag(A,B) i
diag(A', B').

c¢) Obie czesci pozostaja stuszne dla unitarnego podobieristwa.

Zadania uzupeltniajace.

1. Kazda 2 x 2-macierz A jest podobna do macierzy Af. (Tak samo wicksza macierz,
lecz dowod jest trudny; por. dalej wniosek 1 w §4.1.)

2. Zdefiniowaé¢ podobieristwo permutacji o, 7 € Sy 1 dowies¢, ze ma ono miejsce wtedy
i tylko wtedy, gdy w przedstawieniu o w postaci iloczynu cykli roztacznych wystepuje
dla kazdego n tyle cykli dtugosci n, co w przedstawieniu 7 w postaci takiego iloczynu.

2. Pewne niezmienniki podobienstwa.

Wazne 1 wielokrotnie wykorzystywane dalej jest to, ze podobne macierze maja zblizone
wtasnosci. Ograniczymy sie do nastepujacej ilustracji tego stwierdzenia:

Zadanie 1. Gdy macierze A, B € M (F) sa podobne, to
a) dla kazdej liczby n € N, (A" =0) < (B" =0) oraz (A" =1) & (B" =1).
b) det(A) = det(B), tr(A) =tr(B) i rk(A) = rk(B).
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Skrotowo, stwierdzenia od te wyrazi¢ mozemy moéwiace, ze rozwazane w nich wtasnosci
A" = 0, A" =1, det(A) = A tr(A) = X oraz rk(A) = n sa niezmiennikami
podobienstwa macierzy.

Cwiczenie. Udowodni¢, ze posiadanie pierwiastka kwadratowego jest niezmiennikiem
podobienstwa: jesli macierze A, B € M, sa podobne i A = X2 dla pewnej macierzy X,
to B = Y? dla pewnej macierzy Y.

Wazne wtasnosci podobnych operatorow niejednokrotnie tez sg takie same:

Zadania.

2. Niech operatory K € L(V) 1 L € L(W) oraz izomorfizm S € L(V,W) spelniaja
warunek K = S71LS. Dowiesé, ze
a) dla wielomianéw p € F[z] zachodzi p(K) = S~!p(L)S;
b) ker(L) = S(ker(K)) i im(L) = S(im(K)), i tak samo z p(K) i p(L) w miejsce K
i L, odp.
¢) Jesli V- = &@!_; ker(p;(K)), gdzie py,...,pr € Flz], to W = @!_, ker(p;(L)).

3. Niech V' bedzie przestrzenia z iloczynem skalarnym, a operatory K, L € L(V') niech
beda unitarnie podobne. Dowies¢, ze:

a) (K(v),v) >0VveV, to(Lv),v)>0VveV.

b) Jesli K jest izometria (odp. zanurzeniem izometrycznym), to L tez.

c) Jesli V. =R", gdzie n = 2,3, 1 K jest obrotem, to L tez nim jest.

4. a) Jedli jeden z operatoréw podobnych P, @ jest rzutem, to drugi tez. Scislej, gdy
P e L(V) jest rzutem przestrzeni V na Vy wzdtuz Vi, a S : V — W jest izomorfizmem
takim, ze Q = SPS™!, to @ jest rzutem przestrzeni W na S(Vy) wzdtuz S(V).

b) Jedli jeden z unitarnie podobnych operatorow P, () dziatajacych w przestrzeniach
z iloczynem skalarnym jest rzutem ortogonalnym, to drugi tez.

¢) Sformutowaé i udowodni¢ analogiczne stwierdzenia dla symetrii wzgledem podprze-
strzenl.

Tak wiec o wtasnosciach jednego z dwoch operatorow podobnych wiele mozna powie-
dzie¢, gdy znamy wtasnosci drugiego, i tak samo jest z macierzy. Niestety, pytanie, czy
zadane dwie macierze (réownowaznie: dwa operatory) sa podobne jest na ogot trudne.
Dla F = C, R, odpowiedZ na nie umozliwia dopiero wyniki z §4.

Zadania uzupeiajace. Udowodnié, ze

1. Gdy przestrzen My (C) wyposazy¢ w norme wyznaczona przez iloczyn skalarny
(X,Y) = tr(XY"), to ||A]] = ||B|| dla unitarnie podobnych macierzy A, B € M,,(C).

2. Rzuty liniowe P, @ € L(V') sa podobne wtedy i tylko wtedy, gdy rk(P) = rk(Q).
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3. Podobieristwo a zapis operatora w bazie.

Jednym z powodéw znaczenia podobienstwa macierzy jest to, ze pojawia sie ono, gdy
badamy macierze operatora w réznych bazach.

Stwierdzenie 1. Niech A bedzie macierzq operatora L € L(V') w bazie V przestrzeni V.
Wowczas dla macierzy kwadratowe) B rownowazne sq warunki:

a) B jest macierzq operatora L w pewnej bazie przestrzeni V. ;

b) macierz B jest podobna do A.

Dowod. By dowiesé implikacji b) = a) oznaczmy przez S macierz nieosobliwa, dla ktorej
S7[L],S = B. Baza W przestrzeni V, dla ktorej [I]}Y = S, spelnia zarazem warunek
[L],, = B. (Korzystamy z wynikow §II1.2.2: wniosku 1 i twierdzenia 1.) Podobnie
dowodzimy implikacji a)=-b). B

Uwaga 1. Niech A = [L]y bedzie macierza operatora L € L(V) w bazie V prze-
strzeni V. Z definicji, Ly = SLS™!, gdzie S : V — F* jest mapa wyznaczona przez V.
W szczegolnosci, operator L jest podobny do operatora La : F¥ — F* o macierzy A.
(Podobienstwo jest unitarne dla unitarnych przestrzeni V' i ortonormalnych baz V.) OJ

Whniosek 1. Niech V bedzie bazg przestrzeni V., zas W bazq przestrzeni W. Dane
operatory K € L(V) i L € L(W) wtedy i tylko wtedy sq podobne, gdy podobne sq ich
macierze A = [K],, i B:=[L]),.

Dowod. Mozemy zaktadac, ze V' 1 W sa wspolnego wymiaru k. (Inaczej ani operatory,

ani macierze nie sg podobne.) Z uwagi i przechodniosci podobieristwa wynika, ze opera-
tory K 1 L wtedy i tylko wtedy sa podobne, gdy LS = SLg dla pewnego izomorfizmu
S € L(F*). Pozostaje wiec wykorzystaé to, ze istnienie S jest réwnowazne istnieniu
nieosobliwej macierzy T € M, takiej, ze AT = TB. H

Uwaga 2. Wniosek ten i stwierdzenie 1 pozostaja prawdziwe, z dowodami, gdy zastapic¢
w nich stowa ,baza” przez ,baza ortonormalna”, a ,podobienstwo” przez ,podobienistwo
unitarne”.

Sformutujmy tez wersje stwierdzenia 1 dla V = W = F* oraz jej konsekwencje:

Whiosek 2. Dia macierzy A, B € F* réuwnowazne sq warunki:
a) B jest macierzq operatora La w bazie V = (vy, ..., Vi) preestrzeni F¥;
b) B =S™1AS dla macierzy S, ktérej kolejnymi kolumnami sq vi, ..., V.

Dow6d. Oznaczmy przez £ = (ey,...,e;) standardows baze przestrzeni FF. Mamy
(Laly = (1]7) " [LalelI]f oraz [I]y =S, [Lale = A. O

Uwaga 3. Znalezienie macierzy danej postaci, podobnej do macierzy A, jest wiec

rownowazne znalezieniu bazy przestrzeni F¥, w ktorej macierz operatora La jest tej
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postaci. Ponadto, gdy F € {C,R} i chcemy by podobienistwo byto unitarne, nalezy
zadaé, by baza byta ortonormalna. Ten punkt widzenia okaze sie bardzo uzyteczny.

Przyktad 1. Niech macierz B powstaje z macierzy A € M, przez zamiane pierwszych
dwoch kolumn A, a nastepnie pierwszych dwoch wierszy otrzymanej macierzy. Latwo
widzie¢, ze B jest macierza operatora La w bazie (eo, e, ...,e). Stad macierze A i B
sa podobne. Roéwnie dobrze mozemy zamieni¢ inne dwie kolumny i odpowiadajace im
dwa wiersze. Ogolniej, jest tak, gdy B powstaje przez poddanie tej samej permutacji
kolumn macierzy A, a nastepnie wierszy otrzymanej macierzy. (Wynika to z podanego
rozumowania; mozna tez przedstawi¢ permutacje w postaci iloczynu transpozycji). Gdy
ponadto F € {R, C}, podobieristwo jest unitarne.

Tak wiec podobne sa dwie macierze takie, ze wzdluz przekatnej pierwszej stoja pewne
kwadratowe klatki, wzdtuz przekatnej drugiej — te same klatki, ale w innej kolejnosci,
za$ w obu poza klatkami sg zera. (Gdy F € {R, C}, podobienistwo jest unitarne.) [J

Przyktad 2. Biorac macierz operatora Ly w bazie (ey,ex_1, ..., e1) stwierdzamy, ze ma-
cierz A jest podobna do macierzy B otrzymanej z A przez ,odbicie wzgledem $rodka”
(tzn. bi; = ag—j+14-i+1). Ponadto, dla F € {R,C} podobieristwo jest unitarne. W
szczegolnodcei, kazda macierz gornie trojkatna jest podobna do pewnej macierzy dolnie
trojkatnej (i to unitarnie, gdy F € {R,C}).

Zadanie uzupelniajgce 1. Niech E;; oznacza k x k—macierz, ktorej ij—ty wyraz jest rowny
1, a pozostate 0. Dowies¢, ze:

a) Macierze E;; i E;; sa podobne.

b) Dla i # j i A # 0, macierz E;; jest podobna do AE;;.

c) Gdy #F > 21 f : Mg(F) — F jest funkcja liniowa, przyjmujaca na kazdych dwoch
macierzach podobnych te sama wartosé, to f(A) = f(Ep)tr(A) dla A € M.

4. Wlasnosci operatoréw wyznaczone przez niezmienniki podobienistwa macierzy. Wie-
lomian charakterystyczny.

Niech V' bedzie przestrzenia wektorowa nad F wymiaru k, a f funkcja okreslona na
M (F), ktorej przeciwdziedzing oznaczmy przez Y. Zapytajmy: czy z f mozna zwig-
za¢ pewna funkcje f : L(V) — Y, w sposob niezalezny od przypadkowych wyboréw
(np. wyboru bazy w V))? Okazuje sie, ze mozna, gdy funkcja f jest niezmiennicza
wzgledem podobienstwa macierzy, tzn. gdy:

f(A) = f(B) dla kazdych dwoch podobnych macierzy A, B € M (F) (1)

Dla operatora L € L(V) przyjmiemy bowiem f(L) := f([L],), gdzie V jest baza prze-
strzeni V. Wynik nie zalezy od V, bo gdy V i W sa bazami, to macierze [L],, i [L],, sa
podobne (wniosek 1 w p.3).



§1.4. VI-6

~ ~

Zadanie 1. Zachodzi f(K) = f(L) dla podobnych operatorow K € L(V), L € L(W).

Funkcje f~na og6l nadal bedziemy oznaczac¢ przez f.

Wtasnos¢é macierzy mozemy traktowac jako funkcje w zbiér dwu—elementowy: macie-
rzy przyporzadkowujemy wartosé¢ T' gdy ma te wtasnosé, a N gdy nie ma. Wtasnosci,
bedacej niezmiennikiem podobienistwa macierzy, odpowiada funkcja spetniajaca warunek
(1); wyznacza wiec ona pewng wlasnosé operatorow.

Przyklad 1. a) Rozpatrzmy wlasnosé Al = 0. Jest ona niezmiennikiem podobienstwa,
wobec czego
wlasnosé operatora L € L(V):  ([L],)* = 0, gdzie V jest baza w V/,

nie zalezy od wyboru bazy V. Latwo zauwazy¢, ze L ma te wlasnos¢ wtedy i tyko wtedy,
ady LY = 0.

b) Funkcja A +— rk(A) spelnia warunek (1) (patrz zadanie 1c) w p.2), wiec wzor

L — rk([L],), gdzie V jest baza V, zas L € L(V),

okresla pewna funkcje L(V) — Zso. 7Z twierdzenia 1 w §II1.5.3 wynika, Ze jest ona
identyczna z funkcjg rzedu operatora, zdefiniowana w §II1.4.1 wzorem L — dim(L(V)).

¢) Funkcja A — trA w ten sam sposob wyznacza funkcje §ladu endomorfizmu
liniowego, oznaczang nadal przez tr.

Gdy rozpatrujemy funkcje operatora, wyznaczona przez funkcje macierzy niezmienni-
cza wzgledem podobienistwa, to pozytecznie jest wyrazié¢ ja w sposob nie wykorzystujacy
macierzy rozwazanego operatora. W powyzszych przyktadach a) i b) bylo to nietrudne
(whasnosci L1 = 0 i dim L(V) = n nie zaleza juz od macierzy operatora L w jakiej-
kolwiek bazie). Nie jest tak zawsze. Niekiedy funkcje czy wtasnosé operatora umiemy
definiowa¢ tylko przy pomocy macierzy tych operatorow; niekiedy za$ podanie ,bezma-
cierzowej” interpretacji wymaga sporej pomystowosci. Np. funkcji wyznacznika macierzy
odpowiada funkcja wyznacznika endomorfizmu liniowego, ktorej interpretacje — wigzaca
ja z objetoscia — umielismy podac tylko przy F = R (patrz §V.4.3); dla funkcji ladu zas
interpretacji takiej jeszcze nie znamy.

Korzystajac z opisanego przed zadaniem 1 schematu przyporzadkujemy teraz macie-
rzom kwadratowym i endomorfizmom liniowym pewne wielomiany:.

Definicja. Niech A € My(F). ,Pelne rozwiniecie wyznacznika” det(A — zI) daje wie-
lomian zmiennej x stopnia k. Wielomian ten bedziemy oznacza¢ przez x4 1 nazywac
wielomianem charakterystycznym macierzy A.

Zadanie 2. Gdy macierz A jest trojkatna (goérnie lub dolnie), to xa = [];(ai — ).
Ogolniej, gdy wzdhuz przekatnej macierzy A ustawione sa klatki Ay, ..., A, a nad nimi
(lub gdy nimi) sa same zera, to xa jest iloczynem wielomianéw ya,.

Twierdzenie 1. Macierze podobne majq ten sam wielomian charakterystyczny.
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Dow6d. Gdy B = S™1AS, to (oznaczamy nizej det(X) przez |X]|):
Xg = [STIAS — 21| = [STH(A — 2I)S| = [STH[|A — 2T|[S| = x4 (*)

(Wykorzystano dwukrotnie twierdzenie Cauchy’ego o wyznaczniku iloczynu macierzy.)
Moznaby uzna¢ dowod za zakoriczony, gdyby nie nastepujacy szkoput. Wtasnosci wy-
znacznikow, w tym twierdzenie Cauchy’ego, uzasadniono w semestrze I dla macierzy o
wyrazach w ciele, a macierz A — xI ma wyrazy bedace wielomianami. Mozna jednak
dowies¢, ze bez zmiany dziataii dodawania i mnozenia, F|x| zanurza sie jako podzbior
pewnego (nieskoriczonego, sita rzeczy) ciata K; wolno nam wiec twierdzenie Cauchyego
zastosowad, traktujac S, S71 i A — 21 jako macierze o wyrazach w K. (Patrz tez §1V.3.4.)
Wymagane twierdzenie o zanurzaniu udowodnione bedzie na wyktadzie Algebry. Odno-
tujmy, ze i bez niego jak w (*) uzyskujemy xa (A) = xg(A) dla wszystkich A € F — co w
przypadku najwazniejszych tu cial nieskoniczonych powoduje juz, ze xa = xB. (Patrz
wniosek 3 w §1.2.2.) OJ

Uwaga 1. Odwrocenie twierdzenia 1 nie jest prawdziwe: macierz o wierszach (0,1) i
(0,0) nie jest podobna do zerowej, a ma wspoélny z nig wielomian charakterystyczny.

Definicja. Wielomian charakterystyczny y; endomorfizmu L € L(V), gdzie
dim(V) < oo, definiujemy jako x5, gdzie A = [L]y 1 V jest bazg przestrzeni V. Jak juz
wyjasniono, ze stwierdzenia wynika poprawno$é tej definicji. Za$ z zadania 1, zastoso-
wanego przy f(A) = xa, wynika

Wnhniosek 1. Twierdzenie 1 pozostaje prawdziwe dla operatorow: gdy operatory K &
LV) i L e L(W) sq podobne, to X = X

Uwaga 2. Dla A € F ma miejsce rownos¢ xp(A) = det(L — AI). Istotnie, gdy V jest
bazg przestrzeni V', to det(L — AI) := det([L — Al]y) = det([L]y — AI) = xr(A).

Zadania uzupelniajace.

1. a) Dowies¢, ze §lad rzutu liniowego jest rowny rzedowi tego rzutu.
b) Wyznaczy¢ slad, wyznacznik i wielomian charakterystyczny symetrii liniowej wzgle-
dem podprzestrzeni U, wzdtuz W.
c)* W oparciu o a) dowies¢, ze gdy rzuty liniowe P, € L(V),i = 1,...,1, spelniaja
warunek » . P; = I, to suma ), Pj(V') jest prosta i P,P; =0 dla i # j.

2. Zbada¢ slad operatora V' 3 v — p(v)w € V, gdzie wektor w € V' i funkcjonal
w € V* s dane.

5. Pewne wlasnosci wielomianu charakterystycznego.

Twierdzenie 1. Dla macierzy A, B € M(F) zachodzi réwnoSé x ag = Xga-
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Dowod. Jest on pouczajacy, bo korzysta z mozliwosci powiekszenia ciata F. Wyr6znimy
3 przypadki.

i) det(A) # 0. Wtedy macierze BA i AB sg podobne, bo BA = A71(AB)A.
Pozostaje wiec skorzysta¢ z twierdzenia 1 w p.4.

ii) IF jest cialem nieskoricznym. Przyjmijmy A; = A +¢I (¢t € F) i oznaczmy przez

¢i(t) 1 przez d;(t) wspotezynniki wielomianéw charakterystycznych macierzy A;B oraz
BA,;, odpowiednio:

XA,B = Z ci(t)x'  oraz XBA, = Z d;(t)z".
Jest jasne, ze ¢;, d; oraz p = det(A + tI) sa wielomianami zmiennej ¢, przy czym
deg(p) > 0. Stad p(t) # 0 dla nieskonczenie wielu ¢ € F; dla tych ¢ macierz A; jest
nieosobliwa i x5, = Xpa,, Na podstawie i). Tak wiec ¢;(t) = d;(t) dla nieskoriczenie
wielu ¢, a tym samym dla wszystkich ¢ € F. (Dwukrotnie skorzystalismy z wniosku 3 w
§1.2.2.) Przy t = 0 otrzymujemy teze.

iii) W przypadku ogdlnym oznaczamy przez K rozszerzenie ciata F, bedace ciatem
nieskoriczonym. (Patrz dowod twierdzenia w p.4.) Traktujac A i B jako elementy
M. (K) znajdujemy sie w przypadku ii), rozstrzygnietym wyzej. O

Cwiczenie. Poda¢ przyklad takich macierzy A, B € My, ze AB i BA nie sa podobne.
Zadanie 1. Dla A € M (FF) oznaczmy przez ¢;(A) wspotczynniki wielomianu x ,:

k
va=Y (A (+)
i=0

a) ¢i(A) = ¢;(B) gdy A i B sa podobne. (¢; sa wiec niezmiennikami podobienstwa).

b) co(A) = det(A), ci(A) = (=1)F i cp_1(A) = (=1)*r(A).

c) Ogolniej, cs(A) = (—1)° > 4p_y det(Ap) dla s =0,...,k — 1, gdzie Ap oznacza
podmacierz wyznaczona przez wiersze i kolumny o numerach ze zbioru P C {1, ..., k}.

d) Gdy x, ma, uwzgledniajac krotnosci, k pierwiastkow Aj, ..., A\ € F, to >, \; =
tr(A), J[; \i = det(A) oraz, ogdlniej,

I = D det(Ap).

#P=sieP #P=s

Dalszym wtasnosciom wielomianu charakterystycznego poswiecone sa zad. uz. 1 w
§2.4 1 ponizsze.

Zadania uzupetniajace. (Patrz tez zadanie uzupetiajace 1 w §2.4.)

1. Niech operator L : M — M bedzie zadany wzorem L(X) = AX, gdzie macierz
A € M, jest ustalona. Znalez¢ zaleznos¢ miedzy xr 1 xa-
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2. a) Wyrazi¢ wielomian ya-1 przez wspotezynniki wielomianu ya, gdy det(A) # 0.
b) Dowiesé, ze gdy macierz A~1 jest podobna do A lub do A, to det(A) = 41 i
wspotezynniki ¢;(A) z (*) speliaja zaleznosci cx—;i(A) = ec;(A) dla i = 0, ..., k, gdzie
e = (—1)*det(A) = £1. Ponadto, kazdy skalar A ma wtedy te sama, co 1/), krotnosé
jako pierwiastek wielomianu x4 .
¢) Uzyskaé¢ podobna zaleznosé, gdy A jest macierza unitarng. Gdy A jest ponadto
stopnia 2 lub 3 i ma dodatni wyznacznik, wyrazi¢ xa przez tr(A).

3. Niech L € L(V), gdzie V jest przestrzenig zespolona wymiaru k. Oznaczmy przez
Vk te sama przestrzen, ale z ciatem skalaréw ograniczonym do R, zas przez Lg € L(VR)
— operator, wyznaczony przez L. Jaki jest zwiazek miedzy xr a xr,? (Wskazowka: zad.
uz. 3b) w§V.4.4.)
4. Niech K € L(V,W), Le (W, V)i S € L(V), gdzie dim(V) =k 1 dim(W) = L.
a) Przy S € L(V x W) okreslonym jako S = S x Oy, wyrazic Xg Przez Xs.
b) Udowodni¢, ze (—z)* - xxr = (—2)" - X1k
c¢) Udowodni¢ tozsamo$é Sylvestera: det(Iyy + KL) = det(Iy + LK).

5. Niech A € My(C) i xa(N\) = 0. Dowies¢, ze (por. zad. uz. 3 w §11.5.2.):
a) A lezy w jednym z tzw. kot Greshgorina |\ — a;| < 37, [ai].
b) [Al < R :=max; ) |a;;|, wobec czego | det(A)[ < RF.

6. * Podobienistwo macierzy rzeczywistych: ,nad C versus nad R”.

Dla kwadratowych macierzy zespolonych A, B mozna moéwic¢ o ich podobienstwie nad R
(gdy istnieje nicosobliwa macierz rzeczywista S, dla ktorej STLAS = B) lub nad C (gdy
istnieje zespolona taka macierz).

Twierdzenie 1. Jesli rzeczywiste macierze A, B sq podobne nad C, to sq podobne nad R.!

Dowod. Niech S = P +iQ, gdzie P,Q € My(R), bedzie macierza nieosobliwa dla
ktore] SA = BS. Wtedy PA = BP i QB = BQ, skad (P + tQ)A = B(P + {Q) dla
wszystkich ¢ € R. Zauwazmy, ze wielomian det(P + xQ) € Clz] nie jest zerowy, bo w

punkcie 7 jego wartos$¢ jest rozna od 0. Ma on wiec tylko skoriczenie wiele pierwiastkow
i istnieje liczba t € R nie bedaca pierwiastkiem. Macierz T := P + tQ jest nicosobliwa
i spetnia réwnosé¢ TA = BT.

7. ** Podobienstwo a automorfizmy algebry operatoréow (problem i zadanie).

Problem 1. Dowies¢, ze kazdy automorfizm algebry £(V) (dimV < oo) wynika ze
zmiany bazy. Czyli: gdy bijekcja W : L(V') — L(V) jest taka, ze W(L1Ly) = W(L1)W(Ly)

1Jest to (wazny) przypadek szczegolny twierdzenia, dotyczacego dowolnego ciala i jego podciata.
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i U(cLy + Ly) = ¢W(Ly) + W(Ly) dla Ly, Ly € L(V)ic €T, to ¥(L) = STILS dla
pewnego izomorfizmu S : V' — V i wszystkich L € L(V).

Czytelnik zainteresowany tym problemem moze uwzgledni¢ ponizsze zadanie jako
wskazowke.

Zadanie uzupehiajace 1. Gdy W : £(F¥) — L(F*) jest automorfizmem, to:
a) Dla L € L(F*) mamy dim(im(¥ (L)) = dim(im(L)). (Wskazowka: dim(ker(L)) =
, P, € L(F*)\ {0} takie, ze LP, =01 P;P; =0 dla

max{s : istnieja rzuty liniowe Py, ...

i j=1,..80%j})
b) Dla 4,5 = 1, ..., k istnieja wektory kolumnowe v;;, w;; € F* takie, ze [(V(Lg,)] =
t

v wij, gdzie E;; € My to macierz o (i, j)-tym wyrazie rtéwnym 1, a pozostatych 0.

§ 2. Macierze i operatory diagonalizowalne.

1. Jednoktladnosci i podprzestrzenie wlasne.

Definicja. Jednokladnoscia (lub: homotetia) przestrzeni liniowej V', o skali A, na-
zywamy przeksztatcenie Iy (czyli zadane wzorem v — Av dla v € V).

Jednoktadnosci sa szczegolnie prostymi przeksztatceniami liniowymi. Ztozenie dwoch
jednoktadnosci znow jest jednoktadnoscia, o skali bedacej ilocznem skal wyjsciowych
jednoktadnosci. W szczegolnosci, dwie jednoktadnosci sg przemienne.

Definicja. a) Przestrzen wlasna operatora L € L(V), odpowiadajaca wartosci A,
okreslona jest tak:

ViA) :={v eV :L(v)=Av} =ker(L— ). (2)

b) Gdy v # 01 L(v) = Av, to méwimy, ze v jest wektorem wtasnym, a \ warto-
$cig wlasng operatora L, i ze odpowiadaja one kazde drugiemu.

Uwaga 1. Przestrzen wtasna Vi (M) sktada sie wiec z zera i wektoréw wtasnych, odpo-
wiadajacych wartosci . Na przestrzeni tej, i na kazdej jej podprzestrzeni, operator L
dziata jako homotetia (jednoktadnosé) o skali A.

Stwierdzenie 1. Dia skalara X\ i operatora L € L(V), dimV < oo, réwnowazne sq
warunki: a) X jest warto$cig wtasng operatora L, b) det(L — X)) =0, tzn. xp(A) =0,
c¢) operator L — A\l jest nieodwracalny.

Dowdd. Kazdy z tych warunkow jest rownowazny temu, by ker(L — AI) # {0}. B

Definicja. a) Zbior skalarow A, spetiajacych te rownowazne warunki, nazywamy spek-
trum lub widmem operatora L i oznaczamy spec(L). Widmo jest wiec skoriczonym
zbiorem skalarow, ztozonym ze wszystkich pierwiatkow wielomianu 7.
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b) Gdy L = La dla pewnej k X k—macierzy A, to wektory wlasne operatora La
nazywamy wektorami wlasnymi macierzy A, i podobnie czynimy z warto$ciami
wlasnymi, przestrzeniami wtasnymi i spektrum. Te ostatnie oznaczamy przez Va(A) i
spec(A), odpowiednio. Tak wiec

VaM) ={veF':Av=2Av} i spec(A) ={A€F:xa()) =0} (3)

Oczywiscie, stwierdzenie 1 pozostaje stuszne dla macierzy kwadratowej A w miejsce
operatora L. (Wystarcza je zastosowaé do operatora La.)

Przyktad 1. By znalez¢ przestrzen wtasng Va (\) macierzy A nalezy wiec rozwiazac jed-
norodny uktad rownan (A — AI)x = 0. Dla przyktadu, gdy F = R i A jest macierza
o wierszach ..... , to xa = ..., spec(A) = .... i A ma dwie podprzestrzenie wlasne:

Va() = R() 1 Va() = R().

Przykiad 2. Gdy A = diag(A1,..., M), to Va(\) = {(z)%, € F* : 2y = 0 gdy \; #
A}, Wymiar przestrzeni Va(A) jest wiec w przypadku macierzy diagonalnej A rowny
krotnosci A jako pierwiastka wielomianu xa .

Uwaga 2. Widmo macierzy zalezy od rozpatrywanego ciata skalarow F. Np., dla
macierzy o wierszach (0,1) i (1,0) jest ono puste przy F = R, lecz rowne {—i,i} przy
[F = C. Dlatego cialo F niekiedy zaznaczamy, piszac specy(A) w miejsce spec(A).

Stwierdzenie 2. Uktad skoriczenie wielu wektorow wtasnych operatora L, odpowiada-
jacych jego roznym wartosciom wtasnym, jest lintowo niezalezny.

Dowdd. Niech wektorami tymi beda vy, ... v, i niech odpowiadaja one réoznym warto-
sciom A1, ..., As € F. Wykorzystamy indukcje wzgledem liczby s. Dla s = 1 teza wynika
stad, ze wektory wlasne sa rozne od 0. Niech wiec s > 11 przypusémy, ze > ;_; ¢;v; = 0.
Dzialajac na obie strony operatorem L otrzymujemy zaleznosé > . Aic;v; = 0. Odejmu-
jac od niej poprzednia, pomnozong przez Mg, otrzymujemy Zf;ll ci(Ai — As)vi = 0.
Poniewaz skalary \; — A4 sa niezerowe, wiec z zatozenia indukcyjnego wynika, ze ¢; = 0
dlai < s, skad tez ¢, =0 (bo >, ¢;v; =0). O

Whniosek 1. Suma algebraiczna Z/\ESPGC(L) VL(X) wszystkich podprzestrzeni wtasnych
operatora L € L(V) jest prosta. W szczegdlnosci, suma wymiardw tych podprzestrzeni
nie przekracza wymiaru przestrzeni V.

Dowod. Wynika to ze stwierdzenia 2 i definicji, a konicowa czeéé stad, ze wymiar sumy
prostej jest suma wymiaréow sktadnikow.

Zadanie 1. Gdy A = diag(Ai, As), to VA(A) = Va,(A) X Va,(N). Ogodlniej: gdy
A = diag(A1,...,A,), to Va(A) =[], Va,()) dla A € F.
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Zadanie 2. a) Gdy operatory K € L(V), L € L(W) sa podobne i A € F, to
dim(Vx () = dim(Vz(A)). Wiecej, wtedy S(Vk(A)) = Vi(\) dla kazdego izomorfi-
zmu S : V — W takiego, ze L = SKS™ 1.

b) Gdy A jest macierza operatora K € L(V) w pewnej bazie V przestrzeni V', to
spec(K) = spec(A) oraz dim(Vx(N)) = dim(Va(N)) dla A € spec(K).

Zadanie 3. Jesli baza przestrzeni V jest ztozona z wektorow wtasnych operatora L €
L(V), to te z wektorow bazowych, ktore odpowiadaja danej wartosci wtasnej A, tworza
baze przestrzeni V().

Zadanie uzupetniajace 1. Niech V := C*°(R).

a) Dowies¢, ze funkcja exp(At) jest wektorem wiasnym operatora rozniczkowania
V > f+ Df €V, zaé funkcja sin(\t) jest wektorem wlasnym operatora f — D?f.

b) Wywnioskowaé, ze funkcje sin(Ait), ..., sin(A,t) sa liniowo niezalezne gdy |\;| #
|Aj| # 0 dla ¢ # j, a funkcje exp(Mit), ...,exp(Ant) — gdy A # Aj dlai # j.

2. Macierze i endomorfizmy diagonalizowalne.

Definicja. a) Operator L € L(V) jest diagonalizowalny, jesli dla pewnej bazy V
przestrzeni V| macierz [L]y jest diagonalna. O bazie V powiemy, ze diagonalizuje
operator L.

b) Macierz A € My (F) jest diagonalizowalna, gdy taki jest operator Ly € L(FF).

Uwaga 1. Macierz diagonalizowalna jest podobna do diagonalnej, i odwrotnie. Co
wiecej, jesli baza (v;)¥_, przestrzeni F* diagonalizuje operator La, a S jest macierzg
o kolumnach vy, ..., vj, to STLAS jest macierza diagonalng. (Patrz wniosek 2 w §1.3.)
Zmalezienie takiej bazy, czy —-robwnowaznie— macierzy S, nazywamy zagadnieniem dia-
gonalizacji macierzy A przez podobienstwo.

Twierdzenie 1. Nastepujgce warunki sq réwnowazne dla operatora L € L(V):

a) operator ten jest diagonalizowalny;

b) istnieje baza przestrzeni V', ztozona z wektoréw wtasnych operatora L;

c¢) suma wymiaréw podprzestrzeni wtasnych operatora L jest niemniejsza od wymiaruy
przestrzeni V., tzn. 3 ) coeery Aim(V(A)) = dim(V);

d)V jest sumq prostq podprzestrzeni wtasnych operatora L, tzn. V = @ eqpee(r) Vi ().

Dowod. Rownowaznosé a) < b) wynika z definicji bazy diagonalizujace;.

b) = ¢). Gdy A jest (nieuporzadkowang) baza, o ktorej mowa w b), to rozpada sie ona
na sume roztacznych zbiorow Ay = {a € A : L(a) = Aa}, gdzie \ przebiega wszystkie
wartosci wlasne. Kazdy zbior A) jest liniowo niezalezny (jako podzbior takiego) i zawarty
w VA(L), skad >, dim(VL (X)) > >, #A4A\ = #A = dim(V).
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¢) = d). Niech W := ", Vz(\). Na podstawie wniosku 1, suma ta jest prosta. Wraz
z ¢) daje to dim(W) = >, dim(Vz(A)) > dim(V), tzn. V =W = @,\VL(N).

d)=b). Dla kazdej wartosci wlasnej A obierzmy baze B) odpowiadajacej jej pod-
przestrzeni wlasnej Vi (). Gdy zachodzi d), to |J, B) jest szukana baza przestrzeni V.
(Patrz uwaga 1 w §I1I. 6.2.)

Wnhniosek 1. Operator L € L(V'), majqcy tyle réznych wartosci wtasnych, ile wynosi
dim V', jest diagonalizowalny.

Dowo6d. Poniewaz wymiar kazdej podprzestrzeni wlasnej jest > 1, wiec spetniony jest

warunek c) twierdzenia. [

Uwaga 2. Dowodd twierdzenia 2 podsuwa sposob znajdywania bazy diagonalizujace]
dany operator L, czy diagonalizacji macierzy przez podobienistwo (gdy sa one mozliwe).
Sprowadza sie on do wykonania nastepujacych krokow:

1) Znalezienie wszystkich pierwiastkow wielomianu charakterystycznego x; (czyli
wszystkich elementow widma spec(L)).

Cho¢ nawet dla F € {R, C} pierwiastki te umiemy na ogot wyznaczy¢ tylko z pewnym
przyblizeniem, to tu zaktadamy dla uproszczenia, ze znamy doktadne wartosci wszystkich
pierwiastkow.

2) Dla kazdego A € spec(L), znalezienie bazy B, przestrzeni V()

3) Gdy warunek c¢) twierdzenia nie jest spelniony, to operator nie jest diagonalizo-
walny. W przeciwnym razie jest, a U/\gspec(L) B, jest diagonalizujaca go baza.

Podobnie, gdy diagonalizujemy macierz A € My, to tworzymy bazy B) podprze-
strzeni whasnych Va (). Jesli liczebnosé zbioru B = [J{B) : A € spec(A)} jest mniejsza,
od k, to macierz nie jest diagonalizowalna. W przeciwnym razie jest, a macierz S, ktorej
kolumnami sa wektory zbioru B, ma te wlasnos$é, ze S'AS jest macierza diagonalna.
lloczynu S™'AS nie musimy wylicza¢: na i-tym miejscu jego przekatnej stoi wartosé
wtasna, odpowiadajgca i—tej kolumnie macierzy S, patrz uwaga 1. []

Uwaga 3. Czy jednak diagonalizacja jest mozliwa, dowiadujemy sie wyzej dopiero po
(na ogot niewykonalnym) wyznaczeniu widma. W nastepnym paragrafie poznamy ogolne
twierdzenia, ktére bez znajomosci widma umozliwig rozpoznanie diagonalizowalno$ci
niektorych macierzy i operatorow (ale tylko dla F € {R,C}).

Uwaga 4. Z przyktadu 2 w p. 1 i zadania 2b) tamze, wynika rownowaznos¢ warunku
¢) twierdzenia z nastepujacym, tatwiejszym do sprawdzenia:

c¢)’ xr rozktada sie nad cialem skalaréw na czynniki liniowe i wymiar kazdej podprze-
strzeni wlasnej V(M) jest rowny krotnosci A jako pierwiastka wielomianu yi.

Uwaga 5. Gdy macierz diagonalna D jest podobna do danej macierzy A, lub jest
macierza danego operatora L w pewnej bazie, to na jej przekatnej wystepuja pierwiastki
wielomianu x, (odp. wielomianu xp) , kazdy powtarzany zgodnie ze swa krotnoscia.
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(Patrz w §1.4 zadanie 2 i twierdzenie 1.) Tak wiec A czy L wyznaczaja D jednoznacz-
nie, z doktadnoscig do kolejnosci wyrazow przekatnej. Istnieje jednak wiele macierzy
ustalajacych podobieristwo A do D, i wiele baz diagonalizujacych operator L. []

Podajmy przyktady ilustrujace powyzsze wyniki.

1 23
Przyktad 1. Niech A = | 0 4 5 |. Woweczas spec(A) = {1,4,6}, skad macierz A
006

jest na mocy wniosku 1 podobna do macierzy diagonalnej, ktorej przekatna ztozona jest z
wszystkich elementéw spec(A), np., do macierzy D = diag(1,4,6). Rownosci STIAS =
D czyni zados¢ macierz S, ktorej kolumnami sa wektory wtasne odpowiadajace, kolejno,
wartogciom wiasnym 1,4,6. (Cwiczenie: wyznaczyé je.) O

Przvktad 2. Niech A € M} bedzie macierza o wszystkich wyrazach réwnych 1. Jej
wartosci wlasne mozna znalezé nie wyliczajac wielomianu charakterystycznego. Mamy
bowiem Av = A&v & v+ ...+ v = My, dla i = 1,...,k, wiec jesli Av = v i
A#0,tovy = ... =g, codaje A = ki Va(k) = TF(1,...,1); baze zas przestrzeni
Va(0) tworzy uktad fundamentalny rownania vy + ... + v = 0, za ktory mozemy obraé
(-1,1,0,...,),(—1,0,1,0,...,0),...,(—=1,0,...,0,1). Stad dim Va(k) = 1,dim Va(0) =
k — 1. Warunek c) twierdzenia 1 jest wiec speliony, a dla macierzy S, ktorej kolejnymi
kolumnami sg wektory (1,...,1),(=1,1,0,...,0),...,(=1,0,...,0,1), zachodzi ST!AS =
diag(k,0,...,0). (Daje to tez xa = (—z)* 1(k — z); dlaczego?)

Zadania uzupetniajace.

1. a) Czy liniowe rzuty i symetrie sa diagonalizowalne?

b) Zbada¢ diagonalizowalnos¢ macierzy A € M, takiej, ze a;; =1l gdy i +j=k+1
i a;; = 0 w przeciwnym razie. Gdy macierz A jest diagonalizowalna znalez¢ macierz
nieosobliwg S, dla ktorej ST'AS jest macierza diagonalna.

2. Dla permutacji o zbioru {1, ..., k} oznaczmy przez A, € M;(C) macierz, ktorej j—ta
kolumna jest e,(jy (j = 1,..., k). Zbada¢, dla jakich o macierz A, jest diagonalizowalna
a) nad C, b) nad R.

Uwaga 6. * Niech operator L € L(V) bedzie diagonalizowalny. Wowczas V' =
@ V(N), na podstawie twierdzenia 1. (Sumowanie po A € spec(L).) Oznaczmy przez
P\ rzutowanie V' na Vi(X), wzdtuz @,V (1). Rodzina rzutéw Py (A € spec(L)) nazy-
wana jest rozkladem spektralnym operatora diagonalizowalnego L. Nazwa bierze sie
od rozkladow Iy =), P\ 1 L = >, APy; warto odnotowac, ze rownosci te wyznaczaja
rodzine rzutow Py jednoznacznie.

Zadanie uzupetniajgce 3. * Uzasadni¢ ostatnie dwie réwnosci i to, ze wraz z warunkami
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P} = P, wyznaczaja one rodzine Py. (Patrz tez zad. uz. 1c) w §1.4.)
Zadania ze zbioru Kostrykina: od 1 do 5, od 13 do 18 oraz 9, 20 i 21 w §I1.3.2.

3. Funkcje macierzy diagonalizowalnych.

Latwo wyznaczy¢ warto$¢ wielomianu p na macierzy diagonalnej diag(\q, ..., A\g): jest
nig macierz diag(p(A1), ..., p(Ax)). Podobnie wyznaczy¢ mozna p(A) gdy macierz A jest
diagonalizowalna i znamy macierz S taka, ze

A = Sdiag(\, ..., \p)S™? (4)
Wtedy bowiem, na podstawie zadania 5a) z §1.2

p(A) = Sdiag(p(\1), ..., p(Ai))S ™!

Poniewaz {1, ..., A\t } = spec(A), wiec dla py, py € Flz]| zachodzi:

gdy p1(>\) = p2(>\) dla kazdego A € SPGC(A)> to Pl(A) = p2(A)- (5)

Uwaga 1. Zalozenie diagonalizowalnosci jest istotne!

18
a 2 3
Cwiczenie. Gdy a, b, ¢ sa roznymi pierwiastkami stopnia 18 z 1,to | 0 b 4 =1
00 c
Niech teraz f : spec(A) — F bedzie dowolng funkcja. Istnieja wielomiany p € Flz]
takie, ze p(A) = f(\) dla wszystkich A ze (skorniczonego!) zbioru spec(A). Cho¢ istnieje

ich wiele, to warto$¢ p(A) jest dla nich wspolna, na mocy (5). Podsumujmy to:

Definicja i uwaga. Dla diagonalizowalnej macierzy A obierzmy przedstawienie (4) do-
wolnie 1 przyjmijmy

f(A) := Sdiag(f(\), ..., f(M\))S™! dla f : spec(A) — F. (6)

Lewa strona jest niezalezna od uzytego przedstawienia (4) i jest rowna p(A), dla kazdego
wielomianu p € F[z] takiego, ze p(\) = f(\) dla wszystkich A € spec(A). Z (6) wynika,
ze macierz f(A) jest diagonalizowalna. Nazywamy ja wartoscia (lub: ewaluacja)
funkcji f na diagonalizowalnej macierzy A.

Zadanie 1. Dla diagonalizowalnej macierzy A € My () i funkcji f, g : spec(A) — F,
a) (af +bg)(A) =af(A)+bg(A) dlaa,beF.
b) (fg)(A) = f(A)g(A), Sk@d (1/9)(A) = (9(A))~! gdy 0 & g(spec(A)).
¢) f(CAC™!) = Cf(A)C! dla kazdej macierzy nieosobliwej C € M, (TF).
d) spec(f(A)) = f(spec(A)).
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e) h(f(A)) = (ho f)(A) dla kazdej funkeji h : f(spec(A)) — F.

f) Macierz f(A) jest wielomianem macierzy A, tzn. jest rowna Y ;_, ¢;A’, dla pew-
nych ¢y, ...,cs € ', 1 wobec tego jest przemienna z kazda macierza, przemienng z A.

g) Gdy F = C i ciag funkcji f,, : spec(A) — C jest zbiezny do f, to f,(A) —
f(A), tzn. wyrazy macierzy f,(A) sa zbiezne do odpowiadajacych im wyrazéw macie-
rzy f(A).

h) Gdy F = Cimacierz A jest unitarnie podobna do diagonalnej, to (f(A))" = f(A).
W szczegolnosci, zachodzi wowezas A" = Yoo c;A' dla pewnych ¢y, ..., c, € C.

0 a
—a 0
i) w oparciu o (6), dokonujac diagonalizacji nad C, ii) znajdujac wartos¢ p(A) dla
wielomianu p takiego, ze p(\) = e* gdy A € spec(A), oraz iii) w oparciu o czesé g)
zadania 1 i rozwijajac exp w szereg.

Cwiczenie. Wyznaczy¢ e® dla macierzy rzeczywistej] A = , na 3 sposoby:

Zadanie uzupehiajace 1. Dla diagonalizowalnego operatora L € L(V') okreslmy f(L) €
L(V) obierajac w V' dowolna baze V i zadajac, by [f(L)]y = f([L]y). Dowies¢, ze:
a) wynik nie zalezy od wyboru bazy, a zadanie 1 pozostaje stuszne z L w miejsce A.
b) ma miejsce rownos¢ f(L) = > \cqpee(r) f(A)Pr, gdzie {Py : A € spec(L)} jest
rozktadem spektralnym operatora diagonalizowalnego L, patrz w p.2 uwaga 3 i zad. uz. 3.

§ 3. Upraszczanie macierzy operatora wyborem bazy ortonormalnej.

Umowa: O ile nie powiedziano inaczej, w tym paragrafie rozwazamy wyltacznie przestrzenie
z iloczynem skalarnym, skoriczonego wymiaru. Gdy nie jest ono istotne, okreslenie
ciala skalarow F € {R,C} pomijamy. Przestrzein F* rozpatrujemy ze standardowym
iloczynem skalarnym.

1. Diagonalizacja ortonormalna.

Definicja. a) Operator L € L£(V') nazywamy ortonormalnie diagonalizowalnym,
jesli w pewnej ortonormalnej bazie V jego macierz [L],, jest diagonalna.

b) Macierz A € My (F) nazywamy unitarnie diagonalizowalna nad F, jesli jest
ona unitarnie podobna (nad F) do macierzy diagonalnej. (Definicja i najprostsze wta-
snosci tego podobienstwa sa w §§1.1 — 1.3.)

Uwaga 1. a) Mapa S : V — F*, wyznaczona przez baze diagonalizujaca operator L,
zagwiadcza o jego podobienistwie do operatora F* — F* o macierzy diagonalnej. (Patrz
§1.3.) Mapa ta jest operatorem unitarnym gdy baza jest ortonormalna. Operator L €
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L(V) wtedy i tylko wtedy jest wiec ortonormalnie diagonalizowalny, gdy jest unitarnie
podobny do operatora Lp € L(F¥) z diagonalng macierza D.

b) Podobnie zauwazamy, ze gdy macierz A € My(F) jest unitarnie diagonalizo-

walna nad F, to operator Ly € L(F*) jest ortonormalnie diagonalizowalny, i vice versa.
Mozemy wiec niekiedy i w odniesieniu do macierzy moéwi¢ o ich diagonalizowalnosci
ortonormalnej (w miejsce unitarnej).
Uwaga 2. Jesli operator L jest ortonormalnie diagonalizowalny, to jego rézne podprze-
strzenie wlasne sa parami ortogonalne. Istotnie, dla ortonormalnej bazy V = (v;)¥,
takiej, ze macierz [L]y jest diagonalna, zachodzi V3 (\) = lin{v; : L(v;) = Av;}, wobec
czego V(A LV () gdy A # p. (Patrz zad. 3 w §2.1.)

Uwaga 3. Mozemy wiec w nastepujacy sposob badac, czy dany operator L € L(V') jest
ortonormalnie diagonalizowalny. Dla kazdego A € spec(L) tworzymy baze ortonormalna
B, przestrzeni wlasnej VL (\) (np. ortonormalizujac metoda Grama—Schmidta dowolng
baze tej podprzestrzeni). Z uwag powyzszej i 4 w §2.1 wynika, ze odpowiedz jest pozy-
tywna wtedy i tylko wtedy, gdy zbior J, By jest ortonormalna baza przestrzeni V'; przy
tym jesli nig jest, to porzadkujac ja w dowolny sposob uzyskujemy ortonormalng baze,
ktorej macierz operatora [L] jest diagonalna. [

Tak wiec procedura diagonalizacji ortonormalnej jest prosta, gdy znamy widmo. Za-
skakujace jest to, ze macierze ortonormalnie diagonalizowalne rozpozna¢ mozna bardzo
latwo, bez znajomosci widma. Celem naszym jest podanie tyczacych sie tego ogol-
nych twierdzen i ich konsekwencji, umozliwiajacych zrozumienie wtasnosci operatorow
na przestrzeniach R¥ i C¥. Najbardziej spektakularny jest wynik koncowy: kazdy taki
operator jest ztozeniem izometrii liniowej z operatorem ,rozciggajacym” lub  Sciagaja-
cym” przestrzen wzdluz wzajemnie ortogonalnych osi.

Wyjasnijmy tez geometryczne znaczenie ortonormalnej diagonalizowalnosci.

Definicja. Niech {V;}7_; bedzie rodzina podprzestrzeni przestrzeni unitarnej V' i niech
L; € L(V;) dla kazdego i. Operator L € L(V') nazywamy suma, ortogonalna opera-
torow L;, gdy V = ViD..DQVi i L(vi+ ... +vs) =Y . L(v;) dlavy € Vi, ..., v, € V.
Piszemy wtedy L = @, L;.

Uwaga 4. a) Operator ortonormalnie diagonalizowalny jest suma ortogonalng homotetii
dzialajacych na jednowymiarowych podprzestrzeniach (rozpinanych przez poszczegolne
wektory ortogonalnej bazy diagonalizujacej). Warto odnotowaé, ze skale tych homotetii
sg wartosciami wtasnymi dla L.

b) Przy F = C, podprzestrzeri wymiaru 1 wyobraza¢ sobie jednak trzeba nie jak
prosta, lecz podobnie jak ptaszczyzne Gaussa liczb zespolonych; zas jej homotetie w +—
Aw — jako ztozZenie obrotu w +— (A/|A|)w z homotetia o skali |A|. Gdy skala \ jest
rzeczywista, to mamy do czynienia z ,kurczeniem” lub ,rozcigganiem” podprzestrzeni,
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ztozonym by¢ moze z odbiciem wzgledem zera (tak przy F = C, jak i F = R). O

Zadanie uzupetiajace 1. Udowodnié¢, ze gdy kwadratowa macierz rzeczywista ma tylko

rzeczywiste wartosci wtasne, to z jej diagonalizowalno$ci nad C wynika diagonalizowal-
no$¢ nad R, i tak samo dla ortonormalnej diagonalizowalnosci.

Zadania ze zbioru Kostrykina: 6 w §I1.4.4 oraz 4,7 w §11.4.3.

2. Charakteryzacja ortonormalnej diagonalizowalnosci w przypadku zespolonym.

Kwadratowa macierz zespolona A nazywamy:

normalna, gdy A"A = AA",

samosprzezong lub hermitowska, gdy A" = A

antysamosprzezong lub antyhermitowska, gdy A" = —A.
Podobnie, operator L na zespolonej lub rzeczywistej przestrzeni unitarnej nazywamy
normalnym (odp. samosprzezonym wzgl. antysamosprzezonym), jesli L'"L = LL" (odp.
L" = L wzgl. L" = —L). Gdy F = R, to w miejsce ,,(anty)hermitowski” mowi sie tez
(anty)symetryczny.

Lemat 1. Niech V bedzie ortonormalng bazq przestrzeni unitarnej V. Dla operatora
L € L(V) réwnowazne sq warunki:

a) L jest operatorem normalnym (odp. samosprzezonym, antysamosprzezonym, uni-
tarnym)
b) [L],, jest macierzq normalng (odp. samosprzezona, antysamosprzezong, unitarng).

Dowod. Przyporzadkowanie operatorowi L jego macierzy A := [L]y w bazie V jest
bijekcja £(V) na My, (k = dim(V)), zachowujaca sprzezenie i mnozenie, skad L"L =
LL" & A"A = AA" Taksamo, L = +L" & A =+A"MiL'L = I & A"A = 1.0

Zadanie 1. Macierz diag(K;, K3) jest normalna (odp. samosprzezona, antysamosprze-
zona, unitarna) wtedy i tylko wtedy, gdy takie sa klatki Ky i Kos.

Uwaga 1. a) Gdy operator jest samosprzezony lub antysamosprzezony lub unitarny, to
jest normalny, i analogicznie dla macierzy.

b) Macierz diagonalna jest normalna, a gdy jest rzeczywista, to jest samosprzezona.

¢) Macierz, unitarnie podobna do normalnej, jest normalna (i tak samo dla macierzy
samosprzezonych czy antysamosprzezonych w miejsce normalnych).

d) Czesé ¢) pozostaje stuszna dla operatorow. H

Lemat 2. i-ty wiersz macierzy normalnej A € My(C) ma te samq norme, co jej i-ta
kolumna, dlav =1, ..., k.



VI-19 H. Toruriczyk, GAL II (wiosna 2012)

Dowod. Dla kazdego wektora v € C* zachodzi |Av|?* = (Av,Av) = (A"Av,v) i
podobnie ||Av||? = (AA"v, v), wobec czego [|Av]|| = ||[A"v|| na podstawie normalnogci
macierzy. Stosujac to przy v = e; stwierdzamy, ze i-te kolumny macierzy A i A" maja
te sama norme, a stad wynika teza. [

Dowiedziemy teraz zaskakujacej i waznej charakteryzacji:

Twierdzenie 1 (O.Toeplitza). a) Operator normalny, L, na zespolonej przestrzeni uni-
tarnej jest ortonormalnie diagonalizowalny.

b) (Wersja macierzowa:) Zespolona macierz normalna jest unitarnie (nad C) po-
dobna do macierzy diagonalne;.

c¢) Rowniez odwrotnie: ortonormalnie diagonalizowalny operator i ortonormalnie dia-
gonalizowalna macierz sg normalne.

Dowod. Poniewaz macierze diagonalne sa normalne, wiec ¢) wynika z lematu 1 (dla
operatorow) i czesci ¢) uwagi 1 (dla macierzy).

Pokazmy nastepnie, jak z b) wynika a). Niech C := [L]g, gdzie B jest dowolna baza
ortonormalng. Korzystajac z b) i lematu 1 stwierdzamy, ze C = S™!DS, gdzie S jest
macierza ortonormalna, a D — diagonalna. Baza V przestrzeni E taka, ze [I]; = S,
spetnia warunek [L]y = D i jest ortonormalna (patrz wniosek 3 w §V.3.1).

Tezy b) dowiedziemy indukecyjnie wzgledem stopnia k badanej macierzy A. Obierzmy
dowolny jej wektor wlasny v (taki istnieje, bo speccA # (0), unormujmy go i rozszerzmy
do ortonormalnej bazy V przestrzeni C*, w ktérej wystepuje jako ostatni. Niech B =
[Laly; macierz B jest unitarnie podobna do A (patrz §1.3) i normalna (patrz lemat 1).
Jej ostatnia kolumna i ostatni wiersz to (0, ...,0,bxx) 1 (bg1, ---, bxx), odpowiednio; a ze
sa one tej samej dtugosci (patrz lemat 2), to by; = 0dlai =1,...,k — 1. Tym samym
B = diag(B/’, by) dla pewnej klatki B' € Mj,_1(C), ktora jest normalna na podstawie
zadania 1. Stosujac zalozenie indukcyjne i zad. 2c) z §1.1, uzyskujemy teze. [J

Cwiczenie. Zdefiniujmy operator L € L(C*) wzorem L(v) = (vg,..., v, v1) dla v =
(v1,...,v;) € CF.
a) Dowiesé, ze jest on unitarny, a jego widmo to zbior pierwiastkow stopnia k z 1.
b) Znalezé baze diagonalizujaca ten operator i uzasadni¢ jej ortogonalnosé.

Wniosek 1. Niech L bedzie operatorem na zespolonej przestrzeni unitarnej.

a) Jesli operator L jest samosprzezony, to w pewnej bazie ortonormalnej jego macierz
jest diagonalna 1 rzeczywista.

b) Jesli operator L jest unitarny, to w pewnej bazie ortonormalnej jego macierz jest
diagonalna i na przekgtne) ma wylgcznie wyrazy o module 1;

c)Jesli operator L jest antysamosprzezony, to w pewnej bazie ortonormalnej jego
macierz jest diagonalna 1 na przekgtnej ma wytgcznie wyrazy czysto urojone.

Implikacje odwrotne tez sq prawdziwe dla operatorow normalnych.
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Dowod. Ad a) Gdy operator jest samosprzezony, to jest normalny, wiec jego macierz w
pewnej bazie ortonormalnej jest diagonalna. Na podstawie lematu 1 jest ona zarazem
samosprzezona, wobec czego wyrazy jej przekatnej sa rzeczywiste. Implikacja odwrotna
rowniez wynika z lematu 1, potaczonego z twierdzeniem Toeplitza.

Ad b) i ¢). Dowody sa analogiczne i wykorzystuja to, ze macierz diagonalna jest
unitarna (odp. antysamosprzezona) wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie wyrazy jej prze-
katnej maja modut 1 (odp. sa czysto urojone). B

Oczywiscie, wniosek 1 ma macierzowy odpowiednik:

Whniosek 2. a) Macierz samosprzezona jest unitarnie podobna do rzeczywistej macierzy
diagonalnej. (Tu i nizej, mowa o unitarnym podobieristwie nad C.)

b) Macierz unitarna jest unitarnie podobna do macierzy diagonalnej, ktdrej przekgtna
ma wytgcznie wyrazy o module 1;

c) Macierz antysamosprzezona jest unitarnie podobna do macierzy diagonalnej, ktorej
przekgtna ma wytgcznie wyrazy lezgce na osi urojone;.

Implikacje odwrotne tez sq prawdziwe dla macierzy normalnych. B

Na przekatnej macierzy diagonalnej wystepuja jednak wszystkie elementy jej widma,
i tylko one. Z definicji yr, i twierdzenia 1 w §1.4 wynika wiec taka wersja wnioskow 1 1 2:

Wnhiosek 3. a) Gdy macierz zespolona jest samosprzezona, to jej widmo lezy w R, gdy
jest unitarna — to lezy ono w okregu |z| = 1, a gdy antysamosprzezona, to lezy w iR.
b) Dla zespolonych macierzy normalnych prawdziwe sq tez implikacje odwrotne.
c¢) Analogicznie jest dla operatordw na zespolonej przestrzeni unitarnej. O

Zadania. (Formutuje je dla macierzy; podobnie mozna dla operatorow).

2. a) Suma A + B i iloczyn AB macierzy normalnych jest taks macierza, jesli AB" =
B"A. (W przypadku sumy wystarcza tez, by AB" = A"B.)

b) Z a) wynika normalnos¢ macierzy p(A), dla wielomianu p € C[z] i macierzy
normalnej A.

3. a) Kazda macierz kwadratowa jest suma macierzy samosprzezonej i macierzy anty-
samosprzezonej — a wiec suma dwoch macierzy normalnych, patrz uwaga 1.

b) Macierz A wtedy i tylko wtedy jest samosprzezona, gdy A jest antysamosprze-
zona.

4. Gdy macierz A jest normalna (odp. samosprzezona czy antysamosprzezona), to
A" A, A? tez; tak samo A~! (jedli istnieje).

Zadania uzupetniajace. Nizej, L jest endomorfizmem zespolonej przestrzeni unitarne;j.
(Wskazowka: w zadaniach 15 zalozy¢ wpierw, ze V' = C¥ i macierz [L] jest diagonalna.)
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1. Dowiesé, ze gdy v jest wektorem wtasnym operatora normalnego L, odpowiadajacego
wartodci A, to jest tez wektorem wlasnym dla L”, odpowiadajacym wartosci .

2. Dla operatora L dowie$é¢ réwnowaznosci warunkow:

a) operator L jest normalny i spec(L) C [0, 00);

b) operator L jest samosprzezony i dodatnio potokreslony (tzn. dla wszystkich wek-
torow v jest (L(v),v) = (v, L(v)) > 0);

¢) w pewnej bazie ortonormalnej, operator L ma macierz diagonalna, z (wytacznie)
nieujemnymi wyrazami na przekatnej;

d) L = K? dla pewnego samosprzezonego operatora K, ktory tez jest dodatnio
potokreslony;

e) L = K"K dla pewnego operatora K.

3. Dowiesé, ze gdy operator L jest normalny, to a) ker(L) = ker(L") i im(L) = im (L"),
oraz b) ker(L) = im(L)*.

4. Niech v bedzie wektorem wtasnym operatora normalnego L. Dowies¢, ze:
a) v jest podprzestrzenig niezmiennicza dla L i dla L", a operator L. jest normalny.
b) Jesli operator L jest samosprzezony, to Ly, tez.

5. Dowies¢, ze gdy L jest operatorem samosprzezonym, to:
a) liczba a := sup{(L(v), V) : ||v|| = 1} jest jego najwigksza wartoscia wtasna;
b) liczba b := inf{(L(v),Vv) : ||[v]| = 1} jest jego najmniejsza wartoscia wtasna,;
c) jesli (L(v),v) = M|v||? i A € {a,b}, to v jest wektorem wlasnym operatora L.

Uwaga 2. Zadanie to moze by¢ uzyte do (przyblizonego) numerycznego wyznaczenia
wartosci 1 wektorow wtasnych operatora samosprzezonego L: wpierw wyznaczamy liczby
a 1 b oraz odpowiadajace im wektory wtasne v,, vy, po czym czynnosé te iterujemy;,
zastapiwszy V przez {vq, vy}+ i zaweziwszy L. (Moze sie zdazyé, ze a = b, lecz to nie
przeszkadza.)

6. Niech macierz A € My (R) bedzie normalna. Dowies¢, ze
a) Gdy k = 2, to macierz A jest proporcjonalna do macierzy obrotu lub A = A’.
b) Jesli macierz A jest trojkatna, to jest diagonalna.

Zadania ze zbioru Kostrykina: 18,19,20,21 w §I1.4.2.

3. Operatory normalne na przestrzeniach euklidesowych (= unitarnych rzeczywistych).

W tym punkcie rozwazamy operatory dzialajace na przestrzeni euklidesowej (czyli uni-
tarnej rzeczywistej). By to podkresli¢, przestrzen oznaczamy litera FE.

Twierdzenie 1. Operator L € L(E) na przestrzeni euklidesowej E jest ortonormalnie
diagonalizowalny wtedy 1 tylko wtedy, gdy jest samosprzezony.
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Wersja macierzowa. Rzeczywista macierz kwadratowa wtedy @ tylko wtedy jest ortogo-
nalnie (czyli unitarnie nad R) podobna do macierzy diagonalnej, gdy jest symetryczna.

Dowod. Powtarzamy dowdd twierdzenia Toeplitza. Roéznica jest ta, ze operator La,
wyznaczony przez badang macierz A, traktujemy jako okreglony na R¥ (a nie na C¥). Na

podstawie wniosku 3 w p.2, A ma pewna rzeczywista wartos¢ wtasnag A; niech odpowiada
jej jednostkowy wektor wlasny v € R¥. Jak w p.2, rozszerzamy v do bazy ortonormalnej
V przestrzeni R w ktorej wystepuje jako ostatni; jak tam, [La]y = diag(B/, by;,) dla
pewnej klatki B" € M;_1(R), ktéra tym razem jest samosprzezona (znéow na podstawie
czesci b) uwagi 1 z p.2.) Pozostala czesé rozumowania pozostaje bez zmian. [J

Operatory normalne na przestrzeni euklidesowej nie sa wiec diagonalizowalne orto-
normalnie, poza przypadkiem, gdy sa samosprzezone. Dla przyktadu: rézny od identycz-
nosci obrot ptaszezyzny E? nie jest diagonalizowalny, choé¢ jest operatorem normalnym
(bo jest izometrig). Jednak i w przypadku rzeczywistym postaramy sie zbada¢ macierze
czy operatory normalne, ktére niekoniecznie sg samosprzezone.

Oznaczenie Dla A = a + bi (a,b € R) przyjmijmy
a

KA =) e M(R)gdy e R i K(A)z(b _ab) gdy b # 0.

Zauwazmy, ze gdy A € R, to ﬁK(A) jest macierza obrotu, wobec czego operator R? —
R? o macierzy K(\) jest ztozeniem obrotu z jednokladnoscia v +— |Mv. (Kolejnosé

sktadania nie jest istotna.) Odnotujmy, ze gdy A € R, to speccK () = {\, A}

Twierdzenie 2. Gdy operator L € L(E) na przestrzeni euklidesowej E jest normalny,
to w pewnej bazie ortonormalnej jego macierz ma postac

B = diag(K(\1), ..., K(\,)), gdzie Ay, ..., \, € C. (7)

Wersja macierzowa. Rzeczywista macierz normalna, A, jest ortogonalnie podobna do
macierzy B powyzszej postaci.

Uwaga 1. * Zmiana znaku wybranych wektorow bazy pozwala uzyskaé, by Im(\;) > 0
dlai=1,...,n. Poniewaz x; = xB = [[; XK (), to wtedy liczby Ay, ..., A, s wyznaczone
jednoznacznie, procz swej kolejnosci, jako pierwiastki wielomianu 7 o nieujemnej czesci
urojonej. (Uwzgledniamy krotnosci.) Tak samo jest dla macierzy. [J

Przed podaniem dowodu twierdzenia 2 wskazemy na jego sens geometryczny w waz-
nym przypadku szczegolnym. (Pelna ogolnosé da zadanie uzupetiajace 1.)

Wnhiosek 1 (Uogolnione twierdzenie Eulera). lzometria liniowa przestrzeni euklidesowej
E jest sumaq ortogonalng rodziny operatorow, z ktorych kazdy poza byc moze jednym
jest obrotem lintowym ptaszczyzny lub identycznoSciowym przeksztatceniem prostej, a
pozostaty (jesli istnieje) jest odbiciem prostej wzgledem zera.
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Dowdd. Obierzmy ortonormalna baze V, dla ktorej macierz B := [L]y ma postaé (7).
Poniewaz L jest izometria, to |\;| = 1 Vi; patrz wniosek 3 w p.2. W szczegdlnosci,
A = %1 dla rzeczywistych \;, a dla pozostatych klatki K()\;) sa macierzami obrotu.

Jednak —Iy tez jest macierza obrotu (o 7 radianow); a ze liczby Ag, ..., A\s mozemy
permutowac, przez zmiane kolejnosci wektorow bazy, to taczac w pary ujemne wartosci
A\; uzyskamy, by macierz B byta suma zewnetrzna klatek, z ktorych kazda poza by¢ moze
jedna jest rowna (1) lub jest macierza obrotu plaszczyzny; pozostata zas klatka (jesli
istnieje) jest rowna (—1). Stad juz bezposrednio wynika teza. [J

W dowodzie twierdzenia 2 wykorzystamy

Zadanie 1. Dla v = (vy, ..., v;) € C* przyjmijmy

1 1
v := (v1,...,u), Re(v):= §(V +v), Im(v):= Z(V —V)
a) iJesli v e CFivl¥, to |Re(v)| = |[Im(V)]| = |[|[v|/v2 i Re(v)LIm(v).
b) Gdy A € Mi(R) i v € C* spelniaja warunek Av = (a + bi)v, gdzie a,b € R, to
A(Re(v)) = aRe(v) — blm(v) i A(Im(v)) = bRe(v) + alm(v).

Dowdd twierdzenia 2. Znéw jest on podobny do dowodu twierdzenia Toeplitza; jak

W nim, zajmiemy sie wersja macierzowa i wykorzystamy indukcje wzgledem stopnia
macierzy. Gdy A ma rzeczywista wartos¢ wtasna, to krok indukcyjny nie rézni sie od
tego w dowodzie twierdzenia Toeplitza.

Niech wiec A = a + bi € R i wektor jednostkowy v € C* beda takie, ze Av = Av.
Wtedy A # X, za$ v i V sa odpowiadajacymi tym wartosciom wektorami wlasnymi
macierzy A. Tym samym V_1v, na podstawie twierdzenia Toeplitza i uwagi 2 w p.1. Z
zadania wynika wiec, ze uktad v/2Im(v), v/2Re(Vv) jest ortonormalny; rozszerzmy go do
ortonormalnej bazy V przestrzeni rzeczywistej R¥, w ktorej te dwa wektory sa na koncu.
Macierz [La]y jest unitarnie podobna do A i normalna, a jej ostatnie dwie kolumny to
(0,...,0,a,b)i(0,...,0,—b,a); por. zadanie 1b). Stad jej ostatnie dwa wiersze sa postaci
(1, ooy Tp—9, @, —b) 1 (Y1, ..y Yp—2, b, @), przy czym x; = y; = 0 Vi, wobec uwagi 1d) z p.2.
Pozwala to wykonaé¢ krok indukcyjny, tym razem przy [L]y = diag(B’, K())). O

Zadania uzupetniajace. Dowies¢, ze:

1. a) Operator normalny na przestrzeni euklidesowej jest suma ortogonalng operatorow,
z ktorych kazdy jest homotetia podprzestrzeni wymiaru 1 lub dziata na podprzestrzeni
dwuwymiarowej i jest proporcjonalny do pewnego jej obrotu.

b) Gdy operator jest antysymetryczny, to powyzsze obroty sa o 7/2 radiandow, a
homotetie sg zerowe (lub ich nie ma). W szczegdlnosci, operator taki ma wyznacznik
nieujemny, a rzad — parzysty. (Rzad operatora rozumiemy jak w rozdziale 11II.)
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c) Jesli w b) rzad jest rowny 2m, to operator jest suma m operatorow antysymetrycz-
nych rzedu 2.

2. Dwie podobne macierze normalne sa unitarnie podobne. Tak samo, dwie podobne
macierze, ktore sg rzeczywiste i symetryczne, sg ortogonalnie podobne.

3. Izometria L € L(F) zachowuje orientacje wtedy i tylko wtedy, gdy wymiar podprze-
strzeni Fiz(L) o liczbe parzysta rozni sie od wymiaru przestrzeni euklidesowej E.

4. a) Izometria liniowa przestrzeni R? jest obrotem wokot prostej lub ztozeniem obrotu
z odbiciem zwierciadlanym wzdtuz osi obrotu. Uzyskac¢ tez taki rozkitad dla izometrii
zadanej macierza o wierszach (2/3,2/3,—1/3),(2/3,—1/3,2/3), (—1/3,2/3,2/3).

b) Zmieniajaca orientacje izometria przestrzeni R* jest zlozeniem pewnej symetrii
zwierciadlanej S, z kanonicznym przedtuzeniem pewnego obrotu przestrzeni Fiz(S).
Dowies¢ tego i uzyskaé taki rozktad, gdy L(z1,x2, x5, 24) = (%2, T3, T4, T1).

Zadania ze zbioru Kostrykina: 5 w §I1.4.4 (,Baza kanoniczna” to taka, w ktorej macierz
operatora ma postaé (7)).

4. Zwiazki miedzy operatorami (anty)hermitowskimi a unitarnymi; rozklad biegunowy.

Niech A € M (F) bedzie macierza unitarnie diagonalizowalna nad F € {R,C}, a
f : spec(A) — F pewng funkcja. Poniewaz we wzorach (4) i (6) w §2.3 mozna za
S € M (F) obra¢ macierz unitarna, to macierz f(A) jest unitarnie diagonalizowalna,
z widmem f(spec(A)). Gdy wiec f(spec(A)) C R, to f(A) mozemy rozpoznaé¢ jako
macierz samosprzezona, gdy f(spec(A)) C [0,00) —jako nieujemnie okreslong, a gdy
f(spec(A)) C Ri —jako antysamosprzezona; wreszcie jesli f(spec(A)) C {z € C: |z| =
1}, to f(A) jest macierza unitarna. (Wykorzystujemy wniosek 3 w p.2.) Umozliwia
to konstruowanie interesujacych przeksztatcen pomiedzy wymienionymi zbiorami macie-
rzy (badz odpowiadajacych im operatoréw) i ustanowienia sugestywnej analogii pomie-
dzy wtasnosciami macierzy samosprzezonych a liczb rzeczywistych, macierzy nieujemnie
okreslonych a liczb nieujemnych, macierzy unitarnych a liczb zespolonych o module 1.

Przyklad 1. Niech f : [0,00) — [0, 00) bedzie pewna bijekcja, niech g = f~1 i niech
H., C M (F) bedzie zbiorem nieujemnie okreslonych macierzy hermitowskich. Poniewaz
spec(A) C [0,00) dla A € H, (patrz zad. uz. 3 w p.3 lub ponizszy lemat 1), wicc
funkcje A — f(A)i A — g(A) sa dobrze okreslone na ‘H ., a takze przyjmuja wartosci w
H.. Ponadto, jako przeksztatcenia H, — H, sg one wzajemnie odwrotne: f(g(A)) =
A = g(f(A)) dla A € H,, na podstawie zadania 1 e) w §2.3. W szczegolnosci, dla
kazdej macierzy B € H istnieje doktadnie jedna macierz A € H, taka, ze f(A) = B.

Przyjmujac f(t) = t" stwierdzamy np., ze kazda macierz A € H. ma dokladnie jeden
nalezacy do H, pierwiastek zadanego stopnia n. []
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Przyktad 2. Oznaczmy przez f obciecie do [0,27) przeksztalcenia t — e’ traktowane
jako przeksztalcenie w okrag jednostkowy S C C, a przez g : ST — [0, 2m) przeksztal-
cenie odwrotne do f. Jak wyzej, wzory A +— exp(A) oraz A — ¢g(A) zadaja wzajemnie
odwrotne odpowiednio$ci pomiedzy macierzami unitarnymi a samosprzezonymi o wid-
mie w [0,27). W szczegdlnosci, kazda macierz unitarna jest postaci e dla pewnej
samosprzezonej, nieujemnie okreslonej macierzy A. [

Przyktad 3. Homografia z — (1 — 2)/(1 + 2) jest swa odwrotnoscia i przeprowadza o$
urojong na St \ {—1}. Wynika stad, ze A — (I — A)(I + A)~! przeksztalca zbior
zespolonych macierzy antysamosprzezonych na zbiér macierzy unitarnych o widmie nie
zawierajacym —1; przeksztatcenie odwrotne zadane jest tym samym wzorem.
Zauwazmy, ze ¢dy macierz A ma wyrazy rzeczywiste, to macierz (I—A)(I+A)™! tez.
Przeksztatcenie nasze ustala zatem zarazem 1—1 odpowiednios¢ pomiedzy rzeczywistymi
macierzami antysymetrycznymi a macierzami ortogonalnymi, ktérych widmo nie zawiera
—1. (Mozna tego tez dowiesé¢ bezposrednio, por. zad. uz. 5 w §I1.5.2, przy A =1.)
Poniewaz kazda k x k—macierz antysymetryczng mozna wyrazi¢ przy pomocy k(k —
1)/2 parametrow rzeczywistych (wyrazow nad przekatna), wiec korzystajac z powyzszych
tzw. przeksztalcen Cayley’a mozna przy pomocy tyluz parametrow przedstawic i
kazda macierz ortogonalna stopnia k, ktorej widmo nie zawiera —1. (Wyznacznik takie;
macierzy sila rzeczy jest rowny 1, co wynika z uogélnionego twierdzenia Eulera z p.3.) O

Do sformutowania zasadniczego rezultatu tego punktu w wersji mozliwie ogolnej (obej-
mujacej operatory, nie tylko zag macierze) potrzebny bedzie nastepujacy

Lemat 1. Dla operatora samosprzezonego L na przestrzeni unitarnej V. (rzeczywistej
lub zespolonej) rownowazne sq warunki

a) (L(v),v) >0 dla wszystkich v € V;

b) spec(L) C [0,00).

Dowod. Latwo widzie¢, ze lemat jest prawdziwy gdy V' = F* i macierz operatora L
(w standardowej bazie) jest diagonalna. W przypadku ogdélnym pozostaje wykorzystac
unitarne podobienstwo L do operatora o tych wtasnosciach, udowodnione w pp. 21 3. H

Operator samosprzezony spelniajacy powyzsze rownowazne warunki nazywamy nie-
ujemnie okreslonym lub dodatnio pétokreslonym. Z przyktadu 1 wynika tatwo,
ze operator taki ma jedyny nieujemnie okreslony pierwiastek.

Twierdzenie 1. Kazdg macierz A € My(F), dla F € {R,C}, mozna przedstawié w
postact A = UH, gdzie macierz U jest unitarna, a H- samosprzezona i nieujemnie
okreslona. (Obie sq nad IF).

Rownowaznie: Gdy L € L(V), gdzie V jest przestrzeniq unitarng (rzeczywistq lub
zespolong) , to istniejq operatory U, H € L(V) takie, ze L = UH i operator H = H"
jest nieujemnie okreslony, a U — unitarny (tzn. jest izometrig liniowq).
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Dodatek: W tym przedstawieniu, operator H jest przez L wyznaczony jednoznacznie.
Gdy L jest izomorfizmem, to 1 operator U jest wyznaczony jednoznacznie.

Uwaga 1. * Powyzsze przedstawienie L = U H nazywane jest (lewym) rozkladem bie-
gunowym operatora L; nazwa bierze si¢ od biegunowgo przedstawienia liczby zespolone]
jako iloczynu liczby o module 1 i liczby nieujemnej. Wraz z rezultatami z poprzednich
punktow, twierdzenie daje przejrzysty opis operatora dziatajacego na przestrzeni eukli-
desowej: jest on ztozeniem operatora H, polegajacego na ,rozcigganiu”’ przestrzeni w
pewnych wzajemnie ortogonalnych kierunkach, z izometria liniowa U, ktorej dziatanie
opisuje uogdlnione twierdzenie Eulera z p.5.

Z lewego rozktadu biegunowego L. = U H otrzymujemy prawy taki rozktad: L = H, U,
gdzie operator H; := UHU" nadal jest samosprzezony i nieujemnie okreslony. [

Dowod twierdzenia. Jesli zadane przedstawienie istnieje, to L"L = H"(U'"U)H =
H"H = H?. Definiujemy zatem H jako samosprzezony, nieujemnie okreslony pierwia-
stek z L"L. Pierwiastek taki, i to jedyny, istnieje, bo (L"L)" = L"L i (L"L(v),v) =
(L(v),L(v)) > 0dlav e V. (Patrz przyktad 1 i lemat 1.)

By zdefiniowa¢ U zauwazmy, ze ||L(v)| = ||H(v)|| dla v € H, bo

ILWI? = (L(v), L(v)) = (L"L(v),v) = (H"H(v),v) = [|[H(v)|” (8)

Gdy wiec ker(L) = {0}, to ker(H) = {0} i operator U := LH ! jest unitarny. Dowod
twierdzenia, wraz z jednoznaczoscia H 1 L, jest wtedy zakoriczony.

W ogolnym przypadku wnosimy z (8), ze L(v) = 0 gdy H(v) = 0, wobec czego
istnieje operator liniowy Uy : H(V) — V taki, ze L = Uyo H. (Patrz ....). Z (8) wynika,
s |[Uo(w) | = [w]| dla v € H(V).

Za U : V — V obieramy izometrie liniowa, rowna Uy na H(V'); patrz zadanie 4 w
§V.3.1. Z przyjetych okreslen, L = UH jest zadanym rozktadem. []

Zadanie uzupetniajace 1. a) W oparciu o twierdzenie 1 dowiesé¢ nastepujacego twierdze-
nia Krasnosielskiego: operator liniowy L € L(R*) wtedy i tylko wtedy jest unitarny,
gdy dla pewnego n < k zachowuje n—wymiarowa miare w R¥ (tzn. p,(R) = . (L(R))
dla kazdego réwnolegloscianu rozpietego na n wektorach).

b) Czy unitarny jest kazdy operator L € L(R*), zachowujacy k- wymiarowa miare?

2. a) Dowies¢, ze kazda macierz A € M;;(F), F € {R,C}, mozna przedstawi¢ w
postaci A = U;DUs,, gdzie macierze Uy € M(F) i Uy € My (F) sa unitarne oraz
di; = 0 dla i # j, przy czym d;; > 0 dla wszystkich ¢ = 1, ..., min(l, k). (Wskazowka:
gdy k < [ obra¢ U; tak, by operator Ly, przeprowadzal im(La) w F* x {0;_1}; w
przeciwnym razie zastapi¢ A przez A"))
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b) Procz swej kolejnosci, skalary d;; sa powyzej jednoznacznie wyznaczone, jako nie-
ujemne pierwiastki kwadratowe z wartosci wlasnych macierzy A"A. (Ich angielska na-
zwa to ,singular values”, a nazwa rozktadu to singular value decomposition.)

3. Niech A € M (C) i det(A) # 0. Dowiesé, ze gdy A = UH jest rozktadem biegu-
nowym, to [|[A — W|| > ||A — U]|| dla kazdej unitarnej macierzy W # U. (Wskazowka:
zadania uzupelniajace 1c) i 2 w §V.3.3.)

Zadania ze zbioru Kostrykina: 14, 15*, 17 w §I11.4.3.

5. Twierdzenie Schura o unitarnym podobienstwie do macierzy tréjkatnej.

Twierdzenie 1 (I. Schura). Gdy V' jest zespolong przestrzeniq unitarng i L € L(V),
to istnieje ortonormalna baza przestrzeni V', w ktorej macierz operatora L jest dolnie
trojkgtna.

Rownowazne sformutowanie: Zespolona macierz kwadratowa jest unitarnie podobna
do macierzy dolnie trojkgtney.

Dowod. Udowodnimy wersje ,operatorows’; stosujac indukcje wzgledem k := dim(V).
Teza jest oczywista dla k = 1; niech wiec k& > 1. Obierzmy wektor wtasny w operatora
L (taki istnieje, bo F = C) i oznaczmy przez P rzutowanie wzdiluz w na podprzestrzen

U := w'. 7 zalozenia indukcyjnego, zastosowanego do operatora PLy : U — U,
wynika istnienie ortonormalnej bazy (by, ..., bg_1) przestrzeni U, w ktorej macierz tego
operatora jest dolnie trojkatna. Ale to oznacza, ze w bazie B = (by, ..., by_1, w/||w]||)
macierz operatora L jest dolnie trojkatna. Istotnie, jej ostatnia kolumna jest réwna
(0,...,0,A); zas kolumna ita dla i < k, rowna [L(b;)]s, zaczyna si¢ od i — 1 zer — bo
tak zaczyna sie ciag [PL(b;)]s, rozniacy sie od niej tylko ostatnim wyrazem. O

Zadania uzupetniajace. (W 1, 2a), 3a) i 4 zalozy¢ wpierw, ze macierz jest trojkatna.)

1. Dla macierzy A € My (C) dowies¢ nierownosci /rk(A) > [tr(A)|//tr(AA").

2. a) Udowodni¢ nieréwnos$¢ Schura: dla A € M(C) jest Y |a;;[* > > |Nif?, gdzie
A1, A2, ... to wszystkie pierwiastki wielomianu y , , powtarzane zgodnie z ich krotnosciami.

b) Dowiesé, ze wyzej rownosé zachodzi dla macierzy normalnych, i tylko dla nich.
¢) Dowiesé, ze macierz A jest normalna wtedy i tylko wtedy, gdy ||AA”|| = ||A|?,
gdzie ||.|| jest jak w zadaniu uz. 1z §V.3.3.

3. Niech A, B € M;(C); wektory u € C* traktujemy jako kolumny.
a) Dowiesé, ze jesli Aulu dla kazdego u € C*, to A = 0.
b) Dowiesé, ze jedli (Au,u) = (u, Bu) dla kazdego wektora u € C*, to B = A"
c¢) Dowieéé, ze gdy u"Au € R dla kazdego wektora u € CF, to A" = A.
d) Czy tezy te pozostang prawdziwe, gdy C* zamieni¢ na R¥?
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4. Dowies¢, ze normalnosé¢ macierzy A € My (C) jest rownowazna temu, by ||Av| =
|A"v|| dla kazdego wektora v € CF.

5. a) Dowies¢, ze kwadratowa macierz rzeczywista jest ortogonalnie podobna do macie-
rzy rzeczywistej, wzdtuz przekatnej ktorej stoja klatki stopnia 1 1 2 x 2-klatki propor-
cjonalne do macierzy obrotu, a nad tymi klatkami — zera.

b) (Przypisane w [Kostrykin| D. Djokovic¢owi.) Dowiesé, ze jesli wyzej wszystkie klatki
sa stopnia 2, to macierz komutuje z pewna macierza, ktorej kwadrat jest rowny —1I.

6. * L € L(V) jest operatorem, ktory nie jest proporcjonalny do Iyy. W tym zadaniu
zaktadamy, ze w ciele skalaréw FF jest ny # Op Vn. Dowiesé ze:

a) Dla kazdego skalara c istnieje rozktad V' = Fw@U taki,zew # 0i L(w)—cw € U.

b) Przekatna macierzy operatora L w pewnej bazie jest rowna (0, ..., 0,tr(L)). (Wska-
zowka: dowod tw. Schura, przy w i U obranych jak wyzej dla ¢ = tr(L).)

c) Jesli tr(L) = 0, to L jest komutatorem, tzn. L = XY — Y X dla pewnych
X,Y € L(V). (Wskazowka: zad. 9 w §11.2.1.)

Problem 2. Nadal, niech L € £(V)\lin(/y). Dowies¢, ze przekatna macierzy [L]y mozna
dla pewnej bazy V uczyni¢ réwng zadanemu ciggowi (¢;)¥_; € F¥, o sumie tr(L).

§ 4. Postaé¢ kanoniczna Jordana.

Dowodzone w tym pragrafie twierdzenie Jordana jest pokrewne twierdzeniu Schura z
ostatniego punktu, lecz r6zni sie od niego w dwoch istotnych aspektach. Pokazuje ono,
ze jesli macierz operatora w pewnej bazie mozna uczyni¢ trojkatna, to mozna ja tez
uczyni¢ bardzo ,bliska’ diagonalnej. Jednak nawet gdy F = C, nie mozna do tego uzy¢
bazy ortonormalnej, jak w twierdzeniu Schura. Z tego wzgledu twierdzenie Jordana gra
mniejsza role w obliczeniach numerycznych, lecz ma wielkie znaczenie teoretyczne.

1. Sformulowanie twierdzenia Jordana i jednoznaczno$é postaci Jordana.

Klatka Jordana, odpowiadajaca wartosci )\, nazywamy macierz kwadratowa, kto-
rej wyrazy na przekatnej sa rowne A\, wyrazy bezposrednio pod nig réwne 1, a pozo-
state 0.2 Gdy klatka jest rozmiaru s x s, to oznaczamy ja przez J(, s):

A 0
1A
I =(\) e My(F) i J(N\,s) = 1o € M,(F) dla s > 2.
Ly
0 1A

2Bedziemy tu uzywaé takich wiasnie dolnych klatek Jordana. Czesto uzywane sa i gorne klatki Jordana, w ktoérych
jedynki wystepuja nad przekatna, a nie pod nia.
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Macierza Jordana nazywamy macierz postaci diag(Jy, ..., J;), gdzie kazda macierz J;
jest klatka Jordana. (Rozne klatki moga odpowiada¢ réznym wartosciom, lecz moga i
tym samym. Moga mieé tez rézne lub te same rozmiary.)

Macierze te odgrywaja wazna role ze wzgledu na

Twierdzenie 1 (C. Jordana). Niech L € L(V'), gdzie V jest przestrzeniqg wektorowq
nad ciatem F 1 0 < dimV < oo. Jesl wielomian charakterystyczny xr operatora L
rozktada sie nad F na iloczyn wielomianow lintowych, to istnieje baza B przestrzeni V.
taka, ze [L]g jest macierzq Jordana.

Baze, o ktorej mowa w tezie, nazwiemy bazg Jordana dla operatora L, a macierz
L]z — macierza Jordana operatora L.

Uwaga 1. Warunek rozktadalnosci wielomianu x jest dla istnienia bazy Jordana ko-
nieczny. Istotnie, wielomiany charakterystyczne operatora L i macierzy [L]z sa iden-
tyczne, a drugi z nich jest iloczynem czynnikéw liniowych, bo [L]g jest macierza troj-
katna. (Patrz zadanie 2 w §1.4). Gdy F = C (ogolniej: gdy cialo F jest algebraicznie
domkniete), to kazdy operator spelnia ten warunek.

Jesli twierdzenie 1 uwage zastosowaé wraz z wnioskiem 1 w §1.3 do przeksztatcenia
La, o zadanej macierzy A € My(IF), to otrzymamy

Twierdzenie 1’. Macierz A € M (F) wtedy i tylko wtedy jest nad F podobna do
pewnej macierzy Jordana J, gdy wielomian x o rozktada sie nad I na iloczyn czynnikow
liniowych.

Powyzsza macierz J (gdy istnieje) nazywamy postacia Jordana macierzy A.

Dowdd twierdzenia 1 podamy w punktach 3 i 4; wezesniej zaktadamy jego prawdzi-
wos¢. Obecnie zajmiemy sie zbadaniem wlasnosci macierzy Jordana i jednoznacznosci
macierzy [L|p z twierdzenia 1.

Zadanie 1. i —ta kolumna n—tej potegi J(0, s)"” macierzy J(0, s) jest €;4, dlai < s—mn
oraz 0 dla pozostatych wartosci i < s. (Patrz zadanie 2 w §I1.2.1.) Wobec tego, wymiar
przestrzeni kolumn macierzy J(0, s)" jest rowny max(s — n,0).

Whiosek 1. Gdy K = J(u,s), to dla A € F in € N mamy rk(K — AI)" ! — rk(K —
M) =1 jesli A= p in < s, aw przeciwnym razie rk(K — XI)"~1 — rk(K — AXI)" = 0.

Dowod. Gdy A # p, to macierz K — AI jest nieosobliwa, skad rk(K — AXI)™ = s dla
kazdego m — co daje odpowiednia czesé tezy. Gdy zas A = p, to K — AI = J(0, s) i
pozostaje skorzystaé¢ z zadania.

Twierdzenie 2. Niech J bedzie postacig Jordana macierzy A. Dla N € F orazn €
N oznaczmy przez p,(N) (odpowiednio: przez q,(\)) liczbe tych jordanowskich klatek
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macierzy J, ktore odpowiadajg wartosci A i sq stopnia > n (odp. stopnia n). Wiwczas
Pa(A) = tk(A—AD)" ' —rk(A-AD)" i q,()\) = rk(A—AI)"" ' —2rk(A—AI)"+1k(A—\I)"",

Rownowazne sformutowanie: gdy J jest macierzq Jordana operatora L, to powyzsze
liczby pn(A) i gn(N) wyrazajg sie analogicznymi wzorami, z A zmienionym na L.

Dowod. Udowodnimy wersje operatorowa; macierzowa jest jej konsekwencja dzieki
stwierdzeniu 1 w §1.3. Ustalmy n € N i niech klatkami Jordana macierzy J beda

Ky, ...,K;. Dlam =nim =n — 1, macierza operatora (L — A\J)™ w pewnej bazie jest
wiee (J — AI)™ = diag((K; — AI)™, ..., (K; — AI)™), wobec czego

k(L — AXI)™ = 1k(J — AI)™ = S 1k(K; — AI)™.
Stad rk(L—AI)" ' —rk(L—AI)" = 3L (rk(K; — AT1)" ! —1k(K; — A\I)"). Na podstawie
wniosku 1, pod znakiem sumy pojawiaja sie procz zer tylko jedynki, w liczbie p,(A). To
koriczy dowod, bo ponadto g,(A\) = pp(A) — ppyr(A). O

Whniosek 2. Macierz Jordana operatora L, czy postaé Jordana macierzy A, jest przez
L czy A wyznaczona jednoznacznie, z doktadnoscig do kolejnosci klatek Jordana.

Dowod. Macierz czy operator wyznaczaja wszystkie liczby ¢,(A) (A € F,n € N). [

Uwaga 2. By wskaza¢ macierz Jordana J operatora L, wystarcza zna¢ liczby ¢, (\) dla
n < dim(V) i € spec(L). (Klatki Jordana macierzy J odpowiadaja bowiem pierwiast-
kom wielomianu yy = xr i sa rozmiaru < dim(V').) Dla matych n, wystarczajace do
wyznaczenia J moze byé

Zadanie 2. Niech J(\, s1),J()\, s2), ..., J(A, s¢) beda tymi klatkami jordanowskimi ma-
cierzy Jordana operatora L, ktore odpowiadaja wartosci A. Dowiesé, ze

a) t jest wymiarem przestrzeni Vi (\);

b) ny = s1 + ... + s¢ jest krotnoscia A jako pierwiastka wielomianu y; ;

¢) liczba my := max; s; (wskazujaca rozmiar najwiekszej sposrod wymienionych kla-
tek) jest rowna inf{n : rk(L — AI)" = rk(L — AI)"*1}
Cwiczenie. Niech operator L € L£(V) i baza vy, ..., v4 przestrzeni V maja nastepujace
wlasnosci: L(vy) = vo, L(vy) = avy + bvy + cvy oraz L(v;) = 0dlai = 2,3. W
zaleznosci od wartodci parametréw a, b, c wyznaczyé macierz Jordana tego operatora.

(Wskazowka: wypisaé obrazy wektoréw v; przy L? i przy L3.)

Cwiczenie. Jaka jest posta¢ Jordana macierzy J(0,n)%?

Wnhiosek 3. Niech macierze A, B € My(F) majg wspolny wielomian charakterystyczny
XA = XB, rozktadajgcy sie nad F na czynniki lintowe. Do tego, by byty one podobne
nad F potrzeba i wystarcza, by k(A — A\I)" =rk(B — A\I)" dlan =1, ..., k i wszystkich
A bedgcych pierwiastkams wielomianu xa = xB. Tak samo jest dla operatorow.
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Dowod. Gdy macierze A i B sa podobne, to podobne sa tez macierze A — Al i B — A1,
skad k(A — A\I)" = 1k(B — A\I)" (A € F,n € N); por. zadania 112 w §1.2.
Odwrotnie, niech ostatni warunek bedzie spelniony. Z twierdzenia Jordana wynika, ze

A i B sa podobne do pewnych macierzy Jordana Ja i Jg, odpowiednio, a z uwagi 2 — ze
Ja 1 Jp roznia sie tylko kolejnoscia klatek Jordana, a wiec sa podobne. (Korzystamy tu
z koricowej czesci przyktadu 1 w §1.3.) W §lad za nimi, podobne sg macierze A i B. [

Whiosek 4. Dia F =R, C, kazda macierz A € My (F) jest nad F podobna do A’.
Dowod. Wynika to z wniosku 3 (wraz z twierdzeniem 1 w §1.6, gdy F = R). O

Uwaga 3. * Rezultaty dotyczace macierzy Jordana dostarczaja tez warto$ciowych in-
formacji o diagonalizowalnosci operatora czy macierzy o catkowicie rozktadanym wielo-
mianie charakterystycznym. I tak:

a) Operator L wtedy i tylko wtedy jest diagonalizowalny, gdy rk(L — \I) = rk(L —
A)?%, dla kazdego A € spec(L). (Istotnie, oba warunki sa rownowazne temu, by macierz
Jordana operatora L miata 0 klatek jordanowskich stopnia > 2; patrz twierdzenie 2.)

b) Operator L jest diagonalizowalny wtedy i tylko wtedy, gdy p(L) = 0 dla pewnego
wielomianu p bez pierwiastkow wielokrotnych. (Bedzie to trescia zadania 6a) w p.3.)

Zadania uzupetniajace.

1. Niech macierz operatora L w bazie (b;)¥_; bedzie rowna diag(J(0,n1), ..., J(0, ny)),
gdzie ny < ... < ng. Jak z tej bazy utworzy¢ baze przestrzeni a) im(L"), i b) ker(L"),
dlan=1,..,k?

2. Zmalez¢ posta¢ Jordana macierzy dolnie tréjkatnej, majacej na przekatnej wyrazy
rowne A\, zas bezposrednio ponizej wyrazy niezerowe.

3. Zmana jest macierz Jordana operatora L; wyznaczy¢ ja dla zawezenia Ly (r).

4. Udowodni¢, ze jesli A jest macierza kwadratowa o wyrazach w ciele F € {R,C}, to
macierze A i A’ sg podobne nad F.

5. Niech k& x k—macierz A bedzie postaci diag(Ky,...,K;), gdzie kazda klatka K;
jest trojkatna, o ,statej” przekatnej (A;, ..., ;). Oznaczmy przez W; przestrzen zerows,
macierzy (A — NI)F. Dowiesé, ze F¥ = @;W; i wymiar przestrzeni W; jest réwny
rozmiarowi [; klatki K; (i =1,...,s).

6. Niech L € L(V') i wielomian x, rozklada si¢ nad cialem skalarow przestrzeni V' na
czynniki liniowe: xp = [[i2; (A — 2)™. W oparciu o poprzednie zadanie dowies¢, ze

V =@, W; oraz dim(W;) = n;, gdzie W; :=ker(L — \I)*

Uwaga 4. * a) Zbior W := ker(L — M\ )* nazywany jest przestrzenia pierwiastkowa
operatora L, odpowiadajaca wartosci \; teza powyzszego zadania za$ — twierdzeniem o
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rozktadzie na te przestrzenie. Moze ono postuzy¢ do dowodu twierdzenia Jordana. (Tu
przyjeto odwrotna kolejnosé.)

b) Przyjmijmy oznaczenia zadania 2c). Liczba dimker(L — AI)" + rk(L — AI)" nie
zalezy od n, wiec ker(L — AI)" C ker(L — AI)"* dla n < my, oraz ker(L — \I)" =
ker(L — A)™™ dla n > my. A Ze my < k, to ker(L — AI)™ = W), co ulatwia
znalezienie przestrzeni pierwiastkowej W.

Zadania ze zbioru Kostrykina: 33 w §11.3.2 1 1,2,4,5,6,9,15* 1 27 w §I1.3.3.

2. Funkcje macierzy niediagonalizowalnych.

Rozszerzymy teraz wyniki z §2.3; dla uproszczenia przymujemy do konica tego punktu,
ze F € {R,C}. Potrzebny jest

Lemat 1. Niech macierze X9, X € My(F) bedg przemienne (tzn. XoX = XXj).
Wowczas dla kazdego wielomianu p € Flz] prawdziwy jest wzor Taylora, w ktdrym
D"™p oznacza n—tg pochodng wielomianu p:

- 1
p(Xo+ X) = Z E X)) X" (tu, D"p =0 dla n > deg(p)). 9)
n=0

Dowod. Zbior W tych wielomianoéw p, dla ktorych réwnosé (9) ma miejsce, jest za-

mkniety wzgledem dodawania wielomiandéw i mnozenia ich przez skalar. A ze jednomiany
1,x, 22, ... rozpinaja liniowo [F[x], to pozostaje dowiesé, Ze nalezg one do W. Jednak gdy
p =2l to %D”p = (fz) =" dla n < I, za$ z przemiennosci Xy i X otrzymujemy atwo

p(Xo+X) =31, (i) XLX" — co daje (9). O

Wniosek 1. Wartosé p(J(A, s)) wielomianu p na klatce Jordana J(A, s) jest macierzq
dolnie trdjkatng, w ktorej na przekgtnej stojg wyrazy rowne p(X), bezposrednio poni-
zej nich — wyrazy réwne (Dp)(N)/1!, ponizej—wyrazy (D*p)(X)/2! itd, az do wyrazu
(D p)(N) /(s — 1)), znajdujgcego sie w lewym dolnym rogu. W szczegdlnosci, macierz
p(J(\, 8)) zalezy tylko od wartosci p(\), (Dp)(N), ..., (DS~ 1p)(N).

Dowod. Wynika to ze wzoru (9), przy Xo = AI, X = J(0,s), i zadania 1 w p.1. [J

Uwaga 1. Niech ST'AS = diag(Jy,...,J;), gdzie J; sg klatkami Jordana. Wtedy
p(A) = Sdiag(p(J1), ..., p(J;))S™1, a wartosé p(J;) dla kazdej klatki J; wyznaczy¢ mozna
w oparciu o wniosek. Macierz p(A) zalezy wicc tylko od wartosci (D’p)(A), dla A €
spec(A) i 57 € {0,...,my — 1}, gdzie m, to rozmiar najwiekszej sposrod klatek Jj,
odpowiadajacych wartosci A\. (Z zadania 2c¢) w p.1 wynika, ze my = inf{n : rk(A —
A" = 1k(A — AI)"1})
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Uwaga 2. Przyjmijmy oznaczenia uwagi 1, lecz niech dodatkowo spece(A) C R gdy
F = R. Funkcje skalarng f nazwiemy A—dopuszczalng, jesli jest ona okreslona na
pewnym otoczeniu Uy widma spec(A) w F i ma w kazdym punkcie A € spec(A) po-
chodne (Df)(N),...,(D™ 1 f)(N\). (Przy F = C chodzi o pochodne zespolone.) Dla
kazdej takiej funkcji definiujemy macierz f(A) nastepujaco:

o ody A = J(), s) jest klatky Jordana, to f(A) jest dolnie trojkatna macierza opisana,
we wniosku 1, z p zamienionym przez f;

e ocdy ST'AS = diag(Jy, ..., J;) i J; to klatki Jordana, to f(A) = Sdiag (f(J1), ..., f(J;)) S™L.

Wynik nie zalezny od uzytej macierzy S, bo f(A) = p(A) dla dowolnego wielomianu p
takiego, ze D/p(\) = D7 f(\) dla X € spec(A)i0 < j < my. (Wielomiany takie istnieja,
nawet stopnia < k, por. zad. uz. 4 w §II11.5.1.3 ) Jak w czedci g) zadania 1 przekonujemy
sie, ze gdy (f,)2, jest ciagiem funkcji A—dopuszczalnych i D'f,(A) — D'fy()\) dla
A €spec(A)i0<i<my,to f,(A)— fo(A).
Przyktad 1. Macierz e® obliczona zgodnie z ta definicja jest zarazem granica ciagu I +
A + ...+ 5A" atakze ciagu (I+ =A)". (Dlaczego?)
Cwiczenie. Obliczy¢ e® dla A = J(2,3).
Zadanie 1. Udowodni¢, ze czesci od a) do f) zadania 1 w §2.3 pozostaja stuszne
dla A—dopuszczalnych funkeji f,g i f(A)-dopuszczalnej funkeji h. (Wskazowka: dla
pewnych p, ¢ € F[x] zachodzi p(A) = f(A) i q¢(A) = g(A); poréwnaé pochodne fg i pq
korzystajac z formuty Leibniza na pochodna iloczynu.)

Uwaga 3. Przy f(\) := exp(sA), g(A) := exp(t\) otrzymujemy stad wazna wlasnosé
funkeji wyktadniczej macierzy: e*Aet® = (A dla st € Ri A € My (R). (Tak samo
jest dla macierzy i skalarow zespolonych; na ogél jednak eATB =£ eAeB )

Zadania uzupetniajace. (W zadaniach 1 i 2 zacza¢ od macierzy Jordana.)

1. Dla kwadratowej macierzy zespolonej A dowiesé, ze lim,, .., A" = 0 < spec(A) C
{A: A < 1}
2. Niech wielomian y a rozktada sie nad F na czynniki liniowe: x, = (A1 —2)...(A\g —2),
gdzie Ay, ..., Ay € F. Dowies¢, ze dla p € Flz] mamy x ) = (p(M) — 2)...(p(A) — @);
w szczegolnosci, tr(p(A)) = >, p(N) 1 det(p(A)) =TT, p(Ni)-
b) Przy F = R wywnioskowa¢ stad tozsamoéé Liouville’a: det(e?) = e4,
¢) Wywnioskowaé tez, ze jesli F = C i B € M;(C), to wielomiany ya i xg nie maja
wspolnych pierwiastkow wtedy i tylko wtedy, gdy det(xa(B)) # 0.

3. a) Dowies¢é, ze macierz zespolona, ktorej wszystkie wartosci wlasne sa dodatnie, jest

3Brzmi ono: zadajmy na wielomiany p € F[z] warunki postaci D°p(a;) = b; 0, Dp(a;) = bi1,..., D™ip(a;) = bim,; »
dla skoriczenie wielu skalaréw b;; i a; (a; # a;) i liczb m; € NU {0}. Dowies¢, ze jesli warunkéw tych jest lacznie k, to
spetnia je doktadnie jeden wielomian stopnia < k — 1.
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kwadratem pewnej macierzy o tejze wtasnosci.
b)* Dowies¢, ze mozna wyzej zastapi¢ ,pewnej” przez ,jedynej”. (Wskazowka: przy-
ktad 1 w §3.4, z H zastapionym przez zbiér macierzy o badanej wlasnosci.)

4. Niech p € Flx] i A € My(F), przy czym wielomian xa rozktada sie nad F na
czynniki liniowe i ngp #£ Op Vn. Dowies¢ rownowaznosci warunkow:
a) p(A) =0;
b) (D7p)(A) =0dla A € spec(A)i0<j <my—1 (liczby my sa jak w uwadze 2);
c) wielomian p jest podzielny przez q := [[\cqpec(a)(® — A)™

Uwaga 4. Wielomian ¢ z ¢) nazywamy wielomianem minimalnym macierzy A; ma
on najnizszy stopien sposrod wszystkich, ktore zeruja sie na A. Poniewaz ¢|xa, patrz
zadanie 2 w p.2, wigc otrzymujemy twierdzenie Cayley’a—Hamiltona: ya(A) =0
dla kazdej zespolonej macierzy kwadratowej. (Inny dowdd bedzie w zad. uz. 6 w p.4.)

5. a) Udowodni¢ czesé ¢) uwagi 3 z p.1.
b) Udowodnié, ze jesli L™ = Iy i 2™ — 1 rozklada sie nad F na czynniki liniowe, to
operator L jest diagonalizowalny. (O F zaktadamy , ze jr # 0 dla j = 2,3, ...,n.)

6. Udowodni¢, ze gdy A € My(C)itr(A") =0dlan=1,...k to A*¥ =0.

7. a) Niech J bedzie macierza Jordana, a B — macierzg diagonalng z ta sama przekatna,

co J. Dowies¢, ze B jest wielomianem macierzy J, tzn. B = Y7, ¢,J* dla pewnych
skalarow co, ..., ¢,. (Jesli wygodnie, doda¢ zalozenie o F, jak w zad. uz. 6b).)

b) Udowodnié¢, ze kazda macierz zespolona jest suma dwoch macierzy, bedacych jej
wielomianami, z ktorych jedna jest diagonalizowalna, a druga nilpotentna. (Wskazowka:
wpierw rozpatrze¢ przypadek macierzy Jordana.)

¢)* Udowodni¢, ze opisany w b) rozklad Jordana jest jednoznaczny. (Wskazowka:
gdy D + N = D’ + N’ s3 dwoma takimi rozkltadami, to macierz D — D’ jest diagonali-
zowalna, patrz zad. uz. 4 w nastepnym punkcie. )

Zadania ze zbioru Kostrykina: 3, 17, 18, 19, 20, 43, 45, 46 w §I1.3.3.

3. Podprzestrzenie niezmiennicze (przygotowanie do dowodu twierdzenia Jordana).

Przypominamy, ze wszystkie rozpatrywane obecnie przestrzenie sa skonczonego wymiaru.

Niech L € L(V).

Definicja. a) Podprzestrzen Vj przestrzeni V' jest L—niezmiennicza, jesli L(Vy) C V.

b) Na podprzestrzeni takiej, L wyznacza operator Ly € L(Vj), zadany wzorem
Lyo(v) = L(v) dla v € V. Oznaczamy go Ly, i nazywamy operatorem induko-
wanym przez L na Vj lub zawezeniem L do V.
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¢) Gdy V =F*i L = L, dla pewnej macierzy A € My (IF), zamiast o podprzestrzeni
L A—niezmienniczej méwimy o A—niezmienniczej.

Przyktad 1. Podprzestrzenie wtasne operatora L sa L-niezmiennicze. Gdy L jest ob-
rotem przestrzeni euklidesowej £, to 0§ obrotu i plaszczyzna ortogonalna do niej sg
L—niezmiennicze. Operatory indukowane to homotetie, identycznosé i obrot plaszczy-
zny, odpowiednio. H

Uwaga 1. a) Gdy baza V przestrzeni V jest postaci (uy, ..., up, Wi, ..., w,), gdzie Y =
(uy, ..., u,) rozpina L-niezmiennicza podprzestrzen U, to macierz [L]y mozna rozbié¢ na 4
klatki, z ktorych lewa gorng klatka jest macierz [ Loy operatora indukowanego Lg := Ly,
a lewa dolna klatka jest zerowa. (Wynika to z definicji macierzy [L]y.)

b) Gdy wyzej W = (w1, ..., w,) tez rozpina L-niezmiennicza podprzestrzen W, to
[L]y = diag(A,B) dla pewnych klatek A € M,,,B € M, (rownych [Liyly i [Lyw]w,
odpowiednio). Implikacja odwrotna tez ma miejsce, i tak samo jest przy rozbiciu V na
wiekszg liczbe baz podprzestrzeni niezmienniczych.

Stwierdzenie 1. Gdy operator L € L(V') jest osobliwy, to istniejq podprzestrzenie L—
niezmiennicze U i W takie, 2 U @W =V, W £V i LFU) = {0} dla k = dimV .
Dodatek: Mozna wyzej prayjoé U = ker(L¥) i zqdaé, by LOW) = W.

Dowd6d. Skoro V' 2 L(V) D L?(V) D ..., todim L*(V) = dim L™ (V) dla pewnego n <
k. Podprzestrzen W := L"(V) spelnia wigc warunek W = L"TY(V) = L"2(V) = ..,
wobec czego W = LE(V) i L*¥(W) = W. Z ostatniej rownosci wynika, ze W NU = {0}
dla U := ker(L*); a 7ze ponadto dimker(L*) + dimim(L*) = dimV, to V =U & W.
(Patrz twierdzenia 1 w §IIL.5.1 i w §I11.6.2.) Pozostaje zauwazy¢, ze W # V', bo U =
ker(L*) # {0} wobec osobliwosci L. O

Zadanie 1. a) Podprzestrzen L-niezmiennicza jest i p(L)-niezmiennicza, dla p € F[z].
b) Podprzestrzen zawarta w ker(L) lub zawierajaca im(L) jest L-niezmiennicza.
¢) Niech K, L € L(V) i1 KL = LK. Gdy podprzestrzen Vj jest L-niezmiennicza, to
K(Vy) i K71(V}) tez sa takie. W szczegolnosci, L—niezmiennicze sa ker(K), im(K), czy
ogolniej ker(p(K)) i im(p(K)) dla p € Flz]|, w tym przestrzenie wtasne operatora K.

Zadania uzupetniajace.

1. Niech L € L(V)). W oparciu o uwage 1 dowies¢, ze:

a) Wielomian charakterystyczny operatora, indukowanego przez L na podprzestrzeni
niezmienniczej, jest dzielnikiem wielomianu y7..

b) Gdy zas V = Vi @ Vi i podprzestrzenie V; sa L-niezmiennicze, to X1 = X1, * XL,
gdzie L; oznacza operator indukowany przez L na podprzestrzeni V.

c)* Gdy operatory L' € L(V') 1S € L(V, V') sy takie, ze L'S = SLiS(V) =V’ to
podprzestrzeni ker(S) jest L-niezmiennicza i Xz = X1/ -+ X1|ker(S)-



§ 4.3, VI-36

2. Niech L € £(V) bedzie operatorem rzedu 1 i niech v € L(V) \ {0}.

a) Dowiesé, ze xr = (—2)*}(—x + A) dla pewnych k¥ € Ni XA € F, przy czym
A=0< L(v)=0.

b) W zaleznosci od A znalez¢ macierz Jordana dla L.

3. Niech J bedzie klatka Jordana stopnia k. Dowies¢, ze jedynymi J —niezmienniczymi
podprzestrzeniami przestrzeni F* sg {0} i przestrzenie V; = lin(e;, ..., ep), 1 <i < k.
(Wskazowka: uprosci¢ sobie zadanie, odejmujac od macierzy AL)

4. Niech W bedzie przestrzenia niezmiennicza diagonalizowalnego operatora L € L(V).

a) Udowodni¢, ze gdy V = @, V), jest rozkladem na podprzestrzenie wtasne operatora
L,toW =@&,(WnV,). (Wskazowka: nalezy dowies¢, ze gdy >, vi € W dla pewnych
vy € V), to vy € W YA, Wykorzysta¢ dowod stwierdzenia 2 z p.1.)

b) Wywnioskowad, ze operator indukowany Ly jest diagonalizowalny, i ze V = W &
W' dla pewnej L-niezmienniczej podprzestrzeni W' C V.

c) Wywnioskowaé tez, ze jesli L ma k = dim(V') réznych wartosci wlasnych, to ma
doktadnie 2¥ podprzestrzeni niezmienniczych.

5. Dowiesé, ze gdy {L;}ier C L(V) jest przemienna rodzina diagonalizowalnych opera-
torow, to istnieje baza przestrzeni V', diagonalizujaca kazdy z nich. (Wskazowka: ustali¢
operator L;, # Iy zauwazy¢, ze jego podprzestrzenie wlasne sa L;—niezmiennicze, Vi.)

6. a) To samo co w zad. 5, ale dla ortonormalnej diagonalizowalnosci.
b) Uogolni¢ podobnie twierdzenie Schura. (Wskazowka: wykaza¢ wpierw istnienie
wspolnego wektora wlasnego rozwazanych operatorow.)

7. Niech L € L(V'), gdzie x, rozktada si¢ na czynniki liniowe, i niech L := Lyy» € L(V)
dla pewnej L-niezmienniczej podprzestrzeni V' C V. Dlan € Ni XA € F dowiesé, ze:
a) liczba rk(L"~') — rk(L") jest rowna dim (ker(Ljze-1(v))).
b) pn(A) > pl (), gdzie obie strony maja znaczenie zaczerpniete z tw.2 z p.2.
c) Czy zawsze ¢,(A) > ¢, (\)?

8. Ustalmy operator L € L£(V') i niezerowy wektor v € V.
a) Dowies¢ istnienia liczby s € Niskalarow cy, ..., ¢; takich, ze L5 (v) = 327 ;L (v).
b) Dowies¢, ze jesli ¢y, ..., ¢s jest najkrotszym z takich ciggow (tzn. liczba s jest naj-
mniejsza z mozliwych), to v, L(v), ..., L*(v) jest baza L—niezmienniczej podprzestrzeni
Vo, a wielomian charakterystyczny p indukowanego operatora Ly € L(V}) jest rowny
+ (25t = 37 ') 1 spelnia warunek p(L)(v) = 0.
¢) Wywnioskowaé, ze xr(L)(v) = 0 i wobec tego x1(L) = 0, por. uwage 4 w p.3.
9. a) Udowodni¢, ze kazda kwadratowa macierz rzeczywista ma podprzestrzen nie-

zmiennicza wymiaru 1 lub 2. (Wskazowka: zadanie 1 w §3.4.)
b) Uogdlni¢ a) na przemienng rodzine macierzy rzeczywistych.
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c) Wywnioskowacé, ze operator na k-wymiarowej przestrzeni nad F ma podprzestrzen
niezmienniczg wymiaru k — 1 jesli F = C, za§ wymiaru 1 lub 2, oraz k —1 lub k — 2, jesli
F = R. Uogolni¢ na przemienne rodziny operatoréw. (Wskazowka: zad. 2 w §V.3.3.)

d)* Udowodnié, ze jesli k X k—macierz rzeczywista ma podprzestrzen niezmiennicza
wymiaru n, to ma i podprzestrzen niezmiennicza wymiaru k — n.

10. Wzmocni¢ teze zadania uz. 3 nastepujaco:

a) Niech rozklad V = U @ W i operator L € L(V) spetniaja warunki U = ker(L*)
i L(W) = W. Wowczas dla kazdej L—niezmienniczej podprzestrzeni X C V' zachodzi
rownos¢ X = UNX +W N X. (Wskazowka: przeciwobraz W N X przy (L|W)k jest
zawarty w W N X.)

b) Wywnioskowaé, ze jesli dla operatora L istnieje baza Jordana, to kazda podprze-
strzen L-—niemiennicza jest suma prosta swych czesci wspolnych z podprzestrzeniami
L-pierwiastkowymi.

11. Niech L, L; (i € I) beda endomorfizmami przestrzeni V', przy czym LL; = L;L Vi.
Zaktadamy, ze nie istnieje nietrywialna podprzestrzen, L;,—niezmiennicza dla wszystkich

operatoréw L;. Udowodni¢, ze L = 0 lub L jest izomorfizmem, a jesli cialem skalarow
jest C, to L jest mnozeniem przez skalar. (Jest to lemat I. Schura.)

Zadania ze zbioru Kostrykina: 22,23,26,27,29,30,31%,32,36*,37* w §11.3.2 i 13 w §11.3.3.

4. Dowodd twierdzenia Jordana

Potrzebne beda definicja i lemat.

Definicja. Macierz kwadratowa B jest nilpotentna, jesli B" = 0 dla pewnego n;
analogicznie, operator L € L(V) jest nilpotentny, jesli L™ = 0 dla pewnego n € N.

Lemat 1. Niech operator L € L(V), gdzie 0 < dimV < oo, bedzie nilpotentny. Wow-
czas istnieje baza V przestrzeni V' taka, Ze macierz [L]y jest postaci diag(Jy, ..., J¢),
gdzie J; to klatkr Jordana, odpowiadajgce wartosci 0.

Udowodnimy wpierw twierdzenie Jordana (=tw. 1 z p.1), przyjmujac lemat za praw-
dziwy.

Dowod twierdzenia Gdy dim V' = 0, to nie ma czego dowodzi¢. Wykorzystamy wiec
indukcje wzgledem liczby k& = dim V', dzielac krok indukcyjny na 2 czescei.

a) Zalozmy dodatkowo, ze det(L) = 0. Na podstawie stwierdzenia z p.3 istnieje
rozktad V = U @ W na L-niezmiennicze podprzestrzenie U, W C V takie, ze L¥(U) =
{0} i dim W < k. Z lematu wynika istnienie bazy Jordana dla indukowanego operatora
U — U, a z zatozenia indukcyjnego — istnienie jej dla indukowanego operatora K &
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L(W). (Korzystamy z tego, ze wielomian xx dzieli xr, wiec rozklada sie na czynniki
liniowe.) Lacznie wziete, bazy te daja baze Jordana dla operatora L.

b) Gdy det(L) # 0, to a) stosuje sie do operatora L' = L — A1, gdzie \ jest dowolnym
pierwiastkiem wielomianu xr; patrz uwaga 1 w §1.4. Istnieje wiec baza Jordana dla L'.
Jest ona zarazem bazg Jordana dla operatora L = L'+ I, bo J(u, s) + AL = J(u+ A, s)
dla,peFiseN U

Dowod lematu. Dla unikniecia zbednych indekséw stworzymy pewna baze nieupo-

rzadkowana A, a potem jg uporzadkujemy. Sa wiec 2 kroki (zasadniczy jest pierwszy):
a) Dowiedziemy istnienia bazy A przestrzeni V' takiej, ze

L(A) c Au{o}idlav,w e Ajesli L(v) = L(w)#0, tov=w. (10)

Wyjasnijmy wpierw sens tych warunkow. Kazdy wektor a € A\ L(A) wyznacza ciag
Va = (a, L(a), ..., L4(a)), gdzie d := sup{s : L*(a) # 0} < oo (bo L jest nilpotentny).
Cigg ten nazwiemy strumieniem, ze zrédlem a i ujsciem L%(a). Skoro L(A) C
A U {0}, to sktada sie on z wektoréw zbioru A. Warunek (10) powoduje, ze strumienie
o roznych zrodlach (zawsze z A\ L(A)) sa roztaczne i ze tacznie wyczerpuja zbior A.
(Oto dowod: dla a € A przyjmijmy d(a) = max{i : L'(a) # 0} i niech dy.c =
max{d(a) : a € A}; wowczas {a € A : d(a) = dpax} jest zbiorem zrodet najdtuzszych
strumieni. W ten sam sposob kolejno wyznaczymy strumienie najwiekszej dtugosci poza
juz znalezionymi, az wyczerpiemy zbior A.)

Do konstrukcji bazy A wykorzystamy indukcje wzgledem liczby n takiej, ze L™ = 0.
Gdy n =1, to L = 01 A moze byé¢ dowolng bazg. Dla n > 1 rozwazamy operator
Ly == Lj1(v), indukowany przez L na L-niezmienniczej podprzestrzeni L(V'). Wowczas
L7~ = 0, wiec z zalozenia indukcyjnego istnieje baza B przestrzeni L(V), spetiajaca
warunek (10) przy A zastapionym przez B. Wykorzystujac to, ze B C L(V), obierzmy
dla kazdego b € B wektor b € L™1(b) tak, by b € B gdy b € L(B).

Rozszerzmy zbior B N ker(L) pewnym zbiorem Zy do bazy Z przestrzeni ker(L). Z
lematu 1 w §II1.5.1 wynika,* Ze ponizszy zbior A jest baza przestrzeni V:

A:=27U{b: be B}

Jednak, w slad za B, zbior A tez rozpada si¢ na roztaczne strumienie: sa nimi strumienie
o zrodtach w {b : b € B\ L(B)}, procz 7zrodta ptynace w B, oraz strumienie o zrodtach
w Zy (te sktadaja sie tylko ze zrodta).

b) Uporzadkujemy teraz baze A. Jak odnotowalisémy, A rozpada sie na roztaczne
strumienie V; = (a;, L(a;), ..., L%(a;)), gdzie a; przebiega zbior A \ L(A) wszystkich
7zrodet. Za V obierzmy zbior A uporzadkowany tak, by jako poczatkowe wystepowaly

40to ten lemat: niech L € £(V, W) i niech B bedzie baza przestrzeni L(W), a Z-baza ker(L). Dla kazdego b € B
obierzmy wektor b € L=1(b). Wowczas Z U {b: b € B} jest baza przestrzeni V. Dowod jest polecany jako zadanie.
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kolejne wyrazy strumienia Vi, jako nastepne — kolejne wyrazy strumienia Vs, itd. Jest
oczywiste, ze [L],, = diag(J(0,d; +1),J(0,d> + 1),...). O

Zadanie uzupelniajace 1. Dowies¢, ze gdy A € My (F) i A" =0, to tk(A) < k — k/n.
Zadania ze zbioru Kostrykina: 18, 20, 25, 26 w §1.4.31 8 (dla F = C) w §11.3.3.

5. Znajdywanie bazy Jordana.

Niech V = (vy, ..., vi) bedzie baza Jordana dla operatora L € L(V'). O wektorze v; tej
bazy powiemy, ze odpowiada wartosci A, jesli A jest i—tym wyrazem przekatnej macierzy
[L]y. (Nie musi to by¢ wektor wlasny, odpowiadajacy A.)

Uwaga 1. Dowdd twierdzenia Jordana wskazuje, ze baze Jordana dla operatora L
konstruowa¢ mozna nastepujaco. Obierzmy A € spec(L) dowolnie; zastepujac L przez
L — Al mozemy zatozy¢, ze A = 0. Niech V = U@ W bedzie rozktadem, o ktérym mowa
w stwierdzeniu 1 z p.3. Dowo6d nakazuje szukanag baze przestrzeni V' utworzyé przez
polaczenie baz Jordana: U dla operatora Ly € L£(U), i W dla operatora Ly € L(W).
Przy tym, wszystkie wektory bazy Jordana dla Ly odpowiadaja wartosci 0, za$ zaden
wektor bazy W tej wartosci nie odpowiada (bo Ly jest izomorfizmem, skad jego macierz
Jordana nie ma zera na przekatnej). Po wyznaczeniu bazy U mozemy wiec zastepowac
L przez L — pl dla innych wartosci wtasnych p, by w ten sam spos6b wyznaczacé wektory
szukanej bazy, odpowiadajace pozostalym wartosciom wtasnym.

Uwaga 2. * Przyjrzyjmy sie, jak ostatecznie konstruowa¢ mozna wektory bazy U. Dla
matych wartosci dim V' wystarczajace moga byé metody ad hoc, oparte na twierdzeniu
2 w p.1 czy zadaniu 2 w p.1. W og6lnym przypadku przyjmijmy

Vi = Li(V) dlai=0,1,... oraz n = max{i: V; # V;;1}

i niech A,, bedzie dowolna baza przestrzeni V,, Nker(L). Gdy ¢ < n i znamy juz zbior
A; CV;, bedacy sumg roztacznych strumieni, to

a) rozszerzamy A; Nker(L) pewnym zbiorem Z; 1 do bazy przestrzeni ker(L) N V;_1;

b) znajdujemy, dla kazdego strumienia S = (v, L(v), ... ) zbioru A;, wektor v € V;_4
taki, ze L(V) = v, i tworzymy strumiei S = (V,v = L(¥),... ).

Zbior A; 1 tworza strumienie S , gdzie S przebiega strumienie bazy A;, oraz strumienie
{2z}, z € Z;_1. Twierdzimy, ze postepujac w ten sposob uzyskamy na koniec baze Jordana
Ay dla operatora Ly;. (Nalezy ja jeszcze uporzadkowac. )

Istotnie, jesli operator L jest nilpotentny, wynika to wprost z dowodu lematu 1 z p.4.
Gdy nie jest, mozemy wyznaczy¢ Ag jak wyzej, lecz z V zastapionym przez U := ker(LF),
a L przez L. Znajdywanie przestrzeni U i kolejnych U; := L'(U) (oraz dokonywanie
zastapien) jest jednak zbedne. Gdy bowiem przyja¢ V; := L'(V), jak wyzej, to wobec
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L = Ly ® Ly, gdzie Ly jest izomorfizmem, otrzymujemy V; = U; & W, jak réwniez
LY U;)NViy = Uiy (wtym ker(L)NV;_; = ker(L)NU;_;). Podana w a) i b) recepta
(bez zastepowania V; przez U; etc.) prowadzi wiec sila rzeczy do dotaczania wektorow
wylacznie z U1 1 da baze¢ Jordana A; ;1 dla operatora Ly, ,, w tym dla ¢ = 1 — bazg
Jordana Ay dla operatora L. [

Uwaga 3. * W b) mozna unika¢ rozwiazywania rownania liniowego L(x) = v, jesli kazdy
element bazy A; tworzy¢ tak, by znane bylo jego przedstawienie w postaci kombinacji
liniowej elementow zbioru L'(G), gdzie G jest pewna baza przestrzeni V. (Gdy bowiem

vV = deG cgL'(g), to L(Vv) =vdlav = deG ceL'(g).)

Przyktad 1. Niech V bedzie przestrzeniag wielomianéw rzeczywistych stopnia < 2 zmien-
nych z,y, z, zas L € L(V) operatorem zadanym wzorem L(f) := f + f + f + &,CJ;
dla f € V. Mozna tez o L mysle¢ jako o operatorze Wyznaczonym tabelq, W ktoreJ
najwyzszym wierszu wypisano elementy bazy przestrzeni V', za$ ponizej — ich obrazy
przy kolejnych iteracjach operatora L (juz 2 najwyzsze wiersze wyznaczaja L):

nr.0 1 z vy 2z 22 ¢? 22 xy xz  yz

nr.]1 0 1 1 1 2242 2y 22 x4+y z+2 y+=z

nr.2 0 0 0 0 2 2 2 2 2 2

nr.3 0 0 0 O 0 0 0 0 0 0

Oznaczmy przez G; zbior wyrazow wiersza o numerze i; wtedy V; = lin(G;). Za baze
przestrzeni Vo przyjmijmy Ay := {2}, po czym 2 przedstawmy jako kombinacje wektorow
z G9. Mozna n.p. za piaty wspotezynnik kombinacji przyjaé 1, a za pozostate 0; z tabeli
odezytamy wtedy, ze 2 = L(2x + 2). Nastepnie {2} uzupeliamy do bazy przestrzeni
ker(L)NV;. Jak widaé z tabeli, przestrzenia V; = lin(G1) jest zbior wielomianéw stopnia
<1,skad ker(L)NVi ={a+bx+cy+dz:b+c+d=0}. (Uwzglednilismy definicje
operatora L.) Jest to przestrzen wymiaru 3, a elementy zbioru rozszerzajacego {2} do jej
bazy obieramy tak, by utatwi¢ przedstawienie ich w postaci kombinacji liniowej wyrazow
wiersza nr.1; np. przyjmujemy Z; = {x — y,x — z}. Baza A; przestrzeni V; jest suma
strumienia {2x + 2,2} i strumieni {z — y} i {v — 2}. By utworzy¢ A, stwierdzamy, ze
przodkiem” wektora 2z + 2 jest 22 (tzn. L(z?) = 2z + 2), wektora x — y jest xy — 1>
(bo (z +vy) — 2y = L(zy) — L(y?)), a wektora & — z jest xz — 2% Szukana baza A
przestrzeni V jest wiec sumg strumieni {22, 2z + 2,2}, {zy — %, v —y}, {xz — 2%, 2 — 2}
i zbioru Zj, takiego, ze tacznie z {2,x — y,z — 2z} tworzy on baze ker(L). Zgodnie z
zadaniem .... mozna przyja¢ Zo = {p1, p2, p3}, gdzie p; := 2* —axy —xz+yz — 23, Py =
> —xy —yz + 1z, p3 = 22 — xz — yz + xy. Baza Ay, po uporzadkowaniu, jest
wiec taka: (22,22 + 2,22y — y%, 0 — y; w2 — 22,0 — 2;p1;pe; p3), gdzie Srednikami
oddzielono strumienie bazy. ,Wytwarzaja’ one klatki Jordana stopni 3, 2, 2, 1, 1, 1,
odpowiednio, odpowiadajace wartosci 0. Macierz operatora L w tej bazie ma wiec 100

wyrazow, lecz tylko 4 rozne od 0: dwie jedynki w klatce stopnia 3 i po jednej w klatkach
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stopnia 2. (Rozmiary klatek mozna tez ustali¢ bez znajdywania bazy Jordana, w oparciu
o powyzsza tabele i tw. 2 z p.2.) [J

Przykiad 2. Niech operator L : F* — F* bedzie zadany tak, by L(e;) = ey, L(ey) =
es, L(es) = 01 L(ey) = ey. Postepujac jak wyzej stwierdzimy, ze V4 = lin(eg, e3) i Vo =
Fes, co prowadzi do przyjecia {es} jako bazy przestrzeni V5; daje to ujscie najdtuzszego
strumienia, ktory bedzie nastepnie rozbudowywany (od ujscia) do strumienia (eq, ey, €3).
Dotaczenie elementéw jadra nastapi dopiero na na poziomie przestrzeni Vy = F?*, np.
wektorem e; — ey (sprawdzi¢ to!). O

Zadania ze zbioru Kostrykina: 10 w §I1.3.3.

6. ** Uogoblniona postaé¢ Jordana macierzy rzeczywistych.

Zatozenie rozktadalnosci wielomianu charakterystycznego na czynniki liniowe, zasadni-
cze dla p.1, jest przy F = R spelnione tylko dla niektérych macierzy czy operatorow.
Podamy wersje twierdzenia Jordana, stosowalng do dowolnej macierzy rzeczywistej. W
tym celu dla A =a+bi € C\Ris € N oznaczmy przez J¥(), 2s) macierz rzeczywista
stopnia 2s, w ktorej wzdtuz przekatnej umieszcezone sa 2 x 2-klatki K(\) (patrz nizej),
pod kazda z nich, procz ostatniej —klatka jednostkowa I, a poza nimi zera:

K(\) 0
ILL, K(\)
JR(X, 25) := L . € Mys(R), gdzie K(N) := < Z _ab )
- K\
0 L KO

Uogdlnionag macierza Jordana nazwiemy macierz bedaca zewnetrzng suma klatek,
z ktorych kazda jest badz klatka Jordana odpowiadajaca rzeczywistej wartosci wtasnej,
badz jest postaci J®(), 2s) dla pewnych s € Ni A € C\ R.

Lemat 1. ** Macierz J®(\, 2s) jest nad C podobna do macierzy J = diag(J(\, s), J(A, s)).

Dowd6d. Oznaczmy przez (e;)?, standardowa baze przestrzeni C* i przyjmijmy

fj i =es; orazu;:=e;+1f;, vji=1ie; —if; dlaj=1,..s.

Mamy wice Je; = Aej+ejyq, Jf; = ij+fj+1 dla j < soraz Je; = ey, Jf, = M. Stad,
piszac A = a + bi, otrzymujemy latwo Ju; = au; +bv; +u;q, Jv; =av; —bu; + v
dla j < s oraz Juy = aug + bv,, Jv, = avy — bu,. Tak wiec w bazie (uy, vy, ..., ug, Vs)
przestrzeni C*, macierza przeksztalcenia Ly jest J®(),2s). O

Twierdzenie 1. ™ Rzeczywista macierz kwadratowa jest nad R podobna do pewnej

uogdlnionej macierzy Jordana. (Réwnowaznie: w pewnej bazie, macierz operatora na
rzeczywistej przestrzeni wektorowej jest uogdlniong macierzq Jordana.)
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Dowod. Ustalmy macierz A € M (R). Jest ona nad C podobna do macierzy Jordana
J =diag(Jy,...,J,), gdzie J; = J(\;, s;) dla pewnych si,...,s, € Noraz Ay, ..., A\, € C.
Mozemy oczywiscie wartosci A\; uporzadkowac tak, by A; € R < j < p dla pewnego p <
q (dopuszczamy mozliwogé p = 1). Poniewaz macierz A jest podobna do macierzy J, a A

ma wyrazy rzeczywiste, wiecc A = A izaréwno J, jak i J sa postaciami Jordana macierzy
A. 7 jednoznacznosci tej postaci wynika, ze cigg klatek Jy, ..., J, tylko kolejnoscig rozni
sie od ciagu J1, ..., J_q Dowolna klatka Jordana J; pojawia sie wiec w nim doktadnie tyle
razy, co klatka J;. Przy odpowiednim uporzadkowaniu par (), sp), ..., (g, 8,) mamy
wiec dla pewnego 7 :

J= diag(.]l, ceey ']p—17 pr']_p) ceey JT,J_T)

Z lematu, zastosowanego do kazdej z macierzy diag(J j,.]_j), gdzie p < j < r, wynika, ze
macierz A jest nad C podobna do macierzy diag(Jy, ..., Jp—1, J®(Np, 8p); oy TX(Ar, 81)).
Jest wiec tak i nad R, na mocy twierdzenia 1 w §1.6. [J

Zadanie 1. ** Uogolniona macierz Jordana, podobna do zadanej macierzy rzeczywistej,
jest jedyna, z doktadnoscia do kolejnosci uogélnionych jordanowskich klatek.

§ 5. * Proba podsumowania: skad ,teoria spektralna” w tytule rozdzialu?

Przy okazji badania macierzy operatorow ustaliliémy, ze niejednokrotnie omal pelna in-
formacja o operatorze L € L(V') przekazywana jest przez wlasnosci jego widma spec(L).
Ma bowiem miejsce

Whniosek 1. a) Z doktadnosciq do podobieristwa, operator diagonalizowalny L jest wy-
znaczony przez swoj wielomian charakterystyczny xr .

b) Z doktadnosciq do podobieristwa, operator L € L(V) o catkowicie rozktadalnym
wielomianie charakterystycznym jest wyznaczony przez skoniczenie wiele liczb rk(L —
A", gdzie 1 <n < dim(V) i A € spec(L).

c) Z doktadnoscig do podobienstwa unitarnego, operator normalny L na zespolonej
lub rzeczywistej przestrzeni unitarne) jest wyznaczony przez wielomian Xr,.

By uzasadni¢ a) wystarczy zauwazy¢, ze z doktadnoscia do podobienstwa, operator
diagonalizowalny jest wyznaczony przez swa macierz w bazie diagonalizujacej (patrz
wniosek 1 w §1.3), a ta z doktadnoscia do podobieristwa jest wyznaczona przez wie-
lomian y; patrz uwaga 5 w §2.2 i przyklad 1 w §1.3. By uzasadni¢ b) wystarczy
ponadto uwzgledni¢ twierdzenie 2 z §4.1, a dla ¢) uwzgledni¢ twierdzenie Toeplitza z
§3.2. Przytoczone wyniki i ich dowody pozwalaja nawet dokladnie opisa¢ postaé¢ ma-
cierzy ,kanonicznego” operatora F*¥ — F* podobnego do L; posta¢ ta zalezy tylko od
wymienionych we wniosku niezmiennikéw, wyznaczonych przez wlasnosci widma. Teoria
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spektralna dotyczy wyrazania wtasnosci operatorow przez takie niezmienniki. Badajac
macierze operatorow zaawansowaliSmy ja znacznie i wiekszos¢ rezultatow tego rozdziatu
do niej nalezy.

Dla przyktadu, uogélnione twierdzenie Eulera z §3.3 pozornie dotyczy wlasnosci orto-
gonalnych przeksztatcen przestrzeni euklidesowej. Zauwazmy jednak, ze katy wystepu-
jacych w nim obrotéw plaszczyzn, jak rowniez postaé pozostatych operatorow, dziataja-
cych na prostej, sg wyznaczone (pomijajac kolejnosé) przez wartosci wlasne operatora L
i ich krotnosci. Z doktadnoscia do podobienstwa ortogonalnego, twierdzenie to opisuje
wiec jednoznacznie operator ortogonalny L przez jego widmo. Podobnie jest z opisem
operatoréw symetrycznych w twierdzeniu 1 z §3.3.

Z tych wzgledow wyniki §8§3.2 1 3.3, wzbogacone o powyzsze uwagi, bywaja nazywane
Jtwierdzeniami spektralnymi” (odpowiednio: dla operatoréw ortogonalnych i operatorow
symetrycznych na przestrzeni euklidesowej, a takze dla n.p. operatorow normalnych czy
hermitowskich na zespolonej przestrzeni unitarnej).

Zasadniczego znaczenia teoria spektralna nabiera, gdy badamy operatory na prze-
strzeniach nieskonczonego wymiaru. Wykorzystanie macierzy, nawet nieskornczonych,
okazuje sie wtedy niewystarczajace. Duza role odgrywa natomiast mozliwos¢ okreslenia
funkcji operatora, ktorag w jezyku macierzy rozwineliSmy w §§2.3, 3.4 1 4.2.

§ 6. Przewodnik.

skopiowany z wywieszki dla potoku ,zwyczajnego”.
Wyniki tego rozdziatu sa wazne i powinny by¢ dobrze przyswojone. Moge wynotowac
pewne wybijajace sie hasta:

1. (§1.1-1.4, lecz wazne przyktady tez w uwadze 1c),d) z §3.2.)

Podobieristwo macierzy i przeksztalceri (unitarne i ,zwykte”). Przyktady wtasno-
Sci, niezmienniczych wzgledem podobienistwa zwyklego wzgl. unitarnego (macierzy czy
przeksztatcenl). Podobieristwo a zapis operatora w bazie. Wielomian charakterystyczny
macierzy i operatora; poprawnos¢ definicji.

2. (82.1, wlacznie z koncowymi zadaniami 1 — 3; §2.2 1 2.3.)

Wartosci wtasne. Podprzestrzenie wlasne i ich niezaleznos¢. Warunki konieczne i do-
stateczne diagonalizowalno$ci macierzy wzgl. operatoréow, wyrazone w terminach prze-
strzeni wlasnych czy wektoréow wlasnych. Ewaluacja funkcji na macierzy diagonalizo-
walnej.

3. (§3.1-3.3 i 3.5; fragmenty §3.4.)

Diagonalizacja unitarna i ortogonalno$¢ podprzestrzeni wlasnych operatoréw /macierzy
unitarnie diagonalizowalnych. Charakteryzacja zespolonych macierzy unitarnie diagona-
lizowalnych (jako normalnych) i rzeczywistych macierzy ortogonalnie diagonalizowalnych
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(jako symetrycznych); rownowazne sformutowania dla operatoréw. Twierdzenie Schura

Y

z §3.5 — wersja dla macierzy i dla operatoréow.

4. (§4.)

Sformutowanie twierdzenia Jordana (wersja dla macierzy i dla operatorow; rownowaz-
nos¢ tych wersji). Sposoéb wyznaczania postaci Jordana i jej jednoznacznosé. Zastosowa-
nie postaci Jordana do ewaluacji, na macierzy, wielomianéw i funkcji bardziej ogblnych.
Podprzestrzenie niezmiennicze i ich proste wtasno$ci. Umiejetnosé znajdywania bazy
Jordana dla matych wymiaréw metodami ,ad hoc” lub opisanymi w §4.5.

Uwaga 1. Pewne fragmenty dowodow byty relegowane do ,zadan” (nie chodzi o uzu-
pehiajace czy z gwiazdka). Nalezy je rozwiazywaé, by sprawdzaé¢ rozumienie tego, o
czym mowa. (Cze$¢ byta zreszta rozwiazana na wyktadzie lub éwiczeniach.)



