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IV. WYZNACZNIK

§ 1. Wyznacznik a operacje elementarne.
1. Wilasnosci charakteryzujace wyznacznik i ich pierwsze konsekwencje.

Niech dane bedg ciato F i liczba naturalna k; gdy nie zaznaczono inaczej, rozwazane w tym paragrafie
macierze sa rozmiaru k X k i maja wyrazy w . Naszym najblizszym celem jest udowodnienie poniz-
szego twierdzenia i ustalenie pewnych jego konsekwencji:

Twierdzenie 1 (o istnieniu i charakteryzacji wyznacznika, wersja pierwsza). Istnieje jedyna funkcja
det : My — F o nastepujgcych wtasnosciach:

i) det(I) = 1;

i1) jesli w macierzy A € My do dowolnego wiersza dodamy inny jej wiersz, pomnozony przez
skalar, to otrzymamy macierz B dla ktdorej det(B) = det(A);

iii) jesli w macierzy A € My dowolny wiersz pomnozymy przez skalar ¢, to otrzymamy macierz

B, dla ktorej det(B) = ¢ - det(A).

Funkcje te nazywaé¢ bedziemy wyznacznikiem (po angielsku: ,determinant”); skalar det(A)
oznaczany tez bedzie przez |A|. Wyznacznik odgrywa niezmiernie wazna role w algebrze liniowej i
geometrii: umozliwia podanie wzoréw na rozwiazania pewnych uktadéw réwnan, odwrotno$é macie-
rzy, objeto$é¢ wielowymiarowych wieloscianéw, iloczyn wektorowy; przy jego pomocy ustala¢ mozna
rownania i znajdowaé wielomiany dajace podstawowe informacje o rozwazanych obiektach algebra-
icznych (np. macierzach) badz geometrycznych. (Nie wyczerpuje to wszystkich zastosowan, a tylko
daje pewien przeglad tych, ktore sa dyskutowane dalej.)

Warunki ii) oraz i) traktowane sa jako implikacje, tzn. zakladamy, Ze sa spelnione dla kazdej
macierzy A € My () i kazdego skalara; nie odnotowujemy jednak kwantyfikatorow w tych i dalszych
podobnych warunkach, by uczyni¢ je zwiezlejszymi. Jednoznaczno$é¢ wyznacznika, ktoéra udowodnimy
w pierwszej kolejnosci, nalezy rozumieé tak, ze jesli funkcja d : My — F spelnia warunki i) — 4i)
przy det zastapionym przez d, to d(A) = det(A) dla kazdej macierzy A € M.

Zadanie 1. Niech funkcja d spelnia warunek 7).
a) Gdy pewien wiersz macierzy A jest zerowy, to d(A) = 0.
b) Gdy macierz A jest diagonalna i d(I) =1, to d(A) =[5, as.

Dowdd jednoznacznosci wyznacznika. Ustalmy funkcje det i d spelniajace zadane warunki i niech
A € M. Doprowadzmy macierz A do postaci zredukowanej N ciggiem wierszowych operacji elemen-
tarnych typu (I) i (IT) (patrz lematy 112 w §I1.1.2). Niech bedzie to ciag A = A; — ... - A, = N.
Wobec whasnosci (ii) oraz (iii), dla kazdego i = 2, ..., s istnieje skalar ¢; € F \ {0} taki, ze

d(Al) =C; d(Az—1> oraz det(AJ =C; det(Ai_l).
Stad przy ¢ :=1/]], ¢; zachodzi ¢ # 0 i
d(A) =c- d(N) oraz det(A) = c- det(IN)

Sa tylko dwie mozliwosci: albo pewien wiersz macierzy N jest zerowy, i wtedy d(N) = det(N) =0
na mocy zadania 1, albo N =1, i wtedy d(N) = det(N) = 1 na mocy wtlasnosci (i). Zatem zawsze
d(IN) = det(N) i stad d(A) =det(A). O

Wykazalismy jedynos$é funkcji spetniajacej zadane warunki; nie dowiedliémy jednak jej istnienia.
Uczynimy to dopiero w §2, a wpierw ustalimy pewne konsekwencje wtasnosci i), ii) oraz iii). Do §2.2
zaktadamy, ze funkcja det istnieje.
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Wniosek 1. Jesli funkcja d: My — F spelnia warunki ii) oraz iii) (lecz niekoniecznie i)), to jest
proporcjonalna do wyznacznika, tzn. d(A) = det(A) - d(I) dla A € M.

Dowo6d. Przy poprzednich oznaczeniach, d(A) = det(A) = 0 gdy N # I, a w przeciwnym razie
d(A) =c- d(I)idet(A) =c. Stad d(A) =det(A) d(I) dla A € M.

Ponadto, prawdziwe sa nastepujace wazne twierdzenia:
Twierdzenie 2. Macierz A € My, jest osobliwa wtedy i tylko wtedy, gdy det(A) = 0.
Dowdd. Jak wykazalismy, (det(A) = 0) < (N # I), gdzie N jest postacia zredukowana macierzy A.
Twierdzenie 3 (Cauchy’ego). det(AB) = det(A)det(B) dla A,B € M.

Dowod. Ustalmy B i niech d(A) := det(AB) dla A € M. Wowezas d(I) = det(B), wiec na mocy
wniosku 1 pozostaje dowies¢, ze funkcja d ma wtasnosci ii) oraz iii).

Jednak gdy wykonanie danej wierszowej operacji prowadzi od A do A’, to prowadzi tez od AB
do A’B — bo dla dowolnej macierzy X € M prowadzi od X do EX, gdzie E € M} nie zalezy od
X, zas E(AB) = (EA)B = A’B. (Patrz §11.4.3.) Powoduje to, ze gdy operacja jest typu (I), to

d(A’) = det(A’B) = det(AB) = d(A), a gdy jest pomnozeniem pewnego wiersza przez ¢, to w ten
sam sposob d(A’) =c¢- d(A).

Whiosek 2. Gdy A jest macierzq nieosobliwg, to det(A™")det(A) =1. O
Zakonczmy ten punkt dowodzac dalszych dwoéch wlasnosci wyznacznika.

Stwierdzenie 1. Funkcja det ma tez nastepujgce wltasnosci:

iv) jesli w macierzy A € My, zamienimy miejscami dwa wiersze, to otrzymamy macierz B, dla
ktorej det(B) = —det(A);

v) jesli macierz A € My, ma dwa wiersze takie same, to det(A) = 0.

Dowod. Ad iv). Zalézmy dla prostoty, ze zamieniane sa wiersze o numerach 1 i 2. Ciag operacji

A A, 21 A, 1+l Aj prowadzi od A do macierzy rézniacej sie od B tylko znakiem drugiego

wiersza. Z wlasnosci i) oraz iii) wynika wiec, ze det(A) = det(Asz) = — det(B).
Ad v). Odejmijmy jeden z rozwazanych wierszy od drugiego; otrzymamy macierz A’ o wierszu
zerowym. Stad det(A) = det(A’) = 0 na mocy zadania 1 i wlasnosci 7). OJ

Zadanie 2. a) Wykonujac kilkukrotnie operacje dodawania do wiersza krotnosci innego, uzyska¢
zmiane znaku dwoch wierszy rozwazanej macierzy.

b) Czy mozna w ten sposob zamieni¢ miejscami dwa wiersze macierzy jednostkowej? Zmieni¢
znak jednego jej wiersza? (Odpowiedz zalezy od tego, czy 1p + 1p = Op.)

2. Wyznacznik macierzy tréjkatnej lub transponowanej.
Twierdzenie 1. Wyznacznik trojkatne; macierzy A € My, jest rowny Hle ;-

Dow6d. Wobec zadania 1 z p.1 wystarcza macierz A przeprowadzi¢ operacjami wierszowymi typu
(I) w taka, ktora ma niezmieniona przekatna i jest diagonalna lub ma pewien wiersz zerowy. Wy-
korzystamy do tego indukcje wzgledem k. Gdy macierz A jest dolnie trojkatna, to dla a;; = 0 nie
ma czego dowodzié, a dla ay; # 0 odejmujemy odpowiednie wielokrotnosci wiersza 1 od pozostatych,
uzyskujac a;; = 0 dla ¢ > 1, po czym stosujemy zalozenie indukcyjne do klatki powstalej z A’ przez
wykreslenie pierwszego wiersza i kolumny. Gdy macierz A jest gornie trojkatna nalezy wyzej aiq
zastapié przez air, a pierwsza kolumne i wiersz przez ostatnie. [J

Sprawdzmy, jak wykonanie operacji kolumnowej typu (I) wplywa na wyznacznik.
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Lemat 1. Jesli w macierzy A € My, do pewnej kolumny dodamy do inng, pomnozong przez skalar,
to otrzymamy macierz B, dla ktorej det(B) = det(A).

Dowdéd. Mamy B = AE, gdzie E oznacza macierz powstata przez wykonanie rozwazanej operacji
na macierzy I. (Patrz twierdzenie 1b) w §11.4.3.) Jest widoczne, ze macierz E jest trojkatna i ma
wylacznie jedynki na przekatnej. Stad det(E) = 1 i ostatecznie det(B) = det(A) det(E) = det(A)
na mocy twierdzenia Cauchy’ego. [

Twierdzenie 2. det(A) = det(A") dla kazdej macierzy A € M.

Dow6d. Dla macierzy trojkatnej zadana réwnosé wynika z twierdzenia 1.

W ogélnym przypadku przeprowadzmy A w macierz schodkowa B przy pomocy ciagu elemen-
tarnych operacji wierszowych typu (I); odpowiadajacy mu ciag operacji kolumnowych przeprowadza
A' w B'. 7 wlasnosci i) i lematu wynika wiec, ze det(A) = det(B) i det(A') = det(B'), a z
powyzszego przypadku szczegolnego — ze det(B) = det(B?). (Zauwazmy, ze macierz schodkowa jest
trojkatna.) Stad teza. O

Wyznacznik macierzy obliczy¢ wiec mozna przez sprowadzenie jej operacjami wierszowymi lub
kolumnowymi do postaci schodkowe;.

2 4 6
Przyklad 1. Niech A = 0 2 —1 | By obliczy¢ det(A), doprowadzimy A do postaci schodko-
-3 3 3
wej, uwzgledniajac przy kazdej operacji wlasnosei i) — v):
2 4 6 1 2 3 1 2 3
det 0 2 —1 | =2det 0 2 -1 | =2det| 0 2 -1 | =
-3 3 3 -3 3 3 0 9 12
1 2 3 1 2 3
—4det| 01 —0,5 | =4det| 0 1 —0,5 | =4-1-1-16,5=66. [
09 12 0 0 16,5

Podkreslmy, ze wszystkie udowodnione rezultaty maja w tej chwili jedynie warunkowy charakter:
jesli funkcja o wtasnosciach i), ii) oraz iii) istnieje, to ma i dalsze wymienione wtasnosci, a war-
tos¢ jej obliczy¢ mozna w opisany sposob. Zaradzimy tej warunkowosci dopiero dowodzac istnienia
wyznacznika.

Zadanie 1. Gdy klatki P i Q sa kwadratowe, a jedna z klatek X,Y jest zerowa, to wyznacznik
P Y |. . . ) .
X Q } jest rowny iloczynowi det(P) det(Q). (Wskazowka: gdy X = 0 sprowadzi¢ klatki
P i Q do postaci schodkowej operacjami typu (I). Gdy Y = 0 przejs¢ do macierzy transponowane;j.)

macierzy [

Zadanie uzupetniajace 1. Niech funkcja d : My — F bedzie multyplikatywna (czyli taka, ze
d(AB) = d(A)- d(B) dla A,B € My). Dowies¢, ze jesli d(A) =[], a; dla trojkatnych macierzy
A € My, to d = det. (Wskazowka: macierze elementarne.)

Problem 1. a) Nadal, niech funkcja d: My — F bedzie multyplikatywna. Dowies¢ istnienia takiej
multyplikatywnej funkcji ¢ : F — F, ze d = ¢ o det.

b) Gdy F = R dowies¢, ze jesli powyzsza funkcja ¢ jest ciagla, to jest zerowa lub dla pewnego
a > 0 jest postaci t — [t|* lub ¢ — [t|*Sgn(t).

Zadania ze zbioru Kostrykina: §1.3.3, §1.3.5, §1.3.7.
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§ 2. Istnienie wyznacznika. Wyznacznik jako wieloliniowa i alternujaca
funkcja wierszy macierzy.

1. Dygresja o funkcjach antysymetrycznych, wieloliniowych i alternujacych.

Niekiedy wygodnie bedzie na det patrzeé¢ jako na funkcje uktadu wektoréw v, ..., v, € F¥, okreslong
tak: det(vy,...,vg) := det(A), gdzie A to macierz o pierwszym wierszu vy, drugim vs, itd. Méwimy
tez wtedy, ze wyznacznik traktujemy jako funkcje wierszy macierzy. By nazwaé¢ wtasnosci tej funkcji
wprowadzimy dwie definicje.

Definicja. Niech X* = X x X x --- x X oznacza iloczyn kartezjanski k egzemplarzy pewnego zbioru
X. O funkcji f: X¥ — F powiemy, ze jest:

alternujaca, jesli f(x1,...,2;) = 0 dla kazdego ciagu (z1,...,7) € X*, majacego dwa wyrazy
rowne (tzn. takiego, ze x; = x; dla pewnych i # j),

antysymetryczna, jesli f(zy,...,xx) = —f(2], ..., x}) dla kazdych ciagow ()%, ()5, € XF* 7z
ktorych jeden otrzymano przez zamiane w drugim dwoéch wyrazow miejscami.

Whniosek 1. Wyznacznik jest antysymetryczng @ alternujgcq funkcjg wierszy macierzy.

Dowod. Moéwia o tym whasnosei (iv) i (v). O

Definicja. Niech V bedzie przestrzenia wektorowa. Funkcje f : V¥ — F nazwiemy wieloliniowa (lub:
k-liniowa, gdy zaznaczy¢ chcemy wartosé k), jesli jest ona liniowa wzgledem kazdego argumentu
przy ustalonych pozostatych, tzn. jesli dla i < ki vy, ..v;_1, Vi1, ..., vi € V, funkcja

d(V) = f(vi, s Vi1, V,Vig1, ..., Vi) dla vevV
spelnia warunek
p(u+cew) = ¢(u) + cp(w) dla wszystkich u,w eV i ceF.
Stwierdzenie 1. Funkcja d: My — F, ktora spetnia warunek d(1) =1 i jest, jako funkcja wierszy
macierzy, wieloliniowa i alternujgca, spetnia warunki (i), (ii) oraz (iii). (Tu, k > 2.)

Dowod. Warunek (i) zalozono, a (iii) wynika z wieloliniowosci. By dowies¢ (ii) oznaczmy kolejne
wiersze macierzy A przez ai,...,a; i niech B bedzie macierza otrzymana z A przez dodanie c—
krotnosci jej wiersza ay do wiersza a;. Przyjmujac dla prostoty oznaczen s = 1,¢ = 2 uzyskujemy

d(aj, ca; + ag, as,...,ay) = ¢+ d(a,a,as,...,ay) + d(a,as,as,...,ap) = d(ay,...,ax),

co oznacza zadana rownos¢ d(B) = d(A). O
Zadanie 1. Jedli 1p + 1p # Op i funkcja f : X*¥ — T jest antysymetryczna, to jest alternujaca.

Zadanie 2. By funkcja f : X* — F byla antysymetryczna wystarcza, by spetniala warunek definiu-
jacy te funkcje, lecz ze stowami ,,dwoch wyrazow” zastapionymi przez ,kolejnych dwoch wyrazow”.

Nasz dalszy plan jest taki, by istnienia wyznacznika dowie$é¢ w oparciu o stwierdzenie 1. Najpierw

jednak musimy dowie$¢ istnienia jakiejkolwiek niezerowej funkcji antysymetrycznej k£ zmiennych.

Lemat 1. Niech X = {1,....k} i uo(z1, ..., %) = [l1cicjp(2y — 23) dla 21, .2 € X Wowczas
ug : X¥ — R jest funkcjg antysymetryczng.
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') otrzymano z (x;) przez zamiane xg

Dowo6d. Wobec zadania 2 wystarczy dowiesé, ze ze gdy («)
Z Tsy1, to up(x),...,x}) = —uo(xy,...,x;). Nietrudno jednak zauwazy¢, ze liczba ujemnych roznic

2 —a; (i < j) o jeden rézni si¢ od liczby takich réznic z; — ;. B
Wykorzystamy tez to, jak permutowanie argumentéw zmienia wartos¢ funkcji antysymetryczne;j.

Definicja. Permutacja zbioru X nazywamy kazde réznowartosciowe przeksztalcenie zbioru X na X.
Zbior wszystkich permutacji zbioru X oznaczamy przez Sx, a gdy X = {1,...,n} —przez S,,. Permu-
tacje 0,7 € Sx mozemy sktadaé: (o o7)(x) := o(7(z)) dla x € X, przy czym czesto zamiast o o 7
piszemy o7, a ztozenie permutacji nazywamy ich iloczynem.

Permutacje 0 € Sy nazywamy cyklem dlugosci s, jesli istnieja rozne elementy xq,...,x5s € X
takie, ze o dziala nastepujaco: x; — 29 — ... — x, — xy oraz ¢ — z dlax € X \ {x1,..., x5}
Piszemy wtedy o = (x1, 2, ..., xs); gdy s = 2, cykl nazywamy transpozycja. Okazuje sie, ze kazda
permutacja skoriczonego zbioru jest iloczynem cykli, a cykl dtugosci s —iloczynem s — 1 transpozycji.

Zadanie 3. Udowodnié to.

Twierdzenie 1. Istnieje jedyna funkcja Sgn : S,, — {+, —} taka, zZe dla kazdej permutacji o € S,, i
kazdej funkcji antysymetrycznej u : X™ — F zachodzi rownosé

UW(To(1), s To(n)) = Og0(0)u(21, ..., 2,) dla zy,..., 2, € X. (1)
Ponadto, Sgn(o) = (—1)° gdy o jest ztozeniem s transpozycji.

Dowdd. Niech permutacja ¢ € S,, bedzie ztozeniem s transpozycji. Dla kazdej antysymetrycznej
funkcji u : X™ — F otrzymujemy wtedy

UW(To(1), s Tomy) = (1) u(z, .. 2,) dla 24,2, € X. (2)

Czynnik (—1)® po prawej stronie jest niezalezny od rozwazanej funkcji u; traktujemy go przy tym
jako odpowiedni znak 4, niezalezny i od ciata F.

Obierzmy wiec za u funkcje ug z lematu 1. Poniewaz liczba ¢ = ug(1,2, ..., k) jest niezerowa, wiec
otrzymana réwnosé (—1)%c = ug(o(1), ..., 0(k)) dowodzi, ze znak (—1)* zalezy tylko od permutacji o
(a nie od reprezentacji o w postaci iloczynu transpozycji). O

Whiosek 2. Gdy o € S,, jest iloczynem cykli diugosci ky, ..., ky, odpowiednio, to Sgn(o) = (—1)PT>i=1ki,

Dowdd. o jest ztozeniem s transpozycji dla s = XP_ (k; — 1), patrz zadanie 3.

Twierdzenie 2. Sgn(o7) = Sgn(o)Sgn(7) dla 0,7 € S,,, i analogicznie dla iloczynu wiekszej liczby
permutacji. W szczegdlnosci, Sgn(o~') = Sgn(o).

Dowdd. Niech o bedzie ztozeniem s transpozycji, a 7 ztozeniem ¢ transpozycji. Wowczas o7 jest
zlozeniem s + ¢ transpozycji, skad Sgn(o7) = (—1)*** = (=1)*(—1)" = Sgn(c)Sgn(7). Dla 7 := ¢!
daje to rownosé Sgn(c~!) = Sgn(c), bo Sgn(c) = £1 1 Sgn(1) = +1. O

Zadanie uzupekiajace 1. Gdy wieloliniowa funkcja f : V¥ — F spetnia warunek f(vi,...,vx) = 0 dla
ciagow (Vi)i-“:1 € V¥ majacych dwa kolejne wyrazy réwne, to jest ona alternujaca i antysymetryczna.

Zadanie uzupetniajace 2. Przestawieniem dla permutacji o € S,, nazywamy kazda pare liczb (i, j)
taka, ze 1 <i < j<mio(i) > o(j). Dowies¢, ze Sgn(o) = (—1)P, gdzie p to liczba przestawien dla o.

Zadanie uzupetniajace 3. Niech permutacja m € Sj.; przeprowadza liczby 1, ...,k odpowiednio na
I+1,..,l+kak+1,.. k+Inal,..l[l Dowies¢, ze Sgn(r) = (—1)*.
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2. Istnienie wyznacznika i jego nowa charakteryzacja.

Przejdzmy do dowodu istnienia funkcji det z p.1.

Definicja. Dla funkcji f : X* — F, gdzie X jest dowolnym zbiorem i k € {2,3..., }, przyjmujemy

f(:cl, ey X)) = Z Sgn(7) f(zr1y, -or Tagey) dla 2y, .., 2 € X, (3)

TESE

Oczywiscie fjest funkcjg z X* do IF, a takze f: Y nes, Sen(m) - (f o), gdzie dla permutacji m € S
i(xy,...,x%) € X* przyjmujemy (21, s T) = (Tr(1)s s Tr(k))-

-~

Przyktad 1. Gdy k = 2, to f(z1,22) = f(x1,22) — f(xa, 21).

Zadanie 1. 7 : V¥ — V¥ jest bijekcjg i dla 7,0 € S, zachodzi 70 = T o 7.
Twierdzenie 1. Wzdr (3) definiuje antysymetryczq i alternujgcq funkcje fA: Xk = F.

Dowdd. By dowie$¢ antysymetrii zauwazamy, ze gdy o € Sy, to piszac dla krotkosci €, w miejsce
Sgn(7) mamy

]?052 <257r'(fo%>) 00 = Z€W'<fo7’?05): 25071-57“,-(][07?5)

TESK TESK TESE

Korzystajac z zadania 1 1 zastepujac o o przez 7 pod znakiem sumy stwierdzamy, ze on 0=¢4-" f,
co oznacza antysymetrie funkcji f. R

Gdy 1 + 1y # Op, to z antysymetrii wynika juz, ze funkcja f jest alternujaca; patrz zad. 1 w
p.1. Dla zainteresowanych podamy dowdd, stuszny w ogélnym przypadku. Niech z = (z;)%, € V*
bedzie ciagiem takim, ze z; = x; dla pewnych s < ¢, i niech 7 oznacza transpozycje (s,t). Przy Sf
oznaczajacym zbior permutacji odpowiedniego znaku mamy wtedy m € S} <7w o7 € S, skad

flay= Y f@@) =) f@oT(x) =) f(@x)- D f(@x) (bo7(x)=uz).
TeS) reS) reS) res)

Tak wiec f(xl, v, x) =0 gdy xs = z, dla pewnych s < ¢, co konczy dowod. O
Uwaga 1. Gdy X =V jest przestrzenig liniowg i funkcja f : V¥ — T jest wieloliniowa, to i funkcja
f: V¥ — T jest taka. Wynika to stad, ze jest ona kombinacja wieloliniowych funkcji f o 7.

Traktujmy teraz funkcje M, — T, zadana wzorem f(A) := ajjass...ax, jako funkcje wierszy
macierzy —a wiec jako funkcje z V¥ do IF, gdzie V = F*. Oczywiscie, jest ona liniowa ze wzgledu na
kazdy z wierszy, przy ustalonych pozostatych. Odpowiadajaca jej funkcja f jest zadana wzorem

A~ Z Sgn(7)ar(1)1---Greyr dla A € My, (4)

TESK

Na podstawie twierdzenia i uwagi, jako funkcja wierszy macierzy jest ona wieloliniowa i alternujaca.
Stad i ze stwierdzenia 1 w p.1 wynika, ze wzor (4) mozna przyjac¢ jako definicje wyznacznika.
Uwaga 2. Tym samym, zakonczony zostal dowodd twierdzenia 1 z p.1. Okazalo sie tez, ze procz
wlasnosci rozwazanych w §1.1, wyznacznik ma nastepujaca wtasnosé, wynikajaca z jego liniowosci ze
wzgledu na kazdy wiersz, przy ustalonych pozostatych:

vi) jesli, dla pewnego i, wiersz i—ty macierzy B € M, jest suma i-tych wierszy macierzy A i A/,
a poza tym wierszem te 3 macierze sa rowne, to |B| = |A|+|A’].
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Twierdzenie 2 (o charakteryzacji wyznacznika, wersja druga). Wyznacznik jest jedyng funkcjq
My, — F, ktdra jest unormowana (tzn. na macierzy Iy przyjmuje warto$é 1) i jako funkcja wierszy
macierzy jest wieloliniowa 1 alternujgca.

Rownowaznie: det : My — F jest jedyng funkcjqg o wltasnosciach i),iii), v),vi).

Dowdd. Jak wykazano, wyznacznik ma wymienione wlasnosci. Te zas implikuja wlasnosci i) — ii),
charakteryzujace wyznacznik. (Z zadania uzupelniajacego 1 w p.1 wynika, ze jest tak nawet, gdy
wlasnos¢ v) ostabi¢, rozwazajac w niej tylko kolejne dwa wiersze.) O

Twierdzenie 3. Wyznacznik zachowa wtasnosci od i) do vi), gdy w ich sformutowaniach wiersze
zastqpic¢ kolumnami. Obie wezesniejsze charakteryzacje wyznacznika tez pozostang wtedy prawdziwe.

Dowo6d. Rozpatrzymy tylko wlasnosé vi) i jej zmieniony odpowiednik, ktory oznaczymy przez vi').
Jesli macierze A, A’ i B pozostaja ze soba w zwiazku opisanym w vi'), to transponujac je otrzymamy
macierze pozostajace ze soba w zwiazku opisanym w vi). Stad |B| = |A|+|A’| na podstawie wlasnosci
vi) 1 twierdzenia 2 w §1.2. Rozumowanie w pozostatych przypadkach jest analogiczne. B

Uwaga 3. Z (4) wynika, ze det(A) = ajjas — a12a9; dla A € M, oraz
det(A) = 11022033 + 12023031 + Q13021032 — Q13022031 — Q11023032 — 12021033 dla A € Ms.

Ostatni wzor mozna tatwo zapamieta¢ postugujac sie nastepujacym ,schematem Sarrusa” (dla oszcze-
dzenia miejsca, wyrazy reprezentujemy przez ich wskazniki):
NN o
11 12 13|11 12 Do 3 x 3-macierzy dopisujemy jej dwie pierwsze kolumny
i sumujemy 6 iloczynoéw wszystkich uktadow 3 wyrazow,
21 22 23|21 22 rozmieszezonych réwnolegle do ktorejs z przekatnych;
kazdy iloczyn opatrzony jest zaznaczonym znakiem +

31 32 33|31 32 b —

Zadanie 2. Dla zespolonej macierzy kwadratowej A = (a;;) przyjmijmy A = (a;;). Udowodnié, ze

liczby zespolone det(A) i det(A) sa wzajemnie sprzezone.

Zadania uzupelniajace.

1. a) Niech funkcje f; : R — R (i = 1,..,n), posiadajace pochodne f;o) = fj,fi(l), s fi(n_l), beda
liniowo zalezne. Udowodni¢, ze wyznacznik macierzy o kolumnach ( fl(j ) (t), ..., ) ) (=0,..,n—1)
jest rowny 0, dla kazdego ¢t € R. (Wyznacznik ten nazywany jest wronskianem funkcji fi, ..., fn,
od M. Hoehne-Wronskiego, polskiego matematyka z potowy 19 w.)

b) Wykorzystaé¢ to do dowodu niezaleznosci funkcji e, €2, €3,

2. Gdy P i Q sa rzeczywistymi macierzami kwadratowymi tego samego stopnia, to wyznacznik
-Q
Q P

lumnowych operacji typu (I), przeprowadzi¢ macierz {

{P+Qi 0 1)
Q P-Qil

jest rowny |det(P + Qi)[%. (Wskazowka: przy pomocy wierszowych i ko-
—Q]W{P+w Pi—Q

macierzy [

P
Q P Q p ,atew
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3. Gdy 1 + 1r # O, to twierdzenie 2 zostanie stuszne po zmianie warunku (v) na (iv); wynika to z
zadania 1 w p.1.

Dla F = Z, poda¢ przyktad réznej od wyznacznika funkcji Ms(F) — T, ktora jest antysyme-
tryczna, unormowana i wieloliniowa.

Zadania ze zbioru Kostrykina: §1.3.2, §1.1.3.

§ 3. Rozwiniecia wyznacznika.

W dalszej czesci, wyznacznik macierzy A bedziemy wymiennie oznaczaé przez det(A) i |A].

1. Rozwiniecie Laplace’a.

Niejednokrotnie bedziemy mieli do czynienie z wyznacznikami kwadratowych podmacierzy rozwaza-
nej macierzy; nazywamy je jej minorami. Na minor przenosimy nazwy tyczace sie¢ podmacierzy,
ktorej jest wyznacznikiem. (Mowimy wiec o stopniu czy rozmiarze minora, o tym, przez jakie wiersze
i kolumny jest wyznaczony, itp.) W tym punkcie ustalone beda zwiazki pomiedzy wyznacznikiem
macierzy a pewnymi jej minorami.

Definicja. Niech A = (a;;);; € Mj. Macierza dopeliajaca wyrazu a;; nazywamy macierz,
otrzymang z A przez wykreslenie i-tego wiersza i j—tej kolumny. Macierz t¢ oznaczamy A,;.

Twierdzenie 1 (Laplace’a). Dia A € M, i n=1,...,k prawdziwe sq wzory:

k k
Al = (D) an|Ayl oraz [A] =) (=1)" Al
j=1 i=1
Dowo6d. Druga rownosé wynika z pierwszej, gdy odnies¢ ja do macierzy C := A'. (Jest tak, bo

Cin = Aniy, |Cin| = |AL;| = |Au] 1 |C| = |Al; patrz twierdzenie 2 w §1.2.) Zajmiemy sie wiec tylko
pierwsza rownoscia.

Niech wpierw n = 1 i wiersz pierwszy ma tylko jeden wyraz niezerowy, powiedzmy s—ty. Zadana
réwnosé wtedy sprowadza sie do nastepujacej: |A| = (—=1)"a|As|. Gdy s = 1, to ta ostatnia
wynika z zadania 1 w §1.2. Gdy s > 1, to stosujemy indukcje, zamieniajac kolumne s-ta z po-
przedzajaca. Otrzymamy macierz A’ taka, ze |A'| = —|A| i1 A} ,_; = Ais; pozostaje wiec do niej
zastosowaé zalozenie indukcyjne.

Gdy zas nadal n = 1, lecz pierwszy wiersz jest dowolny, to przedstawiamy go w postaci ) ais€s
i wykorzystujemy liniowos¢ wyznacznika wzgledem pierwszego wiersza, przy ustalonych pozostatych.
Otrzymujemy |A| = Z’;Zl |Ag|, gdzie macierz A, powstaje z A przez zastapienie jej pierwszego
wiersza wierszem ajses. Stosujac do Ag udowodniona tozsamosé uzyskujemy zadana rownosé |A| =
S(=1) P an] Ayl

Wreszcie gdy n > 1, to podobnie wykorzystujemy indukcje, zamieniaja wiersz n-ty z poprzedza-
jacym i korzystajac z tego, ze otrzymana macierz B spelnia warunki [B| = —|A| oraz B,,_; ; = A,, ;
dla j =1,..., k. Tak wigc |A| = —[B| = — 325 (=1)"" 1q;,| Ay, |, co konczy dowod. O

Wrzory powyzsze nazywane sa rozwinieciami Laplace’a wyznacznika wzdluz n-tego wiersza
(pierwszy wzor) badz n-tej kolumny (drugi wzor).

Przyktad 1. Obliczymy wyznacznik stosujac rozwiniecie wedtug pierwszego wiersza:

01 2

505 /=0l 211224202 Y 2046+42=4s
o0 78 6 8 6 7
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Moglibysmy zastosowaé¢ rozwiniecie wzgledem innego wiersza lub dowolnej kolumny. Wybierajac
kolumne druga otrzymujemy podobnie:

3 5 0 2 0 2
——1‘6 8‘+0‘6 8‘_7‘3 5’—6%—04—42-48. 0J

S W O

1
0
7

co Ot N

W przypadku macierzy o dostatecznie regularnej budowie mozna wykorzysta¢ rozwiniecie La-
place’a do uzyskania rekurencyjnych zaleznosci pomiedzy wyznacznikami macierzy réznych stopni.
Rozpatrzymy dwa przyktady.

Przyktad 2. Ustalmy ciag x, ¢y, co... elementéw F i niech A,, oznacza n X n macierz, ktorej pierwszym
wierszem jest re; + c,e,, drugim —e; + xe; + ¢,_1€,, trzecim —e; + res + ¢, o€, i tak dalej az do
wiersza n—tego, ktorym jest —e,_1 + (x + ¢1)e,. N.p.:

T 0 0 C4
-1 = 0 C3
0 -1 =« Co
0 0 -1 z4¢

A, =

W celu obliczenia |A,,| wykorzystamy rozwiniecie wzdluz pierszego wiersza. Oznaczmy chwilowo A,
przez B. Oczywiscie, By = A,,_1, zas By, jest macierza trojkatna majaca wytacznie wyrazy —1 na
przekatnej. Wobec tego

A, = z|A, | + (—1)"+1cn(—1)”_1 = z|A,_1| + cn.

Stad przez indukcje nietrudno dowiesé, ze |A,| = 2™ + c;2™" P + 2™ 2 + ..+ 1T + Cp.

Przyktad 3. Wyliczymy wyznacznik Vandermonde’a

2 n

1z Ig xy

T, x "

V(zg, ..., x,) := det ! !
2 n

1 =z, =z T,

W tym celu poczynajac od przedostatniej, a koniczac na pierwszej, mnozymy kazda kolumne przez
xo 1 odejmujemy od nastepnej. Poniewaz zadna z tych operacji nie zmienia warto$ci wyznacznika,
wiec

1 0 0 0
1
1 oy —x9 22 —x120 ... 2" —2" lag
V(zo, ..., z,) = det ! r
1 _ 2 n _ ,n—1
Tp— 19 T2 —Tpr0 ... " — 2"l

Rozwinimy ten wyznacznik wzdluz pierwszego wiersza, a nastepnie zastosujmy wielokrotnie wtasnosé
i1i) z p.1. Otrzymamy
T — 29 (11— 20)T1 ... (T — T0) W n
V(zo, ..., x,) = det :H(xi—xo)‘/(xl,...,xn)
Tp— 29 (Tp—x0)T1 ... (T —0)2" ! i—1
Stad przez tatwa indukcje V(zo, ..., ¥4) = [ocicjcn(Tj — i) O

Nierzadko podobng rekurencje mozna jednak uzyskaé¢ innymi metodami.
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Przyktad 4. * Ponownie zajmiemy si¢ wyznacznikiem Vandermonde’a. Przy ustalonych xq,...,x,
jest on wielomianem zmiennej x,,, stopnia n, przyjmujacym wartos¢ 0 gdy z, € {zi,...,z,}. Stad
Vixg, .oy ) = H;:Ol (x,, — x;) Wy, gdzie Wy nadal jest wielomianem zmiennej z,,, zaleznym jednak od
Zg, ..., Tn—1. (Zakladamy dla uproszczenia, ze x; # z; dla i < j < n.) Poréwnanie stopni obu stron
pokazuje, ze stopienn wielomianu W, wynosi zero; jest on wiec stata, zalezna od xy, ..., z,_1. Zalézmy
(bo nie umiemy obecnie udowodni¢), ze zalezno$¢ ta jest wielomianowa. Traktujac wtedy x, i
jako zmienng, przy ustalonych xq, ..., z,_9, z, stwierdzimy podobnie, ze Wy = H?;OQ(xn_l — x;)Wh,
gdzie W jest wielomianem zmiennych xy, ..., x,_o, az dojdziemy do udowodnionego w przyktadzie 3
wzoru, z doktadnoscia jednak do pomnozenia prawej strony przez stala (odpowiadajaca wielomianowi
W,). Stala ta mozna wyznaczy¢ poréwnujac n.p. wspotezynniki obu stron przy z7, gdy obie strony
traktowac¢ jako wielomiany zmiennej z,, przy ustalonych pozostalych. W ten sposob znalezlismy
szukany wzor, co przy rozumowaniach indukcyjnych nie zawsze jest proste.

Zadania uzupelniajace. (jak przyklad 4, wzorowane na anonimowych metriatach z M.I.T.)

L , k
1. Udowodni¢ wzor Cauchy’ego: det (1/(xi+yj))i’j:1 = ngi<jgk(xj—xi)(yj—yi)/ ngigjgk(xi+yj).

2. * W tym zadaniu oznaczamy przez A gr klatke macierzy A € My, powstala z A przez wykreslenie
wierszy o numerach ze zbioru S i kolumn ze zbioru 7. Udowodni¢ za Lewisem Carollem (tym od

SAlicii”), ze |Al|Ag ] = [AallAj;| — A Ayl

3. * Niech A € M, bedzie macierza, ktorej wyraz a;; jest réowny x; gdy j < @i y; gdy j > 1.
Kierujac sie przyktadem 4 znalez¢ wzor na det(A) i udowodni¢ go indukcyjnie.

Zadania ze zbioru Kostrykina: §1.3.4, §1.3.6.

2. Wyznacznik a uklady réwnan liniowych i odwrotnos$é macierzy.
Zaczniemy od przeformutowania twierdzenia 2 w §1.1:

Whniosek 1. Dia A € My, uktad jednorodny Ax = 0 wtedy i tylko wtedy ma niezerowe rozwigzanie,
gdy |A| = 0.

PrzejdZzmy do niejednorodnych uktadéw réwnan.

Twierdzenie 1. Rozwazmy uktad rownan Ax = b, gdzie A € My, b € F*. Jesli |A| # 0, to uktad
ten posiada jedyne rozwigzanie v € F*, i zadane jest ono nastepujgcymi wzorami Cramera:

1 )
v = W|Bj| G=1,2,..k), (5)

gdzie B; jest macierzq powstatq z A przez zastgpientie jej j-tej kolumny wektorem kolumnowym b.

Dowdd. Na mocy twierdzenia 2 w §1.1 macierz A jest nieosobliwa, skad rozwazany uktad ma jedyne
rozwiazanie. Oznaczmy je przez v, a kolumny macierzy A przez ay, ..., a;. Roéwnanie z1(via; —b) +
Toay + ... + xa; = 0 ma niezerowe rozwiazanie (1, vy, ..., vx), wobec czego wyznacznik macierzy o
kolumnach va; — b, ay, ..., a; jest rowny 0. Z ,kolumnowych” odpowiednikow wtasnosci vi) oraz ii)
wynika wiec, ze v1|A| — |B;| = 0. Tak samo, v;|A| - |B;|=0dlaj=2,... k. O

Przyktad 1. Rozwazmy uktad réwnan:

1+ 225+ 3x3=1
2m1—x2—x3:O
—xl‘i‘l'g—i‘l'gzl
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Rozwijajac ponizej licznik i mianownik wzgledem pierwszych kolumn otrzymujemy:

12 3

0 -1 —1 —1 -1 2 3 2 3

11| 1" 1 1’_0"1 1‘+1"—1 —1‘ 1

1 2 3| -1 -1 2 3 2 3| 1
~1 -1 1" 1 1‘_2‘11'”_1)"—1 —1‘

111

Poniewaz wyznacznik macierzy rozwazanego uktadu rownan okazal sie rézny od zera, wiec rozwigza-
nie (vy, v, v3) istnieje 1 jest jedyne, a v; = 1. (Dla uktadow, ktorych macierz ma zerowy wyznacznik,
zastosowanie wzoréw Cramera prowadzi do nonsensownych wyrazenn o mianowniku 0. Rozwigzanie
nadal moze istnie¢, lecz nie jest wtedy jedyne i opis zbioru rozwiazan uzyskujemy stosujac metody
opisane w rozdziale II.)

Twierdzenie 2. Niech A € M,. Dla macierzy D, ktorej (i, j)-tym wyrazem jest (—1)"|Ay| (i
oraz j przebiegajg {1, ..., k}), prawdziwe sq rownosci:

AD' =D'A = |AL,.
W szczegdlnosei, jesli |A| # 0, to macierz A jest odwracalna i A= = - D?.
Dowod. Obliczmy (4, j)-ty wyraz macierzy X := AD? :

k

zij = (1) 0] Ayl

s=1

Prawa strona jest réwna rozwinieciu Laplace’a, wzdtuz j-tego wiersza, wyznacznika macierzy po-
wstalej z A przez zastapienie jej j-tego wiersza i-tym. Zatem x;; = |A| gdy i = j oraz x;; = 0 gdy
i # j (wykorzystujemy wlasnosé (v) z §1.1). To dowodzi, ze AD! = |A|I}, a rownosci D'A = |A|I,
dowodzimy analogicznie. []

Istnienie i jedynos¢ rozwigzania w twierdzeniu 1 oraz odwracalno$é¢ A w twierdzeniu 2 byty juz
nam znane. Nowe sg jednak jawne wzory na A~! i na rozwigzanie uktadu Ax = b, gdy A € M, jest
macierza nieosobliwa. Cho¢ ze wzgledu na liczbe niezbednych obliczen tylko dla matych lub bardzo
specjalnych macierzy A wzory te mozna praktycznie wykorzystaé, to jednak ich istnienie i postaé
maja istotne znaczenie.

Macierz D! z twierdzenia 2 nazywana jest macierzg dolaczong macierzy A.

Zadanie uzupeiajace 1. Oznaczmy macierz D z twierdzenia 2 przez Da. Dowiesé, ze
a) [Da|= A"
b) DAB = DADB dla A,B € Mk

Zadania ze zbioru Kostrykina: 7 w §1.4.2; 6,11,16 w §1.2.3; 18,19,20 w §1.2.1.

3. * Twierdzenie Bineta—Cauchy’ego.

Ten punkt zawiera material uzupekliajacy. Dowodzone w nim uogdlnienie twierdzenia Cauchy’ego
o wyznaczniku iloczynu macierzy wykorzystamy w dalszej czesci tylko przy badaniu objetosci w
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przestrzeniach R™. Tym niemniej, jest ono wazkie, a jego dowod jest dobrym wstepem do studiowania
form wieloliniowych.

Niech A € M;; i B € M;,;. Woéwczas macierz AB jest rozmiaru [ x [, i celem naszym jest
wyrazenie jej wyznacznika poprzez minory macierzy A i B stopnia [. Dla opisania tej zaleznosci
oznaczmy przez Xgr podmacierz danej macierzy X, wyznaczong przez jej wiersze o numerach ze
zbioru S i kolumny o numerach ze zbioru T, przy czym za S czy T piszemy & gdy jest to zbior
numerow wszystkich wierszy czy kolumn.

Twierdzenie 1 (Bineta-Cauchy’ego). * Dla A € M, ¢ B € My, ma miejsce rownosé |AB| =
> s |Ag.s||Bsl, gdzie S przebiega wszystkie l-elementowe podzbiory zbioru {1,...,k}. (Jesli takich
nie ma, to |AB| =0.)

Twierdzenie Bineta—Cauchy’ego wygodnie jest uzasadnié¢ traktujac wyznacznik jako wieloliniowa,
i alternujaca funkcje wierszy macierzy. (Patrz §2.1 1 §2.2). Wykorzystamy mianowicie nastepujace
twierdzenie tyczace sie takich funkcji:

Twierdzenie 2. * Niech V bedzie przestrzeniq wektorowg, a f : VI — F funkcjg wieloliniowg i
alternujgcg. Jesliuy,...,uy €'V i v; = 2?21 ajju; dla 1=1,..1, to
fo v = > AU )y, ), (6)

1<i<.. <5<k

gdzie A(j1, ..., j1) jest podmacierzq macierzy (a;;); j, wyznaczong przez kolumny jy, ..., 5. (Gdy l > k,
prawqg strone powyzszego wzoru nalezy rozumieé jako 0.)

Przed dowodem pokazemy, jak wynika stad twierdzenie Bineta—Cauchy’ego. W tym celu ustalmy
B € My, i potézmy f(vy,..,v;) = |AB|, gdzie A jest macierza o wierszach vy, ..,v; € F¥. Zadana
teze otrzymamy wprost ze wzoru (6), jesli za uy, ..., ug obierzemy wektory ey, ..., e, € F¥. (Zauwazmy,
ze f(ej,,...,e;) jest wyznacznikiem macierzy utworzonej przez wiersze ji, ..., j; macierzy B.)

Przejdzmy do dowodu twierdzenia 2. Wobec wieloliniowo$ci funkcji f,

k
fvi, ., vy) = Zalsf(us, Vo, ety V).
s=1
Podobnie i
f(usvv% "-avl) - Za%f(usa U, Vg, "'7Vl)a
t=1
skad

k
f(vla '-'7Vl) = Z a18a2tf(u87 Uy, Vg, '--7Vl)-

s,t=1

Kontynuujac w ten sposéb otrzymujemy

k

f(viy e vy) = Z A1, A2y Qs | (s s Usys ooy U,

§1,82,...,51=1

Poniewaz funkcja f jest alternujaca, wiec f(ug,, Us,, ..., us,) = 0 gdy ciag (s,)!,_; nie jest réznowar-
tosciowy. Stad f(vy,...,v;) = 0 przy k < [, a gdy & > | mozemy sumowanie po prawej stronie
ograniczy¢ do réznowartogciowych ciagéw (s,),_,. Kazdy taki ciag jest przez dokladnie jeden ciag
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rosnacy (jn)h_; 1 permutacje o € S; wyznaczony wzorem s, = jy(n) dlan = 1,...,1. (Nalezy clementy
zbioru {sy, ..., 8;} uporzadkowaé, otrzymujac ji, ..., ji, a o(n) okresli¢ powyzsza réwnoscia. )

Wykorzystamy teraz rezultaty z §§2.1 i 2.3. Funkcja f jest antysymetryczna, patrz zad. uzup. 2
w §2.1, wobec czego f(us,, ..., us,) = Sgn(o) f(u,,,...,u;,) i dalej

f(vi,.vy) = Z f(uj,,aj,,...,u;) (Z Sgn(o)auj,, - alia(l)) ) (7)

1<h1<...<5i1 <k o€S;

Stosujac do sumy w nawiasie wzor (4) otrzymujemy teze. [J

Zadania uzupelniajace.

1. a) W oparciu o twierdzenie Bineta—Cauchy’ego udowodni¢ tozsamosé Lagrange’a (u - u)(v -
v) = (u-v)* =30 (v — wyv)? dlau, v € F*. (Prayjmujemy u - v := 37, uv;.)

b) Udowodni¢ ogdlniejszg tozsamosé Cauchy’ego: (u-u')(v-v')—(u-v')(v-u') =370, ;i (wiv;—
uv;) (uj} — wjvy) dla u,w’, v, v/ € F*.

¢) Udowodni¢, ze Zi‘c:l il Zle ol = 1 32, uivi]* = D i<icj<k [wil; — ujvil* dla u;, v € C (i =
1,.... k).
2. Dlal < kiX € My(R) przyjmijmy N(X) := VX, gdzie ¥ jest sumg kwadratow wszystkich
[ x | —minoréw macierzy X. Udowodnié¢, ze:
a) N(X) = /|XX[;
b) N(AX) = N(A)N(X) dla A € M;(R).
3. Dowies¢, ze gdy #S = #71, C = AB i macierz A liczy k kolumn, to |Cgr| = > |Asu||Burl,
gdzie U C {1,...,k} przebiega zbiory rownoliczne z S. (Przy #S = 1 daje to wzér na wyrazy C, a
w innym przypadku —twierdzenie Cauchy’ego z p.1.)

4. Udowodni¢ nastepujace ogbélne twierdzenie Laplace’a o rozwinieciu wyznacznika: Dla A € M,
1S C{l1,.., k} zachodzi

Al =) Aszl|Ag | (=157,
T

gdzie T przebiega wszystkie pozbiory zbioru {1, ..., k} rownoliczne z S, oraz

>~ S oznacza sume elementow zbioru S, zas Y | T' sume elementéw zbioru 7,

S" oznacza {1,...,k} \ S i podobnie dla 7.
Wskazowka: traktowac |A| jako funkcje wierszy ze zbioru S, przy ustalonych pozostatych, i zna-
lez¢ jej wartos¢ gdy kazdy z tych wierszy jest jednym z wektoréw ey, ..., eg; nastepnie wykorzystac
twierdzenie 2.
Problem 1. Niech B = A~ i #S = #T. Wowczas |Bgr| = %(—1)25‘*2? (Wskazowka:
poprzedzajace dwa zadania.)

5. Niech x,y € C* Stosujac ogdlne twierdzenie Laplace’a do macierzy o kolejnych wierszach
x,y,X,y, przy S = {1,2}, uzyska¢ zaleznos¢ miedzy liczbami py, 1= z;yp —ysxr (i,k =1,...,4,1 # k).

6. Wzor z http://mathworld.wolfram.com/CauchysDeterminantTheorem.html 77
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§ 4. Geometryczne zastosowania wyznacznika.
1. Wyznacznik operatora.

Twierdzenie 1 (i definicja). Niech L € L(V,V) i niech V i W bedq (skoriczonymi!) bazami prze-
strzeni V.. Wowczas macierze [L]y = [L]Y, i [L]w majg ten sam wyznacznik.
Skalar det([L]y), nie zalezgcy od bazy V, nazywamy wyznacznikiem operatora L i oznaczamy

przez det(L).

Dowéd. Niech A := [L]w, B :=[L]y, C:=[I}}Y. Mamy B = C"'AC, skad det(B) = det(C*AC) =
det(ACC™1) = det(A). (Wykorzystaliémy twierdzenie Cauchy’ego o wyznaczniku iloczynu). [J

Podkreslmy, ze wyznacznik operatora jest okreslony tylko gdy ten jest endomorfizmem, tzn.
dziata z pewnej przestrzeni do niej samej.

Przyktad 1. Niech V.= U & W i niech S = Iy & —Iy bedzie symetrig V wzgledem U wzdtuz
W. Obierzmy bazy uy, ..., u, przestrzeni U oraz wy, ..., W, przestrzeni W. Poniewaz S(u;) = u; oraz
S(w;)=—-w;dlai=1,..,poraz j =1,...,q, wiec w bazie uy, ..., u,, Wy, ..., W, przestrzeni V macierz
symetrii S jest diagonalna, zas na jej przekatnej stoi kolejno p wyrazéow rownych 1 i ¢ réwnych -1.
Stad det(S) = (—1)4, gdzie ¢ = dim(W).

Zadanie 1. a) Dla operatoréw L, Ly : V — V ma miejsce rownos$¢ det(L; o Lo) = det(L;) det(Ls).
b) Opretator L : V' — V jest odwracalny wtedy i tylko wtedy, gdy det(L) # 0.

Mimo prostoty dowodu twierdzenia 1, nie jest bynajmniej oczywiste, jak interpretowa¢ wyznacz-
nik operatora. Pelng interpretacje podamy tylko w przypadku rzeczywistego ciata skalarow. Okazuje
sie, ze znak wyznacznika det(L) zalezy od tego, czy L zachowuje orientacje, zas warto$¢ bezwgledna
od tego, jak L zmienia objeto$¢ bryt. Co to oznacza, wyjasniamy nizej.

2. Orientacja baz przestrzeni rzeczywistych.

Definicja. Bazy uporzadkowane V i W skonczenie wymiarowej przestrzeni rzeczywistej V' sa zgodnie
zorientowane, gdy macierz [[]}Y zmiany baz ma wyznacznik dodatni. Gdy wyznacznik ten jest

ujemny, bazy nazywamy przeciwnie zorientowanymi.

Przyklad 1. Niech V = R¥ i niech £ = (ey, ..., e;,) oznacza bazg standardowa. Zauwazmy, ze [I]}, =

A™'B, gdzie A = [I]/ i B = [I]¥ (patrz §II1.1.6). Ponadto det(A~'B) = det(B)/det(A), a [[|4 jest
macierza o kolumnach uy, ..., uy, dla dowolnej bazy U = (uy, ..., uy) przestrzeni R*. Wynika stad, ze
zgodna orientacja baz (vi,...,vy) i (Wi, ..., W) przestrzeni R¥ jest réwnowazna temu, by macierze o
kolumnach vy, ..., vy oraz wy, ..., Wy, odpowiednio, mialy wyznacznik zgodnego znaku.

Zadanie 1. a) Kazde dwie bazy przestrzeni V' sa albo zgodnie, albo przeciwnie zorientowane.

b) Jesli bazy U i V oraz V i W sg przeciwnie zorientowane, to U i W sa zgodnie zorientowane.

c¢) Ustanowi¢ analogiczne do b) reguly, gdy bazy U i V oraz V i W sa zgodnie zorientowane, a takze
gdy bazy U iV sa zgodnie, zas bazy V i W przeciwnie zorientowane.

d) Bazy (uy,...,u;) i (—uy, us..., u;) sa przeciwnie zorientowane.

7 zadania wynika, ze zgodna orientacja jest relacja rownowaznosci w zbiorze baz przestrzeni V| a
takze, ze dla kazdych dwoch baz (uy, ..., uy) oraz (vi, ..., vy), albo bazy te sa zgodnie zorientowane,
albo baza (vy, ..., vy) jest zorientowana zgodnie z baza (—uy, ..., u;). Relacja zgodnej orientacji ma
wiec dokladnie dwie klasy abstrakcji. Kazda z nich nazywamy orientacja przestrzeni rzeczywistej V.



IV-15 H. Torunczyk, GAL I (jesieri 09)

O przestrzeni powiemy, ze jest zorientowana, gdy wybraliSmy pewng jej orientacje. Bazy nale-
zace do tej orientacji nazywamy wtedy dodatnio zorientowanymi, a pozostate — ujemnie zorien-
towanymi. Orientacja zadang przez baze )V nazywamy zbiér baz zgodnie zorientowanych z ).

Uwaga 1. Gdy nie powiedziano inaczej, przestrzeri R¥ rozwazamy zawsze z orientacja standar-
dowa, wyznaczona przez baze (eq, ...,e). Baza W = (wy, .., wy) jest w niej dodatnio zorientowana,
gdy det(wy, ..., wg) > 0.

Zapytajmy, czy relacja zgodnej orientacji baz jest zachowywana przez izomorfizmy.

Lemat 1. Niech V i W bedg rzeczywistymi przestrzeniami wektorowymi, niech V = (vy,...,vg) i
V' = (v],...,v}) beda zgodnie zorientowanymi bazami w V i niech L : V. — W bedzie izomorfi-
zmem. Wowczas bazy W = (L(v1), ..., L(vg)) ¢t W = (L(v}), ..., L(v},)) przestrzeni W tez sq zgodnie
zorientowane.

Dowod. Z definicji macierzy przejicia i liniowosci przeksztatcenia L wynika, ze [Iv]Y, = [Iw ]}y . Jesli
wiec det([Iy]Y)) > 0, to i det([Iy]}¥)) > 0. O

Whniosek 1 (i definicja). Niech V' i W bedq zorientowanymi przestrzeniami rzeczywistymi, a L €
L(V, W) bedzie izomorfizmem. Wowczas albo L przeprowadza kazdg dodatnio zorientowang baze w V'
na dodatnio zorientowanq baze w W, a kazdg ujemnie zorientowang baze w V' na ujemnie zoriento-
wang baze w W (i wowczas powiemy, Ze L zachowuje orientacje), albo tez L przeprowadza kazdg
dodatnio zorientowang baze w 'V na ujemnie zorientowang baze w W, a kazdg ujemnie zorientowang
baze w 'V na dodatnio zorientowang baze w W (i wtedy o L mowimy, ze L zmienia orientacje). [

Zadanie 2. Zlozenie skonczenie wielu izomorfizmoéw liniowych wtedy i tylko wtedy zmienia orien-
tacje, gdy czyni to nieparzyscie wiele rozwazanych izomorfizméow.

Zbadajmy na koniec przypadek, gdy V' = W (jako przestrzenie zorientowane).

Stwierdzenie 1. Niech L bedzie izomorfizmem skornczenie—wymiarowe] zorientowanej przestrzeni
rzeczywiste] V- na nig samq. Wowczas nastepujgce warunki sq rownowazne:

a) L zachowuje orientacje,

b) L przeprowadza pewng baze przestrzeni V' na baze zgodnie z nig zorientowang,

¢) L przeprowadza dowolng baze przestrzeni V' na baze zgodnie z nig zorientowang,

d) det(L) > 0.

Dowod. Jesli zachodzi a), to L przeprowadza dowolna dodatnio zorientowana baze na baze dodatnio
zorientowana, a dowolna ujemnie zorientowana baze na baze ujemnie zorientowana. Wynika stad, ze
a) = c¢). Implikacja ¢) = b) jest oczywista i oczywiste jest, ze jesli zachodzi b), to L nie zmienia
orientacji. Pozostaje dowiesé, ze ¢) < d).

Niech L przeprowadza baze V = (vi,...,vg) przestrzeni V na baze W = (L(v1),..., L(vy)). Z
definicji macierzy [L]y i [[]}Y wynika, ze sa one rowne (i-ta kolumna kazdej z nich jest ciag wspot-
rzednych wektora L(v;) w bazie V). Wobec tego bazy V i W sa zgodnie zorientowane wtedy i tylko
wtedy, gdy det(L) > 0. O

Przyktad 2. Z przyktadu w p.1 wynika, ze symetria wzgledem U wzdtuz podprzestrzeni W zachowuje
orientacje, gdy dim(W) jest liczba parzysta, i vice versa.

Na koniec kilka stéw o orientacji podprzestrzeni i o intuicyjnym znaczeniu wyboru orientacji.

Definicja. Niech V.= U @& W, przy czym zaréwno V', jak i U sa przestrzeniami zorientowanymi. Niech
orientacja przestrzeni U bedzie zadana bazg uy, ..., u,. Mozemy obra¢ wowczas taka baz¢ wi, ..., w,
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przestrzeni W, ze baza uy, ..., u,, Wi, ..., w, przestrzeni V' jest dodatnio zorientowana. Orientacje W
zadang przez wi, ..., w, nazwiemy indukowana w W przez wybrane orientacje przestrzeni V i U i
kolejnos¢ U, W rozwazanej sumy prostej. Kolejnosé ta odgrywa role, bo na ogoét nie jest obojetne,
czy wektory bazy W wypisujemy przed, czy po wektorach bazy U, tworzac baze przestrzeni V. (Nie
ma to jednak znaczenia, gdy dim U - dim W jest liczba parzysta — dlaczego ?)

Cwiczenie. Rozwazmy R® ze standardows orientacja i na kazdej z prostych Re; (i = 1,2, 3) rozwazmy
orientacje zadana baza (e;). Wskaza¢ w kazdej z przestrzeni z; = 0 baze zorientowana dodatnio w
orientacji indukowanej.

Jak mozna pogladowo przedstawi¢ znaczenie wyboru orientacji k—wymiarowej przestrzeni V', dla
k<37

Gdy k = 1, wybor orientacji polega na ustaleniu ,zwrotu” parametryzacji przestrzeni V: orientacji
zadanej wektorem u # 0 odpowiada parametryzacja R 3 t — tu.

Gdy V = R3 mozemy rozpostrzeé¢ kolejne trzy palce lewej reki, numerujac je poczawszy od
kciuka, i zrobi¢ to samo z palcami prawej. Otrzymamy ukitady wektorow li,1s, 15 oraz pi, p2, p3.
Mozemy rece ustawié¢ tak, by wektory 1; oraz p; byly rowne dla i = 2,3, lecz wzajemnie przeciwne
dla ¢z = 1. Stad uktady te sa przeciwnie zorientowane. Wybor orientacji przestrzeni odpowiada wiec
ustaleniu, czy preferujemy sposob rysowania (standardowych) wektoréw osi zgodnie z orientacja L
(lewej reki), czy zgodnie z orientacjg P (reki prawej). Zwyczajowo jest przyjety wybor P. Odwrotnie,
jesli wybierzemy orientacje przestrzeni, to mozna nazwaé ,prawa’ wyznaczajaca te orientacje reke.
Wybor orientacji jest wiec tym samym, co przyjecie umowy, ktéra reke uznajemy za prawa.

Wybér orientacji ptaszczyzny V' C R? polega na ustaleniu, czy w standardowym ukladzie osi wek-
tor pierwszy jest na ,prawo”; czy tez na ,Jewo” od drugiego, ktéry wyobrazamy sobie jako skierowany
ku gorze, a fragment plaszczyzny jako tablice. W odniesieniu do ptaszczyzny stowa ,prawy” i, lewy”
nie maja jednak sensu: mozemy tylko powiedzie¢, ze w zwyczajowo na rysunkach przyjmowanym
wyborze, wektor pierwszy jest na prawo od drugiego, gdy patrzymy na ptaszczyzne V' z wnetrza po-
koju, na Scianie ktorej wisi tablica. Opis odwoluje si¢ wiec do orientacji indukowanej, wykorzystujac
zarowno orientacje przestrzeni R® (pojecia: prawy, lewy), jak i orientacje prostej dopelniajacej.

Zadania uzupelniajace.

1. Niech 4 = (uy,...,u;) bedzie baza zespolonej przestrzeni wektorowej V. Wowcezas U’ =
(uy, ..., ug, 14y, ..., 14y jest baza przestrzeni Vg majacej ten sam, co Vg, zbior wektorow, lecz zbior
skalarow R. Udowodni¢, ze jesli wychodzac od innej bazy V = (vy, ..., vi) przestrzeni V¢ utworzymy
w analogiczny sposob baze V' przestrzeni Vg, to bazy U’ 1 V' sg zgodnie zorientowane. Struktura
przestrzeni zespolonej Ve wyznacza wiec pewna orientacje przestrzeni Vi. (Wskazowka: zadanie
uzupelniajace 2 w §3.1.)

2. Przy powyzszych oznaczeniach, niech L : Vo — V¢ bedzie pewnym izomorfizmem liniowym.
Udowodni¢, ze gdy L rozpatrujemy jako operator z Vg do Vg, to zachowuje on orientacje.

3. * Zgodna orientacja baz a ciggta ich deformacja.

Postaramy sie wykorzysta¢ pojecie ciaglosci, by wyjasni¢ znaczenie zgodnej orientacji baz w prze-
strzeni R¥. (Uwzglednienie innych przestrzeni rzeczywistych sprawia pewne zbedne ktopoty poje-
ciowe, cho¢ nie jest trudne; por. zadanie uzupelniajace 2.)

Definicja. Funkcja f : [a, b] — R* zadana jest przez uktad k funkcji wspohrzednych fi, ..., fi : [a,b] —
R: nazwijmy ja ciagla, gdy ciagla jest kazda z funkcji f;. Droga baz w przestrzeni R¥ nazywamy
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uktad k funkcji ciggtych fi, ..., f;, : [a,b] — R*, dla pewnego przedziatu [a, b], taki, ze
(fi(2), ..., fx(t)) jest baza w R*, dla kazdego t € [a, b].
O takiej drodze baz powiemy, ze taczy ona baze (v;)k_, z baza (w;)k_,, gdy

Uwaga 1. Zamiast konstruowa¢ drogi baz, bedziemy konstruowaé¢ drogi macierzy nieosobliwych,
tzn. funkcje [a,b] > t — X(t) € Mg(R) takie, ze wyrazy macierzy X(t) zaleza w sposob ciagly od ¢
oraz | X(t)| # 0 dla kazdego t € [a,b]. Zwiazek jest oczywisty, bo k x k—macierz rzeczywista wtedy i
tylko wtedy jest nieosobliwa, gdy jej kolumny (czy wiersze) tworza baze przestrzeni RF.

Zadanie 1. Jesli droga macierzy nieosobliwych mozna potaczy¢ A z B, a takze B z C, to mozna i
Az C.

Przyktad 1. Niech A bedzie macierza nieosobliwg, za$ B macierzg powstala z A przez dodanie do
jej p—tego wiersza c-krotnosci wiersza g-tego. Wowczas B mozna potaczy¢é z A droga macierzy
X(t), t € [0,1], gdzie X(t) oznacza macierz powstata z A przez dodanie przez dodanie do p-tego
wiersza ct-krotnosci g¢—tego. Macierze te sa nieosobliwe, bo |X(¢)| = |A|. Wraz z zadaniem 1 dowodzi
to, ze gdy A zmienimy operacjami wierszowymi typu (I), to otrzymana macierz mozna polaczy¢ z
A droga macierzy nieosobliwych. Tak samo jest dla operacji kolumnowych typu (I).

A oto zasadniczy lemat:

Lemat 1. Kazdg baze przestrzeni R mozna potgczyé drogg baz z (eq, ..., ep_1,ex) lub z (e, ..., ex_1, —€y).
Rownowazne sformutowanie: kazdg rzeczywistg macierz nieosobliwg stopnia k mozna potgczyé
droga macierzy nieosobliwych z macierzq diagonalng o przekgtnej (1,...,1,9), gdzie |0| = 1.

Dowo6d. Dowiedziemy wpierw, ze A mozna wierszowyni i kolumnowymi operacjami typu (I) prze-
prowadzi¢ w macierz postaci B = diag(1,...,1,¢). Jest to oczywiste gdy k& = 1, a gdy k > 1
wykorzystujemy indukcje, jak nastepuje. Przeprowadzamy A w macierz A’ taka, ze af; # 0 dla
pewnego i > 1, a nastepnie w taka, ze a}; = 1. (Wpierw wykonujemy operacja kolumnowa, a potem
wierszowa.) Dalej, przy pomocy takich operacji uzyskujemy o}, = 01ial;, =0dla s =2, ..., k, przy
zachowaniu a}; = 1. Pozostaje wykreslic w macierzy (aj;) pierwszy wiersz i pierwsza kolumne, by
po wykorzystaniu zatozenia indukcyjnego przeprowadzi¢ A w szukang macierz B.

Poniewaz ¢ = |A| # 0, wiec dla ¢ := Sgn(a) mozna B potaczy¢ z macierza diag(1, ..., 1,4) droga
macierzy niesosobliwych [0,1] 5 t — diag(1,...,1, (1 —t)c+ ). (Liczba (1 —t)c+tJ) jest niezerowa,
bo lezy w odcinku [c, d]). Wraz z zadaniem 1 i przyktadem 1 konczy to dowod. O

Twierdzenie 1. Dwie bazy przestrzeni R¥ wtedy i tylko wtedy sq zgodnie zorientowane, gdy mozna
je potgczyé drogg baz.

Rownowazne sformutowanie: dwie nieosobliwe k X k —macierze rzeczywiste wtedy 1 tylko wtedy
mozna potgczyc drogg macierzy nieosobliwych, gdy ich wyznaczniki sq tego samego znaku.

Dowod. Jesli X(t),t € [a, b], jest droga macierzy nieosobliwych, to ¢t — |X(t)| jest funkcja ciagta nie
przyjmujaca wartosci zero, wobec czego |X(a)| 1 |X(b)| sa tego samego znaku.

Stad i z lematu wynika, ze odwrotnie, jesli macierze A, B € My (R) sa nieosobliwe, a ich wyznacz-
niki sa tego samego znaku, to zar6wno A, jak i B mozna potaczy¢ droga macierzy nieosobliwych z
ta sama macierza diagonalna o przekatnej (1,...,1, £1). Mozna wiec taka droga polaczy¢ A z B. [

Zadania uzupelniajace.
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1. a) Dowies¢, ze kazda macierz A € M, (R) mozna dla pewnego r polaczy¢ droga macierzy rzedu
r z macierzg (b;;), gdzie b;; =1 gdy i = j <r, b, = £11 b;; = 0 w przeciwnym razie.
b) Gdy r < max(k,l), to wyzej mozna przyjac b, = 1.

2. Droga w k—wymiarowej przestrzeni V nad F € {R,C} nazwiemy funkcje f : [a,b] — R taka,
ze dla pewnej bazy V tej przestrzeni, funkcja t — [f(t)]y € F* jest ciagla. (Jak zwykle, przez [v]y
oznaczamy ciag wspohrzednych wektora v w bazie V.)

a) Dowies¢, ze bez zmiany znaczenia mozna wyzej stowo ,pewnej” zastapi¢ przez ,kazde;j”.

b) Dowiesé, ze jesli przeksztatcenia K, L € L(V, W) maja ten sam rzad i nie sg izomorfizmami,
to mozna je w przestrzeni £(V, W) polaczy¢ droga przeksztatcen stalego rzedu.

c¢) Czy jest tak, gdy K i L sa izomorfizmami? Rozréznié¢ przypadki F =R i F = C.



