II-1 H. Torunczyk, GAL I (jesieri 09)

II PRZESTRZENIE WSPOLRZEDNYCH, ICH PRZEKSZTAL-
CENIA LINIOWE, MACIERZE.

Wstep. Przypomne, ze cel tego przedmiotu, w obu semestrach, okresli¢ chce jako badanie wlasnosci
przeksztalceri afinicznych, w tym liniowych, z F¥ do F!, dla F € {R,C}. Mimo prostoty wzorow
okreslajacych przeksztalcenia liniowe, patrz nizej, wymaga to stworzenia do$é¢ bogatego aparatu al-
gebraicznego i geometrycznego. W tym rozdziale, wzory te szybko przywioda nas do zainteresowania
sie macierzami i réwnaniami liniowymi i do uzyskania o nich wynikéw, majacych zaré6wno niezalezne
znaczenie, jak i pozwalajacych uzyska¢ wstepne informacje o interesujacych nas przeksztalceniach.
(Z przeksztatceniami afinicznymi zetkniemy sie dopiero na koncu wyktadu — definiowane sg one tak,
ze do prawej strony ponizszego wzoru (1) dodana jest stata b; € F.)

§ 1. Przeksztalcenia liniowe przestrzeni wspoélrzednych i macierze.
1. Podstawowe definicje.

W dalszej czesci tego rozdziatu oznaczamy przez [ ustalone ciato i nazywamy jego elementy skala-
rami. (Najwazniejsze dla nas przypadki, to gdy F € {R,C}.) Dla k € N przyjmujemy

Fk = {u = (ubUg, ,uk) TuU; € F dla: = 17 7k}

Zbior F* nazywamy k-ta potega kartezjanska ciala F lub k—wymiarows przestrzenia wspol-
rzednych nad cialem F. ity wyraz ciagu u € F* oznaczany przez u; lub u(i), nazywamy i-ta
wspoOlrzedna kartezjanska ciggu u. Ciag, ktorego kazdy z k wyrazéw jest rowny 0 oznaczamy
przez 0 lub przez 0 i nazywamy zerowym; przez e; € F¥ oznaczamy ciag, ktorego i-ty wyraz jest
rowny 1, a pozostate 0.

Definicja. Przeksztalcenie L : F¥ — F! nazywamy liniowym, gdy dla kazdego v € F* wspotrzedne
wy, ..., w; clagu w = L(v) wyrazaja sie wzorami

k
W; :Zaijvj = @;1V1 + ... + QL Vg (Z: 1,,1) (1)
j=1
gdzie wspoltczynniki a;; € F nie zalezg od v.

Wygodnie jest ustawi¢ w tablice wspotezynniki a;;, wyznaczajace wzor (1).

Definicja. Macierza nad F nazywamy tablice postaci

a1; Q12 ... Qg ay; a2 ... A1k
as1 Ao92 ... QA9 . . a921 Q922 ... Qa9

A= F (inne oznaczenie, to A = )
apn Q... Qi apn Q... Qi

utworzona z elementow F. Piszemy wtedy A = (a;;);; lub A = [a;5]; ;, zaznaczajac w razie potrzeby
zakresy zmienno$ci wskaznikow: 1 < i <[, 1 < j < k. O macierzy tej méwimy, ze jest rozmiaru [ x k,
lub ze jest | x k-macierza. Skalar a;; nazywamy jej (i, j)-tym wyrazem. Ciag (a1, aja, ..., a;) € F*
to jej i-ty wiersz, za$ (ay;,as;,...,a;;) € F' to j-ta kolumna. Zbiér wszystkich | x k-macierzy o
wyrazach w F oznaczamy przez M, ;(F) lub, gdy F traktujemy jako ustalone, przez M.
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Z definicji, kazda macierz A € M, (F) wyznacza przeksztalcenie liniowe z F* do F!, zadane
wzorem (1). Jego warto$é na ciagu v = (vy, ..., v;) € F¥ oznaczamy L (v) lub Av. Tak wigc

ko

k
Av=LaA(v) =D ayvj, ...,y ayv) €F dlav e F* (2)
7j=1

J=1

Bedziemy tez ciag La(v) = Av nazywaé wynikiem dzialania macierzy A (czy: przeksztalcenia
liniowego LA ) na ciag v.

Czemu stosujemy dwa oznaczenia La(v) i Av dla tego samego? Gdy mowa o przeksztatceniu z
F* do F!, oznaczamy je La (co jest krotsze niz v — Av); lecz wynik jego dzialania na ciag v na ogot
wygodniej bedzie oznaczaé¢ Av.

Uwaga 1. a) Ciag Av jest okreslony tylko wtedy, gdy A ma tyle kolumn, ile v ma wspolrzednych.
b) Przyjmujac v = e; w (2) stwierdzamy, ze La(e;) = (aj,...,a;;) dlaj=1,... k.

Ze wzgledu na b), przeksztalcenie liniowe L : F¥ — F! jest wyznaczone przez jedna tylko macierz:
te, ktorej kolejnymi kolumnami sa L(e;), ..., L(e). Nazywamy ja standardowa macierza prze-
ksztalcenia liniowego L : F* — F! i oznaczamy [L]; stowo ,standardows” bedziemy w tym rozdziale
opuszczaé. Podsumowujac, przeksztalcenie liniowe L : F¥ — F! jednoznacznie okresla [ x k-macierz
wspotczynnikow a;;, dla ktorych zachodza wzory (1), i te macierz oznaczamy przez [L.

2. Kombinacje wektoréw i charakteryzacja przeksztalcen liniowych F*¥ — T,

Elementy zbioru F* czesto nazywamy wektorami przestrzeni wspotrzednych F*. Bedziemy je do-
dawaé¢ i mnozy¢ przez skalary, stosujac wzory

u+vi=(u; + )" oraz cu:= (cu;), dla c€F i u= ()", v=(v),.
Gdy v!,...,v® € F¥i ¢, ...,c, € F, to wektor ¢;v! + ... + ¢,v® nazywamy kombinacjq liniowa
wektorow v!, ..., v® ze wspolczynnikami c, ..., c,.

Uwaga 1. Powyzej, wskazniki i = 1,...,s przy v’ umiesciliémy u gory, bo oznaczenie v; mogloby
sugerowac, iz chodzi o i-ta wspotrzedng pewnego wektora v. Nie czynimy jednak z tego reguty: gdy
nie ma obawy omytki, bedziemy umieszcza¢ u dotu indeksy numerujace pewien cigg wektoréw.

Zadanie 1. a) Wektor v = (v, ...,v;) € F¥ jest réwny kombinacji Zle v;€;.
b) Gdy A jest macierza o kolumnach ay,...,a; € F!, to iloczyn Av jest dla v € F* rowny
kombinacji via; + ... + vpay.

Podamy teraz bardzo wazna charakteryzacje przeksztatcen liniowych:

Twierdzenie 1. Dla przeksztatcenia L : F¥ — F! réwnowazne sq warunki:
a) L jest przeksztatceniem liniowym;
b) L(v+w) = L(v)+ L(w) i L(cv) = cL(v) dla (wszystkich!)! v,w € F¥ i c € F;
c) L(civy + ... + ¢yvyp) = 1 L(vi) + ... + co L(v,,) dlan € N oraz cy, ..., ¢, € F, vy, ..., v, € F¥,

Dowod. a) = b). Ta implikacja wynika wprost ze wzorow (1) i wlasnosci dziatan w F.

b)=-c). Latwy dowdd indukcyjny (wzgledem n) pozostawiony jest jako ¢wiczenie.

c)=-a). Gdy warunek c) jest spetniony, to z czesci a) zadania 1 wynika, ze L(v) = viL(ey) + ... +
viL(ey); natomiast z czesci b) zadania 1 — ze viL(ey) + ... + vpL(eg) = Av, gdzie A jest macierza o
kolumnach L(ey), ..., L(e;). Zatem L(v) = Av dla v € F* i przeksztalcenie L jest liniowe. (]

1Bedziemy odtad stowo ,wszystkich” w takich sformutowaniach pomijaé.
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Zadania ze zbioru Kostrykina: w §1.2.1, zadania 11 2.

3. Skladanie przeksztalcen liniowych i dziatania na macierzach.

Przypomnijmy, ze ztozeniem F oG przeksztalcen G : X — Y i F': Y — Z nazywamy przeksztalcenie
X — Z, zdefiniowane wzorem (F o G)(z) = F(G(z)) dla x € X.

Stwierdzenie 1. Ztozenie K o L przeksztatcen liniowych L : F* — F! i K : F' — F™ jest przeksztal-
ceniem liniowym przestrzeni F* w F™. Ponadto, gdy macierze przeksztatcenn K i L oznaczyé przez
A i B, odpowiednio, to [K o L] = C € M, gdzie

l
Cij = Zaisbsj dla 7= 1, ., m, j = 1, ,k (3)
s=1

Dowéd. Niech v € F¥ iy := (K o L)(v),w := L(v). Z definicji, y = K(w) = Aw i w = Bv =
(Zle bsv;)_, € F.. Stad y; = Zizl AisWg = 215:1 ais(2§:1 bs;vj) dla @ = 1,...,m. Zmieniajac
kolejnos¢ sumowania stwierdzamy, ze y; = 22:1 cijvj, gdzie ¢;; = Zi:l a;sbsj. Zatem K o L jest

przeksztalceniem liniowym o macierzy [¢;;]; ;. O

Definicja. Iloczynem macierzy A € M,,;(F) i B € M, ;(F) nazywamy macierz C € M,, ,(F)
zdefiniowana réwnosciami (3). Odnotujmy, ze iloczyn AB ma sens jedynie gdy A ma tyle kolumn,
ile B ma wierszy. Ponadto, ij—ty wyraz macierzy AB zalezy tylko od i—tego wiersza a; macierzy A
i j-tej kolumny b; macierzy B; $cslej:

!
cij = a; - b; gdy przyja¢ u-v = Zusvs dla u,v € ! (2.5)

s=1

Przyktad 1. By obliczy¢ (1, 3)-ci wyraz macierzy AB, gdzie

0 —1 10
A:{igg] oraz B = 2 =2 3 0
-3 4 —4 0

zauwazamy, ze pierwszym wierszem macierzy A jest a; = (1,2,3), a trzecia kolumna macierzy B
—wektor by = (1,3, —4). Zadanym wyrazem jest wiec a; -bg =1-1+4+2-3+3-(—4) = —5. Tak samo
obliczamy np. (2,3)-ci wyraz, ktorym jest 4-1+5-3 4+ 6 - (—4) = —5. Zauwazamy przy tym, ze

Uwaga 1. j-ta kolumna macierzy AB jest rowna Abj;, gdzie b; to j-ta kolumna macierzy B.
Przy uzyciu mnozenia macierzy stwierdzeniu 1 mozna nada¢ nastepujaca postac:

Stwierdzenie 1°.  Zlozenie K o L przeksztalcen liniowych L : FF — F' i K : F! — F™ jest
przeksztatceniem linjowym, przy czym [K o L] = [K][L].

Zadanie 1. Niech L, oznacza obrot plaszezyzny R? wokot 0, o kat zorientowany «. Przeksztalcenie
Ly, jest liniowe — co moze by¢ znane ze szkoty i co udowodnimy w rozdziale V.

a) Wyznaczy¢ wyrazy macierzy K, := [L,]. (Wskazowka: uwaga 1b) w §1.1).

b) W oparciu o r6wnos¢ L, o Lg = Lo s wyprowadzi¢ wzor na cos(a + 3) i sin(a + ).

Oprocz mnozenia, zdefiniujemy jeszcze nastepujace operacje na macierzach:
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Definicja. Jesli A = (a;5);; jest | X k-macierza, to przez A’ oznaczamy k x l-macierz, ktorej (i, j)-
tym wyrazem jest aj;, dla kazdego ¢ € {1,...,k} i kazdego j € {1, ...,1}. Inaczej mowiac: kolejnymi
wierszami macierzy A' sa kolejne kolumny macierzy A. Macierz A nazywamy macierzg transpo-
nowang (wzgledem macierzy A).

1
Przyklad 2. JeéliA:{i g 2],toAt: 2

Definicja. Suma A + B macierzy A, B o wyrazach w [F jest zdefiniowana tylko wtedy, gdy macierze
te sa tych samych rozmiaréow (powiedzmy, [ x k) i wtedy jest rowna

A+B:= (CLij + bij)i,j (Z = 1, ...,l,j = 1, ,k))

Okreslmy tez iloczyn macierzy A = [a;;];; przez skalar ¢ jako macierz cA := [ca;j];;. OczywiScie,
c(dA) = (cd)A 1 (c+d)A =cA + dA. A oto inne podstawowe wlasnosci omawianych operacji:

Lemat 1. Dodawanie | X k—-macierzy jest przemienne ¢ tgczne. [

Lemat 2. Jesli dla pewnych macierzy A,B,C zdefiniowana jest macierz stojgca po jednej ze stron
ktorejs z ponizszych rownosci, to zdefiniowana jest tez macierz stojgca po drugiej stronie i macierze
te sq rowne:

Q
(i)
(417)
(iv) C(A+B)=CA +CBoraz (A+B)C = AC + BC;
(1v) A(cB) = (cA)B =cAB dla c € F;

(vi) (AB)C = A(BC).

(A" =
(A + B) At + BY;
(AB)' = B'AY;

(%

Procz (vi), wszystkie wlasnosci wynikaja tatwo z przyjetych definicji. Wlasnosé (vi) tez mozna
podobnie uzasadni¢, a mozna i nastepujaco. Niech przeksztalcenia liniowe F':= L, G := Lg, H =
Lg beda wyznaczone przez macierze A, Bi C, odpowiednio. Przez poréwnanie rozmiaréw macierzy
sprawdzamy, ze jesli ktoras ze stron w (vi) ma sens, to ma sens i druga. Ponadto, ze stwierdzenia 1
wynika, ze [(FoG)o H|] = (AB)C i [Fo(GoH)] = A(BC). Jednak (FoG)oH = Fo(GoH), na

mocy lacznosci sktadania przeksztaltcen, skad wynika vi). O

Uwaga 2. O ile mozenie macierzy zwiazane jest ze skladaniem przeksztalceri liniowych, o tyle
dodawanie ich i mnozenie przez skalar zwigzane jest z dodawaniem i mnozeniem przez skalar prze-
ksztatcen liniowych; por. zadanie na koiicu tego punktu. Zrozumienie istotnego znaczenia operacji
transponowania macierzy jest trudniejsze. Przez pewien czas bedzie ona wykorzystywana gltownie
do tego, by z rezulatow dotyczacych wierszy macierzy moc, poprzez zastosowanie ich do macierzy
transponowanej, wnioskowa¢ o whasnosci kolumn (i vice versa).

Uwaga 3. Drzieki tacznosci mnozenia z (vi), mozemy zmienia¢ lub pomija¢ nawiasy w iloczynach
dowolnie wielu macierzy. Np. przez rozne ustawienie nawiasOw mozemy z Aq, ..., Ay utworzyc
A1((A2A3)Ay), (A1A5)(A3A,) i jeszcze 3 inne macierze; jednak dzieki lacznosci mnozenia, je-
§li jedna z nich istnieje, to kazda inna tez i jest jej rowna. Tak samo jest dla iloczynow wickszej
liczby macierzy, choé liczba mozliwych ustawien nawiaséw wzrasta bardzo szybko (juz dlan = 5 wy-
pisanie wszystkich jest mozolnym zadaniem). Dowdd, taki sam jak dla mnozenia liczb catkowitych,
polega na cierpliwym przestawianiu nawiasow i jest prostszy niz jego precyzyjny zapis; z tego tez
powodu jest tu pominiety. (Znalez¢ go mozna w [Ko-84|, str. 99.)

Cwiczenie. Dowiesé rownosci A;((AsAs)Ay) = (A1Ay)(AsAy).
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Taka sama uwaga odnosi sie do dodawania macierzy, bo i ono jest taczne (i, w odroznieniu od
mnozenia, przemienne). Dlatego nawiasy w iloczynach lub sumach macierzy wstawiamy tylko wtedy,
gdy chcemy zasugerowaé¢ pewna kolejnosé wykonywania dziatari; w innych przypadkach je pomijamy.

Odnotujmy, ze wektor v € F* nie jest macierza: jego wyrazy sa indeksowane pojedyniczymi
wskaznikami liczbowymi, a wyrazy dowolnej macierzy—parami (7, j) takich wkaznikow. Wyznacza on
jednak macierz, korej jest jedynym wierszem; moéwimy wtedy o wektorze wierszowym. Podobnie,
mozemy méwié o wektorze kolumnowym, wyznaczonym przez ciagg v € F¥ — co ma wiccej zalet,
ze wzgledu na ponizsza uwage:

Uwaga 4. Gdy wynik dzialania macierzy A € M;; na wektorze v € F* traktowa¢ jako wektor

kolumnowy, to jest on rowny iloczynowi macierzy A i wektora kolumnowego v.

Przyktad 3. Przyjmujac w vi) za macierz C wektor kolumnowy wnosimy, ze gdy A i B sa macierzami,
a v wektorem, to

(vid) A(Bv) = (AB)v (jesli ktoras ze stron jest poprawnie okreslona).
Zadanie 2. Dla przeksztalcen liniowych K, L : F¥ — F! oraz dla ¢ € F zdefiniujmy przeksztalcenia
K+LicK wzorami (K+L)(v) := K(v)+L(v)i(cK)(v) := cK(v) (v € F¥). Dowies¢, ze otrzymane
przeksztatcenia F* w F! sg liniowe, a ich macierze sa réwne [K| + [L] i ¢[K], odpowiednio.

Zadania ze zbioru Kostrykina: 1,2,3 w §1.4.1.

§ 2. Dalsze wlasnosci macierzy

Material w tym paragrafie jest w duzej mierze uzupetniajacy i podany w postaci zadan, utatwiajacych
nabycie niezbednej wprawy w operowaniu macierzami.

1. Pierscien macierzy kwadratowych. (Zadania i proste wlasnosci.)

Macierze kwadratowe odgrywaja szczegolng role. O k x k—macierzy tez, ze jest stopnia k, a zbior
M. 1 (F) wszystkich macierzy stopnia k nad F oznaczamy przez My (F) lub przez M.

Definicja. Macierz A = (a;;) € My, jest

gornie trojkatna (odp. dolnie tréojkatna) gdy a;; = 0 dla j < i (odp. j > 9);

trojkatna, gdy jest badz gornie, badz dolnie trojkatna;

symetryczna gdy A = A’ (czyli gdy a;; = aj; dlad,j € {1,...,k});

diagonalna, gdy a;; = 0 dla ¢ # j.
Ciagi (@11, ..., agx) 1 (ag1, ..., a1) nazywamy przekatna gléwna i przekatna boczna macierzy A.
Na ogot skracamy ,przekatna glowna”’ do ,przekatna”. Macierz diagonalna o przekatnej (1,...,1)
nazywamy jednostkowsq i oznaczamy I lub Ij.

Zadanie 1. Udowodni¢, ze
a) Przeksztalcenie F¥ — F*  wyznaczone przez macierz jednostkowa, jest identycznosciowe (tzn.

przeprowadza kazdy wektor v € F¥ na tenze wektor).
b) LA=A=AI,dla A ¢ Ml,k-

Uwaga 1. Z zadania i rezultatéow p.1 wynika, ze My, jest pierscieniem, ktérego jedynka jest macierz
I, a zerem macierz 0 o wszystkich wyrazach zerowych. Odgrywa on wazna role i ponizsze zadania
maja na celu przyblizenie niektorych jego wlasnosci.

Zadania.
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2. a) Istnieja macierze D,J € M, takie, ze DJ # JD i J?2 = 0, przy czym za D mozna obra¢
macierz diagonalna, a za J macierz o trzech wyrazach réwnych 0,
b) Podobnie, dla k > 2 mnozenie w M, nie jest przemienne i istnieja niezerowe macierze, ktoérych
kwadrat jest zerem.
c) W My, da¢ wszystkie rozwiagzania rownan 1) X? =1, 2) X? =0, 3) X? = X. Przy F = R,
ktore z tych rownan maja skonczenie wiele rozwigzan?

3. Niech J € M, oznacza macierz, majaca jedynki bezposrednio pod gléwna przekatng i zera w
pozostatych miejscach.
a) Zbadaé¢ dziatanie przeksztalcenia L = Lj na wektorach ey, ..., e, i na tej podstawie wyznaczy¢
kolejne potegi macierzy J.
b) Wywnioskowaé, ze w My istnieje macierz, ktorej k—ta potega jest zerowa, lecz poprzednia —
niezerowa. (Nie mozna tu zastapi¢ potegi k przez wyzsza, co udowodnimy znacznie pdzniej.)

4. Jesli A, B € M, sa macierzami gornie trojkatnymi (odp. dolnie trojkatnymi, diagonalnymi), to
A + B i AB rowniez.

5. Niech A, B € M, beda macierzami dolnie tréjkatnymi. Jesli pierwszych [ wierszy macierzy B i
[ + 1-szy wyraz przekatnej macierzy A sa zerowe, to pierwszych [ + 1 wierszy w AB jest zerowych.

6. Niech A, B beda macierzami symetrycznymi, tzn. takimi, ze A = A’ i B = B!, Woéwczas:
a) A+B jest macierza symetryczna;
b) AB wtedy i tylko wtedy jest macierza symetryczna, gdy AB = BA. (Patrz lemat 2iii) w §1.3.)

7. Jesli C = AB, gdzie A i B sa macierzami gérnie trojkatnymi, to ¢; = aib; dlat = 1,2, ... k;
podobnie, gdy A i B sg macierzami dolnie tréjkatnymi.
8. Jesli A i B sg macierzami diagonalnymi, to AB = BA.
9. Niech D bedzie k x k —macierza diagonalng, ktérej wyrazy stojace na przekatnej sa parami rézne.
a) Znalez¢ wszystkie macierze A takie, ze AD = DA.

b) Dowies¢, ze macierz, ktorej gtéwna przekatna jest zerowa, jest postaci BD — DB dla pewnej
macierzy B € M.

10. Niech G bedzie zbiorem 2 x 2-macierzy, zamknietym ze wzgledu na mnozenie i takim, ze
kazda macierz (a;;) € G spelia warunek a;; = az. Wowcezas albo G sklada si¢ z macierzy dolnie
trojkatnych, albo istnieje skalar K taki, ze dla kazej macierzy (a;;) € G mamy as = Kajs.

Definicja. Suma wszystkich wyrazéw glownej przekatnej macierzy kwadratowej A nazywana jest
sladem A i oznaczana tr(A), od angielskiego ,trace”.

11. a) tr(aA + bB) = atr(A) + btr(B) dla macierzy kwadratowych A, B tego samego rozmiaru i
a,beF.
b) tr(AB) = tr(BA) gdy oba iloczyny AB i BA istnieja (tzn. A € My, i B € My, dla pewnych
kD).

Definicja. Dla A € My (F) i dla p = ag + a1 + ...as2® € Flz] przyjmijmy
p(A) = aply + a1 A + asA® + ... + a,A°

Cwiczenie. Wyznaczyé p(A), gdy

va=| g or=aeain ma= 8L p—a @ dead-be
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12. Niech A,B € M (F) i p,q € F[z].

a) (p(A))" = p(A").
b) Jesli macierze A, B sa przemienne, tzn. AB = BA, to p(A) i p(B) tez sa.
¢)(pq)(A) = p(A)q(A) i analogicznie dla iloczynu wickszej liczby wielomianow.

13. Niech A bedzie macierza (gornie) trojkatna o przekatnej (cq, ..., cx). Wykazaé, ze dla p € F[z]
macierz p(A) jest (gornie) trojkatna i jej przekatna jest (p(c1), ..., p(ck)).

Zadania uzupelniajace.

1. Ktore macierze kwadratowe sa przemienne z kazda inng tego samego stopnia? (Wskazowka: zad.
9a).)

2. Niech macierze A, B € M;;, maja te wlasnosé, ze dla kazdego v € F* wektor Bv jest proporcjo-
nalny do Av. Dowieé¢, ze B = AA dla pewnego skalara .

3. Niech A, B € M. Dowiesé, ze:
a) tr(B)A + tr(A)B — AB — BA = (tr(A)tr(B) — tr(AB))I;
b) (tr(A))% — tr(A?) = 2det(A), gdzie det to wyznacznik, zdefiniowany dalej w uwadze 2 w §5.1;
c) 2tr(ABC) = tr(AB)tr(C) + tr(BC)tr(A) + tr(AC)tr(B) — tr(A)tr(B)tr(C); w szczegolnosci,
tr(A®) = 1tr(A)[3tr(A?) — (tr(A))?]. (Wskazowka: czesé a)).
(Nie znam odpowiednikow tych tozsamosci dla macierzy wiekszych rozmiarow.)

Zadania ze zbioru Kostrykina: z §1.4.1: 4a),4b),5,6,9,15,16; z §1.4.3: 1,5,7,8,11,14,17*21.

2. * 2 x 2-macierze a kwaterniony (zadania uzupelniajace).

1. * Dla a,b € C oznaczmy przez Q(a,b) 2 x 2—-macierz zespolong o pierwszej kolumnie (a,b) i
drugiej (—b,@). Niech H' := {Q(a,b) : a,b € C}. Dowies¢, ze:
a) Zbior H' jest zamkniety tak wzgledem mnozenia macierzy, jak i ich dodawania.
b) Kazdy element H' \ {0} jest odwracalny w H' i odwrotnoscia Q(a,b) jest WQ(E, —b).
c¢) Kazda macierz A € H mozna w dokladnie jeden sposob przedstawi¢ w postaci A = tI+ zi+
yj + zk, gdzie t,z,y, 2 € R oraz

. [i o0 (o 1] Lo
YWlo YT 1o ST oo |

d) i =j=k?*=-L
e)ij=—ji=k, jk=—kj=i ki=—ik = j

2. * Zdefiniujmy H jako zbiér wyrazen postaci v := vy + v17 + v9j + v3k, gdzie vy, v1,v9,v3 € R, a
1,7, k sa ustalonymi symbolami. Elementy H nazywamy kwaternionami; dodajemy je i mnozymy
jak wyrazenia algebraiczne, przyjmujac jednak i? = j?> = k> = —1 oraz ij = —ji = k, jk = —kj =
i, ki=—1k=j.

a) Okreslmy przeksztatcenie ® : H — H' wzorem ®(v) := vol+v1i+wvoj+vsk dla v € H. Dowiesé,
ze ® jest bijekcja, zachowujaca dziatania dodawania i mnozenia.

b) Wykorzystujac a) i poprzedzajace zadanie dowies¢, ze H z opisanymi wyzej dzialaniami jest
cialem nieprzemiennym — czyli spelnia warunki definicji ciala, proécz przemiennosci mnozenia.

(Warto odnotowad, jak tatwo uzyskano nieoczywista skadinad wtasnosé tacznosci mnozenial)
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3. * Dowies¢, ze 2 X 2-macierz zespolona, przemienna z kazda z macierzy i, j, k, jest skalarna (tzn.
postaci zI, gdzie z € C). Stad gdy vy + vii + vej + v3k jest kwaternionem przemiennym z kazdym
innym, tov; =0dlai=1,2,3.

3. *Klatki macierzy.

Podmacierza macierzy A nazywamy macierz, powstalyg z A przez wykreslenie pewych wierszy i
kolumn; moéwimy, ze podmacierz jest wyznaczona przez wiersze i kolumny, ktérych nie wykreslono.
Podmacierz wyznaczong przez pewien zbioér kolejnych kolumn i pewien zbiér kolejnych wierszy na-
zywamy klatka.

Przyktad 1.
[ 12 3 A 1 3]
) A— b 5 T B 1 _3 — podmacierz wyznaczona przez
-1 -2 -3 — A s 7 wiersze 1, 3, 41 kolumny 11 3,
| -5 =6 -7 — B ] -
[ /I 2 /8 /4 ] B 6 7
b) A - H 6 T B 9 _3 — klatka wyznaczona przez wier-
| -1 =2 =3 — A 6 _7 sze 2,3, 41 kolumny 2 i 3.
—p —6 -7 — 8| L
Czasem macierz zadana bedzie przez zaznaczenie potozenia pewnych jej znanych klatek. Na
121000
oo |12 |5 6 7 B O : 341000
przyktad, jesli B = { 3 4 ] ,C = [ 89 0 ] , to [ I C ] 0znacza macierz | ——s— ¢~
01890

Rozmiaréw klatek I oraz O nalezy sie domysle¢ —musza by¢ zgodne z rozmiarami klatek B i C.
Macierz podzielong na klatki pewnym uktadem poziomych i pionowych linii nazywamy macierza
podzielong na klatki lub macierzg blokowq. Zaznaczanie linii nie jest konieczne —pomagaja one
tylko przekazaé¢ informacje o tym, jakie klatki wyrézniamy:.

Przy dodawaniu i mnozeniu, klatki zachowuja sie podobnie jak wyrazy macierzy:

Stwierdzenie 1. * Niech A ¢ B bedg macierzami podzielonymi na klatksi:

All A12 Alk’ Bll B12 qu
A = A21 A22 A2k ’ B = B21 B22 B2q (4)
All Alg Alk Bpl Bpg qu

i) Jeslil = p oraz k = q i dla kazdych i, j suma A;; + By; istnieje, to istnieje tez suma A + B oraz
ma miejsce podziat na klatks:

A +Bi A+ By A+ By
ALB-= Agi + By Ay + By A, + By (5)
Ay +Bn Ap+Bp A, + By
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i) Jesli k = p oraz dla kazdych wskaznikow i € {1,...,1},s € {1,...,k},j € {1,...,q} tloczyn A;sBs;
istnieje, to istnieje tez tloczyn AB 1 ma miejsce podziat na klatki

CH Clg Clq

Cgl C22 ng

k
AB = . gdzie Cy; = > A;B,; dla i, j jak wyzej. (6)

s=1

Cll ClQ Clq

Cwiczenie. Wykorzystujac zaznaczony podzial macierzy A na klatki wyznaczyé AAY, gdy

10 1 2 3

01 -1 -2 -3
A=]-11 1 0 0
01 0o 1 0

-1 0 0O 0 1

Przejdzmy do dowodu czesci ii) stwierdzenia. (Czesc i) jest oczywista,)

Zadanie 1. Teza ii) jest prawdziwa i wynika bezposrednio z definicji iloczynu macierzy, gdy
a)k=qg=1,lubb)l=k=1,1ubc)l=1=gq. (Przypominamy, ze z zalozenia p = k.)

Przy oznaczeniach (4) niech teraz
By, ]
Az‘ = [Azl Azk]; Bj = dla i = 1, ,l oraz j = 1, .. q.

By,

Woweczas zachodza rownosci (ostatnia wynika z czesci a) zadania):

(A ] " AB ]
A, AB
A=|" |, B=[B; ..B] AB=| (7)
| A, | AB |

Nastepnie, z czesci b) zadania:

Wreszcie z czesci ¢) zadania oraz okreslenia A; i B; otrzymujemy A;B; = Z];:l AiBgidlai=1,..,1
oraz j =1,..,q. Wraz z (7) i (8) koriczy to dowdd. O

Podziat macierzy na klatki moze zmniejszy¢ koszt obliczert wykonywanych przy mnozeniu macie-
rzy. Interesujace zadanie na ten temat jest w [Ko-Ma| na str. 38-39.
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§ 3. Uklady réwnan liniowych.

Juz wyznaczenie zbioru wektoréw, ktére danym przeksztalceniem liniowym R? — R? przeprowadzane
sa na 0, wymaga rozwigzania ukladu dwoch réownan z dwiema niewiadomymi. W tym paragrafie
zajmiemy sie badaniem uktadow rownan liniowych i wnioskami, ktore z tego ptyna dla teorii macierzy;
do zwiazkow zas z przeksztalceniami liniowymi powrdécimy w konicowych paragrafach 4 i 5.

1. Uklad réwnan liniowych i jego zbiér rozwigzan.

Definicja. Réwnaniem liniowym w F¥ nazywamy wyrazenie a2 +...+a,x, = b, gdzie ay, ..., a, b €
F. Uktad [ takich rownan zapisujemy tak:

111 + a19T9 + ... + a1 = b1
2121 + A929T9 + ...+ A2kl — bg

)

anTi + apr + ...+ agrr = b

Mowimy, ze
symbole x1, ..., r; to niewiadome lub zmienne uktadu;

uklad (U) jest jednorodny, gdy by = by = ... = b, = 0;
a;1, G2, ..., G; to wspoOtczynniki i-tego réwnania, a b; to jego stata;
1—te rownanie jest zerowe, gdy a;1 = a;p = ... = a;, = b; = 0.

Rozwigzaniem uktadu (U) w nazywamy kazdy ciag v = (vy,...,v;,) € F¥ taki, ze Z?Zl a;v; =b;
dla i = 1,2,...,]. Gdy rozwiazan nie ma, uklad nazywamy sprzecznym. Uklad jednorodny jest
niesprzeczny: rozwigzaniem jest Oy.

Zadanie rozwiazania ukladu (U) polega na podaniu opisu zbioru rozwigzan:

R = {v € F* : v jest rozwiazaniem uktadu (U)} (9)

Uwaga 1. Zwyczajowo, wyrazenia 0z; w (U) pomijamy. Powoduje to jednak, ze zbior rozwiazan
zalezy od tego, w ktorej z przestrzeni F* (k € N) uklad jest rozpatrywany. Dla przykladu, zbior
rozwigzan pojedyriczego rownania x; = 0 jest punktem 0 € R, gdy rozpatrujemy je w R, prosta
{(0,29) : x5 € R}, gdy rozpatrujemy je w R?, oraz plaszczyzna {(0,z2,23) : x9,23 € R}, gdy
rozpatrywane jest w R3.

Cwiczenie. Jakie zbiory zadaja w R? réwnania: a) 0 =0, b) 0 =1, ¢) z; = 25 = 1.

Z uktadem (U) zwiazemy macierz A = (a;;) € M, ;(F), zwana macierza wspotczynnikow tego
uktadu (U), oraz wektor stalych b = (by,...,b;) € F'. Pelng informacje o ukladzie daje macierz
rozszerzona, powstata z A przez dopisanie wektora kolumnowego b i oznaczana przez [A|b].

Uktad rownan (U) bedziemy czesto zapisywaé¢ w postaci skroconej nastepujaco:

vy Ax=b

gdzie x oznacza zespo6l niewiadomych (z1, ..., zg).

Zadania ze zbioru Kostrykina: §1.2.3, zadanie 15.
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2. Operacje elementarne i doprowadzanie macierzy do postaci schodkowej.

Znana ze szkoly (dla malych k i [) metoda rozwiazywania uktadu (U) polega na rugowaniu niewia-
domych przez wykonywanie nastepujacych operacji:

a) dodanie do pewnego réwnania innego, pomnozonego przez skalar, oraz

b) pomnozenia jakiego$ rownania (stronami) przez skalar rozny od zera.
Dla wygody zapisu dolgczmy tu jeszcze operacje zamiany miejscami dowolnej pary réwnan uktadu.
Ponadto, wypisywanie kolejnych otrzymywanych ukladéw réwnan zastapi¢ chcemy podawaniem ich
rozszerzonych macierzy. Celowe jest wiec wprowadzenie nastepujacych transformacji macierzy:

Definicja. Elementarng operacja na wierszach macierzy M nazywamy

(I) Dodanie do pewnego wiersza macierzy innego wiersza, pomnozonego przez skalar. (Jesli do

wiersza o numerze p dodajemy c—krotnos¢ wiersza o numerze ¢, i chcemy to zaznaczy¢, to piszemy

M Iph+eld] N, gdzie N to otrzymana macierz.)

(IT) Pomnozenie pewnego wiersza macierzy przez skalar rézny od zera. (Jesli mnozymy wiersz p

przez skalar ¢, to piszemy M i, N.)

(ITT) Zamiane miejscami dwoch wierszy. (Jesli zamieniane sg wiersze o numerach p i ¢, to piszemy

M ) )

Gdy nie chcemy zaznaczaé, o ktora z tych operacji chodzi, piszemy M — N.
Powyzsze operacje elementarne nazwiemy wierszowymi; stowo ,elementarne” bedziemy czesto
opuszczaé. Podobne operacje, wykonywane na kolumnach, nazwiemy kolumnowymi.

Przyktad 1.
123 [ 121] [ 121] [ 1213
A= oo 1 [" ) g0 1| B 00 1|BE 709 of=a
100 10 0 70 0 00 1

Zadanie 1. a) Jesli A’ mozna otrzymac z A przez wykonanie operacji wierszowych, to A mozna na
tej drodze otrzymac z A’. (Wskazowka: rozpatrzeé¢ przypadek, gdy wykonujemy tylko jedna operacje.)
b)* Otrzymac operacje typu (III) wykonujac kolejno kilka pozostatych operacji.

Definicja. Uktady rownan Ax = b i A’x = b’ s rownowazne, gdy maja te same zbiory rozwiazan.
Zauwazmy, ze rownowazne uktady maja tyle samo niewiadomych.

Lemat 1. Jesli rozszerzong macierz [A|b] uktadu (U) zmieni¢ operacjami wierszowymi, to otrzymana
macierz [A'|b'] wyznaczy uktad A'x = b’ réwnowazny wyjsciowemu.

Dowod. Niech R oznacza zbior rozwigzan wyjsciowego, a R’ -zmienionego uktadu rownan. Ze wzgledu
na opisana w zadaniu la) symetrie wystarcza pokazac, ze R C R'. Dowod tej inkluzji sprowadza sie
do przypadku, gdy wykonujemy tylko z jedna operacje, a wtedy jest on oczywisty. H

Uwaga 1. Przy oznaczeniach lematu, jesli b = 0, to b’ = 0.

Definicja. a) Wyraz prowadzacy ciagu (u;)%_, € F¥\ {0} to najwczesniejszy niezerowy jego wyraz.
b) O macierzy A powiemy, ze jest wierszowo poélzredukowana (lub: schodkowa), gdy wyrazy
prowadzace kolejnych jej niezerowych wierszy wystepuja w coraz to dalszych kolumnach i kazdy
niezerowy wiersz poprzedza kazdy z wierszy zerowych.
¢) Gdy ponadto wszystkie wyrazy prowadzace wierszy sa rowne 1, a kolumny, w ktorych wyste-
puja, zawieraja poza nimi same zera, to macierz A jest wierszowo zredukowana (lub: w postaci
normalnej Hermite’a).
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W dalszej czesci, bedziemy stowo ,wierszowo” opuszczac.

Przyktad 2. (Wyttuszezone sa wyrazy prowadzace wierszy. )

115 3 2 1 100 2 115 3 2 1100 2
00110 00 2 00 00110 001 05
001 0O 0005 2 0001 2 00014
00 00O 00 0 0O 00 0 0O 000 0O

Sposréd tych macierzy, schodkowe sa trzy ostatnie, a zredukowana tylko czwarta.

Lemat 2. Kazdg macierz mozna przeprowadzi¢ w schodkowq przez kolejne wykonanie pewnych ope-
racji wierszowych (a nawet operacji wytgcznie typu I).

Dowdd. Zastosujemy indukcje wzgledem liczby niezerowych kolumn. Mozna postepowaé tak:

i) Obra¢ najwczesniejsza niezerowa kolumne wyjsciowej macierzy; niech ma ona numer p.

ii) Przez dodanie odpowiedniego wiersza do pierwszego uczyni¢ pierwszy wyraz kolumny p nieze-
rowym. (By¢ moze nic nie trzeba robi¢, a prostsza moze by¢ zamiana tych wierszy.)

iii) Przez odjecie odpowiednich krotnosci pierwszego wiersza otrzymanej macierzy od nastepnych
jej wierszy, wyzerowa¢ wszystkie wyrazy kolumny p, poza pierwszym.

iv) W powstalej macierzy pominaé¢ pierwszy wiersz i pierwszych p kolumn i postepowaé dalej w
ten sam sposob (inaczej mowiac, wykorzystaé zatozenie indukcyjne). OJ

Lemat 3. Przy pomocy operacyi typu I i Il mozna macierz schodkowqg przeprowadzié w zredukowang,
bez zmiany miejsc, w ktorych wystepujq wyrazy prowadzgce wierszy.

Dowdd. Wystarczy wykonaé nastepujace operacje:

v) Pomnozy¢ niezerowe wiersze rozwazanej macierzy przez odpowiednie skalary, by uczyni¢ wy-
razy prowadzace wierszy rownymi 1.

vi) Kolejno, dla i = 2,...,r (gdzie r to liczba niezerowych wierszy) odja¢ odpowiednie krotnosci
wiersza ¢ od poprzedzajacych. H

Whniosek 1. Zadana macierz A jest wierszowo réGwnowazna macierzy zredukowanej N, tzn. ist-
nieje cigg macierzy Ag = A, Ay, ..., A, = N takich, zZe kazda z macierzy Ay, ..., A, powstaje przez
wykonanie pewnej operacji wierszowej na macierzy poprzedzajgce].

Powyzsza macierz N nazwiemy postacig zredukowang lub normalna macierzy A. Podobnie,
dzieki lematowi 2 mozemy moéwié¢ o postaci schodkowej macierzy A.2

Przyktad 3. (Przerywana linia pozioma odcieto rozwazana w nastepnym kroku klatke, a ttustym
drukiem zaznaczono kolumny czy tez wyrazy istotne dla niektoérych krokow. (Ostatnie 2 kroki sa jak
opisano w dowodzie lematu 3, a wczesniejsze — lematu 2.)

12 -1 5 121 1 2 -1 5 12 1

00 2 4 —6 2 0O 2 1 =6 2

A= — —

12 -2 3 15 0 00 -1 -2 3 -1

2 4 116 15 5 0o 3 6 -9 3
12 -1 5 12 1 12 -15 12 1 1207 92
00 24 62| _ (00 1231 _ 10012-31|_.
00 0 00 00 00 00 0000 00]
00 010 00 00 00 00 0000 00

2Postaé¢ schodkowa nie jest jedyna, za$ zredukowana jest, co za Hermitem zauwazymy w nastepnym rozdziale. Z
jednoznacznosci tej jednak nie bedziemy korzystaé, poza przypadkiem macierzy niesobliwych, oméwionym w §5.1.
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Zadania uzupelniajace.

1. Udowodnié¢, ze wykonujac wylacznie operacje wierszowe typu (I) mozna dana macierz przepro-
wadzi¢ w macierz réznigca sie od zredukowanej tylko tym, ze wyrazem prowadacym jej ostatniego
niezerowego wiersza niekoniecznie jest 1.

2. Dowiesé, ze przy pomocy operacji wierszowych typu (I) mozna
a) zamieni¢ miejscami dwa wskazane wiersze macierzy, zmieniajac przy tym znak jednego z nich;
b) zmienié¢ znak dwoch wskazanych wierszy.

3. Niech A i B beda macierzami, ktorych iloczyn ma sens. Udowodnié, ze jedli dany ciag operacji
wierszowych przeprowadza A w A’ to przeprowadza on tez AB w A’B. Podobnie, jesli cigg operacji
kolumnowych przeprowadza B w B’; to ten sam ciag przeprowadza AB w AB’. (Wskazowka:
wystarczy rozwazy¢ pojedyncza operacje. Wykorzystaé¢ wzor (2.5) z §1.3.)

4. * Niech A bedzie niezerowa macierza o wyrazach w zbiorze Z liczb catkowitych, zas d bedzie
najwickszym wspolnym dzielnikiem jej wyrazéw. Rozpatrzmy zbiér tych macierzy B, ktére mozna
otrzymac z A przy pomocy ciagu operacji typu (I) nad Z, wykonywanych na wierszach i na kolum-
nach. (Wyjasnienie: ,nad Z” oznacza, ze krotnosci dodawanych wierszy czy kolumn sa catkowite.)
Udowodni¢, ze jesli macierz A nie jest rozmiaru 1 x 1, to

a) Wszystkie wyrazy takich macierzy B sa podzielne przez d.

b)* d jest najmniejsza liczba dodatnia, bedaca wyrazem ktorej$ z macierzy B.

¢) Wsrod macierzy B istnieje taka, ktorej wyraz stojacy w lewym gérnym rogu jest rowny d, a
pozostate wyrazy pierwszego wiersza i pierwszej kolumny sa rowne 0.

d) Macierz A mozna opisanymi operacjami przeprowadzi¢ w taka macierz B, ze b;; = 0 dla ¢ # j
(a takze liczba b;; dzieli bj; gdy @ < j; jest to lemat Smitha).

3. Metoda rugowania niewiadomych

Metoda ta, ujeta w pewien schemat przez Gaussa, polega na zastapieniu uktadu Ax = b uktadem
A'x = b/, gdzie A’ jest postacig schodkowa, lub zredukowana, macierzy A. Poniewaz uklady te sa
rOwnowazne, wiec pozostaje zajac¢ sie uktadami o schodkowej macierzy wspotczynnikow.

Definicja. Gdy macierz A uktadu réwnainn Ax = b jest schodkowa i jej j—ta kolumna zawiera wyraz
prowadzacy pewnego wiersza, to tak t¢ kolumne, jak i niewiadomg z; nazywamy prowadzacymi.
Pozostate niewiadome i kolumny nazwiemy wtérnymi.

Twierdzenie 1. Niech w uktadzie rownan Ax = b o schodkowej macierzy A nie wystepujg row-
nania postaci 0 = b;, gdzie b; # 0. Wowczas uktad jest niesprzeczny i kazde jego rozwigzanie jest
jednoznacznie wyznaczone przez ustalenie wartosci niewiadomych wtornych, ktore mogq byé dowolne.
(Gdy nie ma niewiadomych wtornych oznacza to, Ze rozwigzanie jest jedyne.)

Dowdd. Zalézmy wpierw, ze macierz A jest zredukowana. Wtedy kazda niewiadoma prowadzaca
wystepuje w jednym réwnaniu ukltadu, ze wspolezynnikiem 1. (Gra role brak rownan 0 = b;, gdzie
b; # 0.) Pozostawmy te niewiadome po lewych stronach, a pozostate wyrazenia a;;z; przenieSmy na
strony prawe; rownania zas 0 = 0 (jesli takie sa) pominimy. Zakladajac dla ustalenia uwagi, ze wtor-
nymi sa niewiadome 1, ..., ), otrzymujemy nastepujacy uktad réwnan, rownowazny wyjsciowemu

k
xTr; = bj — Z Q5 T j dla i = 1, T (10)

Jj=r+1
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Nadajac niewiadomym wtérnym zadane wartosci v,i1, ..., Vg, a wczesniejsze wyznaczajac zgodnie z
(10), otrzymujemy jedyne rozwiazanie v takie, ze v; jest jego j—ta wspolrzedna dla j =r+1,..., k.

Przypadek schodkowej macierzy A sprowadzamy do powyzszego, redukujac klatke A macierzy
[A|b] w oparciu o lemat 3 z p.2. O

Whniosek 1. Uktad Ax = b o schodkowej macierzy A wtedy i tylko wtedy jest niesprzeczny, gdy nie
wystepuje w nim rownanie postaci 0 = b; dla b; # 0. Uktad ten ma jedyne rozwigzanie wtedy i tylko
wtedy, gdy jest niesprzeczny i macierz A nie ma kolumn wtdérnych. [

Whniosek 2. Uktad Ax = 0 ma rozwigzanie niezerowe wtedy i tylko wtedy, gdy postaé schodkowa A’
macierzy A ma kolumny wtorne.

Dowod. Wynika to z wniosku 1, zastosowanego do réwnowaznego uktadu A’x = 0.

Whiosek 3. a) Gdy A € M, i | <k, to uklad Ax = 0, ma rozwigzanie niezerowe.
b) Dia l < k nie istnieje réznowartosciowe przeksztatcenie liniowe F* — F!

Dowod. a) Postaé¢ schodkowa A’ macierzy A ma kolumny wtérne (bo ma wiecej kolumn niz wierszy).

b) Niech przeksztalcenie liniowe L : F¥ — F! bedzie liniowe. Przyjmijmy A := [L]; jesli | < k,
to Av = 0; dla pewnego niezerowego wektora v. Zachodzi wiec wtedy L(v) = 0; = L(0x) i v # O,
tzn. przeksztalcenie L nie jest réznowartosciowe. [J

Przyklad 1. Rozwiazemy uklad rownan:

T+2y—z+5p+12¢=1

(u) 2z +4p — 6g = 2
T+2y—22+3p+15¢ =0

20 +4y + 2+ 16p + 15¢ = 5

Jego rozszerzona macierza jest macierz M z przyktadu 2 w p.2. Korzystajac z lematu z p.1 stwier-
dzamy wiec, ze jest on rownowazny uktadowi nastepujacemu:

() rT+2y+Tp+9q =2
z24+2p—3q¢q=1

Pozostaje rozwiaza¢ uktad (u’), ktorego macierz wspotezynnikow jest zredukowana. Pozostawienie po
jednej stronie tylko niewiadomych prowadzacych, zgodnie z dowodem twierdzenia, daje v = 2 — 2y —
Tp—9qiz=1-2p+3q. Stad R = {(2,y,2,p,q) € R*: (2-2y—Tp—9¢,y,1-2p+3¢,p,q) : y,p,q € R}.

Zadania uzupelniajace.

1. Trzy proste w R? zadane sg réwnaniami axz +by+c¢ =0, cv+ay+b=0, bx+cy+a =0, odp.
Udowodni¢, ze przecinajg sie one w jednym punkcie wtedy i tylko wtedy, gdy a + b+ ¢ = 0.

2. Niech A € My, gdzie k < I. Udowodnié¢, ze dla pewnego b € F' uktad Ax = b jest sprzeczny.
3. Udowodnié, ze uktad réwnan liniowych wtedy i tylko wtedy jest sprzeczny, gdy 0=1 jest kombina-
cja liniowa jego rownan (t.j. istnieja skalary c; takie, ze po pomnozeniu pierwszgo réwnania uktadu
przez c1, drugiego przez c, itd. i dodaniu otrzymanych réwnan, otrzymujemy réwnanie 0 = 1).

4. Na kolumnach macierzy A dokonano pojedyiiczej operacji elementarnej O, otrzymujac macierz

A’. Niech wektor v/ bedzie rozwigzaniem ,zmienionego”’ ukladu rownan A'x = b, przy czym v’
traktujemy jako macierz o jedynym wierszu (réwnym v').
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a) Udowodni¢, ze jesli na v/ wykonaé¢ operacje O’ opisang nizej, to otrzymamy rozwiazanie v
wyjsciowego” uktadu Ax = b. Tu O = O jesli O jest operacja typu (II) lub (III), za$ jesli O
jest dodaniem do kolumny p-tej c—krotnosci kolumny g¢-tej, to O’ jest dodaniem do kolumny g¢—tej
c—krotnosci kolumny p-tej. (W sprawdzeniu przyjac¢ p = 1,q = 2.)

b) Odwrotnie, jak z rozwiazania uktadu Ax = b otrzymac rozwiazanie ukltadu A’x = b'?

Zadania ze zbioru Kostrykina: z §1.2.3: 3,6 (zaniedba¢ polecenie o wzorach Cramera), 7,8,9,10.

4. Opis zbioru rozwigzan

Definicja. Rozwigzaniem ogélnym uktadu réwnai liniowych w F* nazywamy kazda réznowartosciows

funkcje f : T — F*, gdzie T jest dowolnym zbiorem, taka, ze f(T') jest zbiorem rozwigzan rozwa-
zanego uktadu. Jak dla kazdej funkcji, w miejsce ,,f : T — F* 7 piszemy tez ,,f(t) (t € T)” lub
ST 2t f(t), jak wygodniej.

Gdy T jest zbiorem skoniczonym (co ma miejsce, gdy #F < c0) mozemy o rozwiazaniu ogdlnym
my$le¢ jako o liscie, na ktorej kazde rozwigzanie pojawia sie jeden raz. W pozostalym przypadku tez
mozemy tak mysleé¢, lecz lista jest nieskoriczona.

Nie zawsze rozwiazanie ogolne przekazuje uzyteczne informacje. Dlatego bedziemy dazy¢ do tego,
by dziedzina T funkcji f byta postaci F* dla pewnego s, a funkcja f bylta zadana prostymi wzorami.

Przyktad 1. Rozwazmy ponownie uktad rownan z przyktadu 1 z p.3. DowiedliSmy, ze za rozwiazanie
ogblne mozna przyja¢ R* 3 (y,p,q) — (2 — 2y — Tp — 9q,y,1 — 2p + 3q,p, q). (Dlaczego funkcja ta
jest roznowartosciowa?) Rozwiazanie to mozna tez zapisa¢ tak:

(.Z',y, Z, D, Q) = <2a 07 17 07 0) + y(_27 17 Oa 07 0) +p(_77 07 _27 17 0) + Q(_97 07 35 07 1)

gdzie y, p, ¢ moga przyjmowaé¢ dowolne wartosci rzeczywiste. [J

Okazuje sie, ze kazdy uktad réwnan liniowych ma rozwiazanie ogélne takiej postaci:

Twierdzenie 1. Niesprzeczny uktad réwnan linowych w F* ma rozwigzanie ogdlne postaci
wo + Wy + ... + W (¢, ..., 0 € TF),

dla pewnej liczby s € NU {0} i pewnych wektoréw wo, w1, ..., w, € FE.
Dodatek: Mozna uzyskaé, by wspotrzedne wektorow w; nalezaty do kazdego podciata ciata T,
ktore zwiera wszystkie wspotczynniki 1 state uktadu.

Dowod. Zredukujmy klatke A rozszerzonej macierzy [A|b] badanego uktadu, otrzymujac uktad
A’x = b’ rownowazny wyjsciowemu. Mozemy zalozy¢, ze kolumny wtoérne macierzy A’ wystepuja
na konicowych miejscach r + 1, ..., k. (Gdy tak nie jest, zmieniamy numeracje niewiadomych.)

7, dowodu twierdzenia 1 w p.3 wiemy, ze kazde rozwigzanie jest postaci

V= (01 = Xy QhpUps s U = Do Uy Upi1 e, V) (Vpg1y -y v € F).
Przez proste przektalcenie zapisujemy je tak: v = wq + Zf;{ Upy; W, gdzie
wo = (b),..,0,,0,...,0) i w; = (—ay;, ..., —a;;,0,...,0,1,0,...,0)

(wyraz 1 jest na r+j-tym miejscu). Przy s := k—r wynika stad, ze dla dowolnych ¢y, ..., ¢5; € F wektor
V = W+ W1 + ... + ¢sW, jednoznacznie wyznacza cq, ..., ¢s (bo ¢; jest jego (r + j)—ta wspolrzedna).
Wobec tego (cy, ..., ¢s) — Wo + i Wy + ... + ;W jest przeksztalceniem réznowartosciowym, ktorego
obraz jest zbiorem rozwiazan uktadu.
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By uzasadni¢ ,Dodatek” zauwazmy, ze wyrazy macierzy [A’|b’] otrzymujemy z wyrazéw ma-
cierzy [A|b] wykonujac dzielenie, mnozenie i dodawanie. Wraz z podanymi wzorami na wektory
W, W1, ..., Wy dowodzi to, ze maja one zadang wtasnosé. [J

Zajmiemy sie blizej przypadkiem jednorodnym.

Definicja. Powiemy, ze wektory wy,...,w, € F¥ gdzie s > 1, tworza fundamentalny zbiér roz-
wigzan jednorodnego uktadu réwnan w F*, gdy

i) eowy + ... + ¢swy (1, ..., ¢ € ) jest rozwigzaniem og6lnym (réwnowaznie: kazde rozwiazanie
jednoznacznie przedstawia si¢ jako kombinacja c;wy + ... + cswy, dla ¢1,...,cs € F, i kazda taka
kombinacja jest rozwiazaniem), oraz

ii) wspolrzedne wektorow wy, ..., w, leza w kazdym podciele ciata IF, ktore zawiera wspotczynniki
uktadu.

Whniosek 1. Jesli jednorodny uktad réwnan lintowych ma rozwigzanie niezerowe, to ma ¢ fundamen-
talny zbior rozwigzan.

Dowod. Przy oznaczeniach dowodu twierdzenia mamy teraz b = 0;. Stad b’ = 0; (patrz uwaga 1 w
p. 2) i wobec tego wol = 04. Ponadto, s > 0, bo inaczej 0y byloby jedynym rozwiazaniem. [J

Przyktad 2. a) Rozpatrzmy jednorodny uktad rownan nad C, ktorego lewe strony sa jak w przyktadzie
1 z p.3. Wezesniejsze rachunki pokazuja, ze fundamentalny zbiér rozwiazan tworza wektory w; =
(—=2,1,0,0,0), wo = (—=7,0,—2,1,0), ws =(-9,0,3,0,1). Rozwiazanie ogblne jest postaci

y(=2,1,0,0,0) + s(=7,0,—2,1,0) + £(=9,0,3,0,1) (y,s,t € C) (11)

Gdyby uktad byl rozpatrywany nad cialem liczb wymiernych @Q zmieniloby sie tylko to, ze w (11)
nalezatoby zastapi¢ C przez Q, dla tych samych wektoréw w;.

b) W réownaniu x1 + x9 = 0, rozpatrywanym nad R, rozwiazaniem ogélnym jest cw (¢ € R), gdzie
w = (v/2, —v/2). Jednak wspohzedne wektora w nie naleza do ciata Q, zawierajacego wspotezynniki
rownania, i dlatego {w} nie jest zbiorem fundamentalnym rozwiazan. Oczywiscie wzoér cw (¢ € Q)
nie daje juz rozwiazanie ogblnego nad @, bo cw nie ma wspétrzednych wymiernych np. dla ¢ = 1.

Zadanie uzupehiajace 1. Niech wszystkie wspolczynniki i state uktadu réwnan liniowych lezg w
pewnym podciele G ciata F. Woéwczas:

a) Jesli uktad ten jest niesprzeczny w F*, to jest niesprzeczny i w G*,

b) Jesli uktad ma w F* jedyne rozwiazanie, to lezy ono w G*.

c) Jesli uktad ma jedyne rozwiazanie w G*, to ma i jedyne rozwiazanie w F*.

Zadania ze zbioru Kostrykina: §1.2.3, zadania 1,2,4,24 *. (Wskazowka do zadania ....: zadania uzu-
pelniajace 2 w p.2 1 p.3.)

5. Rownania macierzowe AX = B i XA = B.

Poznana metoda mozna procz uktadéow réwnan Ax = b rozwiazywac i pewne réwnania macierzowe.

A).Niech A € M, ;1B € M, ,. Pytamy: czy istnieja i jakie sa macierze X, dla ktérych AX = B?

Mozemy zalozyé¢, ze p = [ (inaczej rozwiazan brak). Szukana macierz X musi mieé¢ k wierszy i g
kolumn. Jesli jej kolumny oznaczy¢ przez przez Xi, ...,X,, a macierzy B przez by, ..., by, to réwnosc¢
AX = B mozemy zapisa¢ w postaci uktadu réwnosci

AX1 = b17A.X2 = bg, ...,AXq = bq.
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(Patrz uwaga 1 w §1.3.) Kazde z rownani Ax = b; mozna rozwiaza¢ opisang w poprzednim paragrafie
metoda i w ten sposob ustali¢, czy zadana macierz istnieje i jakiej postaci sa jej kolumny. Redukcje
klatki A macierzy [A|b;| mozna przy tym wykonaé¢ dla wszystkich j réwnoczesnie, biorac macierz
[A|B| powstala z A przez dopisanie wszystkich kolumn by, ..., b, i wykorzystujac nastepujacy

Lemat 1. Niech macierze [A|B] i [A'|B’] bedq wierszowo réwnowazne i niech X bedzie dowolng
macierzg. Wowczas AX =B < A’X =DB'.

Dowod. Oznaczmy kolumny B’ przez bi,...,b;. Na mocy lematu 1 w §3.2, réwnania Ax = b
i A’x = bl sa réwnowazne. Jak wyzej, rownos¢ AX = B (odp. A’X = B’) zachodzi wtedy i
tylko wtedy, gdy j-ta kolumna macierzy X jest rozwigzaniem réwnania Ax = b; (odp. réwnania
A'x =Db)),dla j=1,..,q Stad wynika teza. OJ

Mozemy wiec rownanie AX = B bada¢ przez doprowadzenie macierzy [A|B] do postaci [A’|B'],
gdzie klatka A’ jest zredukowana, i zastgpienie go rownaniem A’X = B’.

Whniosek 1. Gdy postaé zredukowana macierzy A € M, jest macierzq jednostkowq, to dla kazdej
macierzy B o k wierszach, rownanie AX = B ma jedyne rozwigzanie.

Dowo6d. Powyzej, A’ = 1I,., wiec jedynym rozwigzaniem réwnania A’X = B’ jest B'. [

Przyktad 1. Rozwiaza¢ réwnanie [ Zl’> i X = (1) (1] _i
Rozwiazani 2|01—1_>12|O 1—1_>10|1—23
JOPAEAR® 13 4 ] 10 1 0 -2 | 1 -3 4 0 -2 | 1 -3 4
1o 1 -2 3 : Lo . : ) .
10 1 1 s o Ostatnia klatka jest jedynym rozwiazaniem réwnania. [
2 2
Uwaga 1. Gdy klatka A’ nie jest jednostkowa, np. gdy macierz A nie jest kwadratowa, to i
tak otrzymujemy réwnania A'x; = b} na kolejne kolumny rozwiazan, ze zredukowana macierza

A’. Pozwala to da¢ parametryczny opis rozwigzan, przez podanie opisu kolumn, lub wykazaé¢ brak
rozwigzan.

B). By rozwiaza¢ rownanie XA = B zauwazamy, ze jest ono rownowazne rownaniu A*X' = B?,
a to umiemy bada¢. (SkorzystaliSmy z lematu 3iii) w §1.3.) Dla przyktadu, z przeprowadzonych
rachunkéw wynika, ze jedynym rozwigzaniem réwnania

s 0 1 1 —1/2
X { 5 4 } = 1 0 | jest macierz | —2  3/2
-1 1 3 -2

Zadania ze zbioru Kostrykina: 11 3 z §1.4.2.

§ 4. Zastosowania do badania przeksztalcen liniowych F* — [’

1. Przeksztalcenia liniowe, wyznaczone réwnaniem AX = B lub XA = B.

Uwaga 1. Niech dane beda przeksztalcenia liniowe S : FF — F* i T : F!' — F". Spytajmy:
czy istnieja przeksztalcenia liniowe L : F*¥ — F! takie, ze T o L = S, i jak je wyznaczy¢? By
na nie odpowiedzie¢ zauwazmy, ze macierz [L] szukanego przeksztalcenia jest, na podstawie ....,
rozwiazaniem rownania AX = B, gdzie A := [T] i B := [S]. Réwniez i odwrotnie, przeksztalcenie,
ktorego macierz jest takim rozwigzaniem, ma zadang wtasnosé. Np. z rachunkéw z §3.5 wynika, ze
gdy S:R?* — R?i T :R? — R? sq zadane wzorami S(x1, xq, 23) = (12 — 23,21 + x3) 1 T(21,22) =
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(x1 + 2m9, 321 + 4xg), to L(xq,x9,23) = (21 — 229 + 323, —%xl + %xg — 2x3) (21,279,723 € R) jest
jedynym przeksztatceniem z R? do R? takim, ze To L = S.

Uwaga 2. Mozna tez spytaé¢: dla danych przeksztalcen liniowych S : F* — FF i T : F* — F!, czy
istniejg przeksztalcenia liniowe L : F¥ — F! takie, ze LoS = T, i jak je wyznaczy¢? Tym razem L ma
zadana wlasnos¢, gdy jego macierz jest rozwiazaniem rownania XA = B, gdzie A :=[S] i B := [T]].
Np. z rachunkéw z §3.5 wynika, ze przy S : R? — R? i T : R? — R3 okreslonych wzorami S(xy, z5) =
(214329, 21 +4x9) 1 T2, 22) = (22, 11, —T1+22), wzor L(xq,29) = (:1:'1—%1'2, —2x1+%:c2, 3x1—2x9)
zadaje jedyne przeksztalcenie liniowe L : R? — R3 takie, ze Lo S = T.
Uwaga 3. Na koniec, niech dane beda wektory a; € F¥ i b; € F! (i = 1,...,n). Pytamy: czy istnieja
i jak wyznaczy¢ przeksztalcenia liniowe L : F¥ — F! takie, ze L(a;) = b; dla i = 1,...,n? Zadana
wlasnosé jest rownowazna temu, by [Lla; = b; dla i = 1,...,n — a wiec temu, by macierz [L]| byla
rozwigzaniem rownania XA = B, gdzie A € M;,, i B € M;,, to macierze o kolumnach ay, ..., a, i
by, ...,b,, odpowiednio. (Patrz §3.5.) Np. jak w uwadze 2 wnosimy, ze podane tam przeksztalcenie
L :R? — R3 jest jedynym (liniowym), dla ktérego L(1,2) = (0,1, —1) i L(3,4) = (1,0, 1).

Do zagadnienn poruszonych w powyzszych uwagach powrécimy, rozpatrujac je z ogdlniejszego
punktu widzenia, w zadaniach .... w §III. ....

2. Obraz przeksztalcenia liniowego F* — F!' a uklady réwnan liniowych.

Niech A bedzie macierza o kolumnach ay, ..., a, € F.. Jak wiemy z zad. 1b) w §1.2,
La(v) =Av=via; + ..+ na, dlav = (v, ...,v;) € F¥ (%)

Kazde rozwiazanie uktadu Ax = b mozna wiec interpretowaé jako ciag wspotczynnikow pewnego
przedstawienia b w postaci kombinacji liniowej wektorow ay, ..., ai, a takze jako ciag wspotrzednych
kartezjaniskich pewnego wektora v € L' (b).

Definicja. a) Przestrzenia kolumn macierzy A nazywamy zbior {Z;’;l cja;j @ cq, ..., cp € F} wszyst-
kich kombinacji liniowych jej kolumn ay, ..., a;. (Jest to podzbiér przestrzeni F'.)
b) Obrazem przeksztalcenia L, oznaczanym przez im(L, ), nazywamy zbior {La (v) : v € F*}.
Z rownosci (*) wynika réwnowazno$é warunkow:
a) uktad Ax = b jest niesprzeczny;
b) b lezy w obrazie przeksztalcenia Ly : F* — F! tzn. b € L (F*);
c¢) b lezy w przestrzeni kolumn macierzy A (czyli jest ich kombinacja liniowa).

Poprzez a), mozemy b) i ¢) badaé¢ rozwiazujac uktad réownan liniowych.

Zadania ze zbioru Kostrykina: w §1.2.1: 3,7,8,9,11,17,18,19*,20* (w dwoch ostatnich zadaniach, kon-
cowe ,niezalezne” ma zbedne ,nie”.)

3. Opisanie obrazu przeksztalcenia ukltadem réwnaii.

Definicja. Méwimy, ze dany zbioér jest opisany ukladem réwnan, gdy jest réwny zbiorowi rozwiazan
tego uktadu.

Niekiedy uzyteczne jest opisanie przestrzeni kolumn danej macierzy A, czyli obrazu przeksztal-
cenia Ly, jednorodnym uktadem réwnan liniowych. Na przyktad, warto tak zrobi¢ juz wtedy, gdy
sposrod wielu wektoréw by, ..., b, chcemy wybra¢ te, ktore naleza do im(La ). Wielokrotne bowiem
sprawdzanie niesprzecznosci kolejnych uktadow Ax = b; szybko okaze sie zbyt czasochtonne.
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Cel nasz mozemy osiggnac nastepujaco.

Traktujmy b jako ciag | zmiennych by, ..., b;. Utworzmy macierz [A|b] i operacjami wierszowymi
przeprowadzmy ja w [A’|b’], gdzie klatka A’ jest schodkowa. Kazdy wyraz otrzymanej kolumny b’
jest pewna kombinacja liniowa zmiennych by, ..., b;, ktorej wspolczynniki zaleza tylko od wykonanego
ciagu operacji. Szukanym uktadem réwnan jest b, = 0 dlai =r+1,...,[, gdzie r to liczba niezerowych
wierszy macierzy A’ i b, traktujemy jako wymieniona kombinacje zmiennych by, ..., b;. (Wynika to z
wniosku 1 w §3.3.)

Przyktad 1. Znajdziemy uktad réwnan, ktoérego zbiorem rozwigzan jest przestrzenn kolumn macierzy
A o kolumnach (1,2,2,3) i (1,—1,3,—2).
Przeprowadzamy wiec w macierz schodkowa klatke A macierzy [A|b]:

1 1 b 1 1 by 1 1 by 11 by

2 =1 by _ 0 —3 by —2b _ 0 1 bg—2b - 01 bs — 20,

2 3 bs 0 1 bg—2b 0 —3 by —2b 0 0 3bs+by—8b
3 =2 Iy 0 =5 by—3h 0 =5 by—3h 0 0 by+ dbs—13by

Uktad Ax = b wtedy i tylko wtedy jest niesprzeczny, gdy spelnione sg obie réwnosci 3bs + by —
81 =0 1 by+ dbg — 130y = 0. Jest to szukany uktad rownan, w zmiennych by, ..., by, opisujacy
badana przestrzen kolumn. (Mozna te zmienne w rownaniach jeszcze uporzadkowac.)

§ 5. Macierze nieosobliwe.

Definicja. Macierz kwadratowa A jest nieosobliwa, jesli jest wierszowo réwnowazna macierzy jed-
nostkowej, za$ osobliwa w przeciwnym razie.

Macierze nieosobliwe pojawily sie juz niejawnie we wniosku 1 w §3.5. W dalszej czesci wyktadu
odgrywaja one znaczng role.

1. Macierze nieosobliwe a uklady réwnan i przeksztalcenia liniowe.

Zadanie 1. Wierszowo zredukowana macierz kwadratowa albo jest jednostkowa, albo ma ona ko-
lumny wtoérne i jej ostatni wiersz jest zerowy.

Twierdzenie 1. Nastepujgce warunki sq rownowazne dla k x k—macierzy A:
a) uktad rownan Ax = 0 ma tylko zerowe rozwigzanie;
b) dla kazdego wektora b € F*, uktad Ax = b jest niesprzeczny;
¢) dla kazdego wektora b € F* | uktad réwnan Ax =b ma jedyne rozwigzanie;
d) macierz A jest nieosobliwa;
e) kazda postac zredukowana macierzy A jest macierzq jednostkowq.

Dowod. a)=-¢). Jesli zachodzi a), to posta¢ zredukowana A’ macierzy A nie ma kolumn wtornych,
patrz wniosek 2 w §3.3. Na podstawie zadania, A’ = 1.

nie e)=- nie b). Niech ¥ bedzie ciagiem operacji wierszowych, doprowadzajacych A do postaci
zredukowanej A’ # I.. Na podstawie zadania, uktad A'x = ey, jest sprzeczny. Wykonajmy na [A’|e]
ciag operacji przeciwny do ¥, otrzymujac macierz [A|b] dla pewnego b € F*. Uktad Ax = b jest
sprzeczny, bo jest rownowazny ukltadowi A'x = ey,.

d)=>c). Niech b € F*. Zredukujmy klatke A macierzy [A|b], uzyskujac macierz [I|b’]. Uklad
Ix = b’ ma oczywiscie jedyne rozwigzanie, wiec jest tak i dla réwnowaznego z nim uktadu Ax = b.

Implikacje ¢c)=a), c)=b) i e¢)=-d) sa oczywiste. [J
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Whiosek 1. Dia liniowego przeksztatcenia L : F¥ — F* réwnowazne sq warunki:
d') przeksztatcenie L jest réznowartosciowe;
V') przeksztatcenie L jest ,na’;
d ) przeksztatcenie L jest bijektywne;
d) Macierz A := [L] tego przeksztatcenia jest nieosobliwa.

Dowdd. Niech A := [L]. Wéwczas L(v) = Av dla v € F*¥, wobec czego warunek a’) pociaga za soba
warunek a) z twierdzenia, a warunki b’) i ¢’) sa przeformutowaniem warunkéw b) i ¢), odpowiednio.
Poniewaz ponadto ¢’)=-a’), wiec teza wniosku wynika z twierdzenia. [J

2. Odwrotno$¢é macierzy i odwrotnosé przeksztalcenia.

Definicja. a) Jesli macierze A, B € My(F) speliaja warunek AB = I, = BA, to kazda z nich
nazywamy odwrotnoscia drugiej i piszemy B = A~!, A = B~!. Macierz, posiadajaca odwrotnosé,
nazywamy odwracalna (wzgledem mnozenia).

b) Podobnie, gdy przeksztalcenia F': X — Y i G : Y — X spehiaja warunki Go F = [x i
F oG = Iy, to powiemy, ze sa one odwracalne i kazde z nich jest odwrotno$cia drugiego; piszemy
tez G =F Y F =G

Zadanie 1. a) Przeksztalcenie F': X — Y wtedy i tylko wtedy jest odwracalne, gdy jest 1-1 i ,na”.

b) Gdy przeksztalcenia F': X — Y i G : Y — X spelniaja warunek G o F' = Ix, przy czym F
jest ,na” lub G jest 1-1, to F o G = Iy.

¢) Przy X = R, Y = R? oraz F(a) = (a,0),G(a,b) = a (a,b € R) zachodzi G o F = Ix, lecz
FoG 7é Iy.

d) Podobnie, dla A = [1 0], B = A’ zachodzi AB =1, lecz BA # I,.

Zadanie 2. Odwrotno$¢ odwracalnej macierzy jest jedyna, i tak samo dla przeksztatceri. (Wska-
zowka: wykorzysta¢ taczno$é mnozenia czy sktadania.)

Uwaga 1. Dla macierzy A,B € M, réwnoé¢ AB = I, ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy
La o Lg = Igr. (Patrz zadanie 1a) w §2.1 i stwierdzenie 1’ w §1.3.) Stad:

Whniosek 1. Macierze A i B sqg wzajemnie odwrotne wtedy 1 tylko wtedy, gdy wzajemnie odwrotne
sq przeksztatcenia La i Ly.

Twierdzenie 1. Gdy macierze A, B € My, spetniajg warunek AB =1, to BA = 1, tzn. kazda z
tych macierzy jest odwrotno$cig drugiej.

Dowdd. Niech AB = 1,. Wtedy La o Lg = Lag = Ipr, skad przeksztalcenie L jest ,na”. Z wniosku
1 w p.1 wynika wiec, Ze jest ono réznowartosciowe, a z zadania 1b) — ze przeksztalcenia La i Lp sa
wzajemnie odwrotne. Tak wiec Lg o La = Ipx i wobec tego BA =1,,. [

Twierdzenie 2. Macierz kwadratowa A wtedy i tylko wtedy jest odwracana, gdy jest nieosobliwa.

Dowdd. Nieosobliwo$é macierzy A jest rownowazna bijektywnosci przeksztatcenia L, patrz wniosek
1 w p.1. Bijektywno$¢ zas tego przeksztalcenia jest rownowazna jego odwracalnodci, patrz zadanie
la), a wiec i odwracalnosci macierzy A. (Korzystamy z wniosku 1.) O

Uwaga 2. a) Nazw ,macierz odwracalna” i ,macierz nieosobliwa” bedziemy wiec uzywa¢ wymiennie.
b) Uzyskane wyniki umozliwiaja ustalenie, czy macierz A € M, jest odwracalna, a takze wska-
zanie A~ przez zbadanie réwnania AX = I,. Postepujemy nastepujaco:
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1. Tworzymy macierz [A|I;] i wykonujac ciag wierszowych operacji elementarnych doprowadzamy
ja do postaci [N|C], gdzie klatka N jest zredukowana;

2. Macierz A wtedy i tylko wtedy jest odwracalna, gdy N = I, (wynika to z twierdzenie 2); przy
tym jesli N = I, to C jest na podstawie wniosku 1 odwrotnoscia macierzy A (bo jest rozwigzaniem
rownania AX = I, patrz §3.5.)

-1 2 0
Przyktad 1. Znalezé A™' (jesli istnieje) dla A= | —1 0 1
011

Rozwiazanie. Tworzymy macierz [A[I] i redukujemy jej klatke A:

-120 | 100 1 -2 0| -1 00 1 -2 0| -1 00
-101]J]010|—-}|-1 01] 010|—-1]0-211]-110]|=—
01 1] 001 0O 1 1] 001 0 1 1] 001
1 =2 0| =100 1 02| —-10 2 102 | -1 0 2
o 11} o01|{—-]J0O11] OO1|—=]011] 0O0T1]|—
0 -2 1| -110 003 ] -112 001 —5 5 2
100 | —% -2 2
B
—>010|%%%
001 ] =5 3 3
1 2 2
3 73 3
Macierz A jest wiec odwracalna (bo jej postacia zredukowana jest I3) i A=t = % —% %
1 L2
3 3 3

Zbadajmy pewne wtasnosci macierzy odwracalnych (=nieosobliwych):

Twierdzenie 3. a) Odwrotnos$é macierzy odwracalnej A tez jest takq macierzq, i (A7)t = A.

b) Iloczyn macierzy odwracalnych A, B € My, tez jest odwracalny, i (AB)™! = B71A~L.

c) Jesli macierz A jest odwracalna, to macierz At tez, i (A~ = (A1)

Dowod. a) wynika z definicji odwrotnosci macierzy, a b) stad, ze (AB)(B™'A~!) = A(BB™)A~! =
ATA!' = AA~!' =1. Podobnie, (A7')!A? = (AA™Y! =T =1, por. lemat 2ii) w §1.3. O

Cwiczenie. Jesli iloczyn dwoch macierzy kwadratowych jest macierza odwracalng, to kazda z nich
jest odwracalna.

Zadanie 3. a) Macierz trojkatna, bez zer na przekatnej, jest odwracalna.
b) Nieodwracalna jest macierz, majaca zerowy wiersz (lub takaz kolumne).

Zadanie 4. Gdy macierze A, B € M, sg przemienne i A jest odwracalna, to A™'B = BA™L.

Zadania uzupelniajace. Dowies¢, ze:

1. Zbiér nieosobliwych macierzy gérno — tréjkatnych jest zamkniety ze wzgledu na mnozenie i branie
odwrotnosci, i tak samo jest ze zbiorem macierzy gérno — tréjkatnych z jedynkami na przekatnej oraz
ze zbiorem macierzy goérno — trojkatnych z jedynkami na przekatnej i wyrazami catkowitymi.

2. Istnieje tylko skoriczenie wiele macierzy trojkatnych A danego stopnia k, dla ktorych AA* = 1.
Wyznaczy¢ tez liczbe tych macierzy.

3. Gdy G jest podciatem ciata IF i macierz A € My(G) jest odwracalna w My (F), to jej odwrotnosé
lezy w Mg(G).
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4. * (J. Hadamard) Gdy macierz A € My(C) ma te wlasnosé, ze |a;| > >, lai| dlai =1,...k,
to jest ona nieosobliwa.

5. Gdy wszystkie rozwazane nizej odwrotnosci macierzy istnieja, to:
a) (A7'+B ) 'I+A'B)=B i I+AB " )(A'+B )" =A;
b) I+A)t=1—- (A1 +1)7! iogoiej (A+B)'=A"1-A (A +B )AL

6. * a) Gdy macierze A, A +M, A — M wszystkie sa odwracalne, to przy P := (A+M)(A—-M)'i
Q := (A+M) (A —M) zachodzi PAQ = A, a macierze I+ P i I+ Q sa odwracalne. (Wskazowka:
dowies¢ wpierw, ze (A + M)A™' (A —M) = (A -M)A ' (A+M).)

b) Odwrotnie, jesli P, Q, A € M, sa odwracalne i PAQ = A, to przy zalozeniu odwracalnosci
macierzy I+ P i I + Q istnieje macierz M € My, dla ktorej zachodza rownosci z a).

7. * Przy oznaczeniach i zalozeniach zadania 6a), jesli macierz A jest symetryczna, a M antysyme-
tryczna, to P = Q' i wobec tego Q'AQ = A. (Wyniki z zadani 6 i 7 pochodza od A. Cayley’a).

b)(Frobenius, Cayley.) Jesli Q'AQ = A i macierze A i I+ Q sa odwracalne, w tym A jest
symetryczna, to Q = (A + M) (A — M) dla pewnej macierzy antysymetrycznej M.

Zadania ze zbioru Kostrykina: w §1.4.2: 7 (pominaé polecenia o macierzy dotaczonej), 8,9%,10,11*,16*;
w §1.4.3: zad.15*

3. Operacje elementarne a mnozenie przez macierz nieosobliwg.

Istotny dla dalszej czesci jest zwiazek operacji elementarnych z mnozeniem macierzy. Byl on juz
przedmiotem zadania uz. 3 w §3.2, lecz uzasadnimy go ponownie.

Twierdzenie 1. a) Gdy operacjami wierszowymi zmienimy macierz A o p wierszach, to pomnozymy
ja z lewej strony przez pewng macierz K, niezaleing od A.

b) Gdy operacjami kolumnowymi zmienimy macierz A o p kolumnach, to pomnozymy jq z prawej
strony przez macierz F, niezalezng od A.

c) W obu przypadkach, macierz E (odp. F) otrzymamy zmieniajgc 1, rozwazanym ciggiem ope-
racyi.

Dowod. a) Rozwazany ciag operacji przeprowadza macierz [I,|A] w [E|B], skad réwnania I, X = A
i EX = B maja te same rozwiazania. Poniewaz A jest rozwigzaniem pierwszego réwnania, wiec jest
i rozwigzaniem drugiego: EA = B.

b) Wykonanie ciagu operacji kolumnowych wychodzac z A sprowadza sie do wykonania odpowia-
dajacego mu ciggu operacji wierszowych wychodzac z macierzy A' i transponowania wyniku. Ponie-
waz jest nim EA’, dla macierzy E nie zalezacej od A, wiec w b) otrzymamy macierz (EA")! = AF,
gdzie F = E.

c) Wynikatoz a)ib),bo E=EL, i F =LF. O

Whniosek 1. Wykonanie operacji elementarnych (wsréd ktoérych mogq byé wierszowe i kolumnowe)
prowadzi od nieosobliwej macierzy A do macierzy nieosobliwey.

Dowdd. Wystarcza rozpatrze¢ przypadek pojedyriczej operacji. Gdy A = 11 operacja jest wierszowa,
teza jest prawdziwa (z definicji macierzy nieosobliwych). Stad tak samo jest gdy A = I i operacja
jest kolumnowa, na podstawie twierdzenia 3c) w p.2. W przypadku dowolnej macierzy A mnozymy
ja wiec z lewej lub prawej strony przez macierz nieosobliwa, i teza wynika z twierdzenia 3b) w p.2. [J

Zadania uzupelniajace.




I1-23 H. Torunczyk, GAL I (jesieri 09)

1. Macierz zmieniono wierszowymi i kolumnowymi operacjami elementarnymi. Wykaza¢, ze ten sam
wynik otrzymamy, gdy wpierw wykonamy wszystkie wierszowe, a potem kolumnowe z tych operacji,
jedne i drugie w pierwotnej kolejnosci.

2. Przypusémy, ze wyzej z macierzy A otrzymano I. Czy wykonane operacje zawsze prowadza z 1
do A7'? (Por. uwaga 2 w p.2.)

3. Dla A, B € M, dowies¢ rownowaznosci warunkow: a) macierze A i B sg wierszowo rownowazne,
oraz b) istnieje macierz nieosobliwa E € M, taka, ze A = EB.

4. Udowodni¢, ze dla kazdej macierzy A € M, istniejg macierze nieosobliwe E € M; i F € M,
takie, ze B := EAF jest macierza nastepujacej postaci: dla pewnej liczby » < min(k,!) mamy b;; = 1
gdy ¢ = j <r, oraz b;; = 0 w przeciwnym razie.

5. Nazwijmy elementarng kazda macierz powstala w wyniku wykonania na macierzy jednostkowej
jednej wierszowej operacji elementarne;j.

a) Jesli E jest macierza elementarna, to Ef i E7! réwniez.

b) Macierz nieosobliwa jest iloczynem macierzy elementarnych, i odwrotnie.
6. Rozwazamy cigg operacji na macierzach A = X; — Xy — ... — X, = U. i—ta operacja polega
na dodaniu do jakiego$ wiersza macierzy X; ktoregos z poprzedzajacych go wierszy tej macierzy,
pomnozonego przez skalar. Dowie$é, ze A = LU, gdzie L jest macierza dolnie trojkatna, majaca
jedynki na przekatne;j.

Zadania ze zbioru Kostrykina: §1.4.3, zadanie 2.

§ 6. Mozliwe tematy kolokwialne.

,Mozliwe” sa wszystkie omoéwione tematy, lecz szczegdlnie dobrze jest upewnié sie co do znajomosci:

a) charakteryzacji przeksztatcen liniowych z §1.2;

b) stwierdzen z §1.3 i omoéwionych tam wlasnosci dzialan na macierzach;

¢) metody Gaussa rozwigzywania rownan liniowych i jej konsekwencji, w tym znajdywania roz-
wigzania ogblnego, a w przypadku jednorodnym — uktadu fundamentalnego rozwigzan;

d) wlasnosci macierzy odwracalnych (=nieosobliwych), w tym wyznaczania odwrotnosci;

e) zwiazku operacji elementarnych z mnozeniem macierzys;

f) zastosowan do badania przeksztatcen liniowych F* — !, oméwionych w paragrafach 4 i 5.



