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Zadanie 1

a) Znajoma tozsamosé¢ moéwi, ze
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skad otrzymujemy oszacowanie:
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bo —1 < cos(x) < 1 dla kazdego x. Argument sinusa wraz z * — oo zbiega do 0, skad z ciaglosci
sinusa mamy, ze warto$¢ sinusa réwniez zbiega do sin0 = 0, wiec z ciaglosci modulu wynika, ze prawa
strona nieréwnosci zbiega do 0 wraz z x — o0, zatem teza wynika z tw. o trzech funkcjach.
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b) Ponoé¢ na wyktadzie bylo, ze
e’ —1
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Mamy wiec:
T _1 zlna _
lim = 2 = lim S —Ina=1Ina (4)
z—0 x z—0 zxlna

bo gdy x — 0, to oczywiscie réwniez zlna — 0.
Zadanie 2

a) W tym zadaniu nie ma nic trudnego, wystarczy usunaé¢ niewymierno$é¢ z mianownika, rozlozyé
na czynniki licznik i mianownik, zauwazy¢, ze osobliwo$¢ sie skraca i zapisa¢ wynik.
b) Mamy:

lim z(1 — cos(x)) — lim 23(1 — cos?(x))
x—0 1n(1 —|— 373) x—0 ln(l + .1‘3)332(1 —|— COS(.T))

2—0 In(1 + 23) x 1+ cos(z)

Pierwszy i drugi czynnik zbiegaja do 1 gdy = — 0, a trzeci do %, zatem granica jest rowna %
Zadanie 3 Ponizej n bedzie zawsze oznaczalo liczbe naturalna.

Oczywiscie f(z +n) = f(z) + n, stad f(z) = n+ f({z}), gdzie {z} to czes¢ ulamkowa x. Jasne tez
jest, ze réwniez f() (1) = f((x) + 1 (prosta indukcja), skad réwniez f((x) = n + f({z}).

Widaé tatwo réwniez, ze fG™(0) = f2=1(1) = f3=D(0) + 1 = f3=2(1) + 1 = 3=2(0) + 2 =
o= f30)+n—1=n.

Pokazemy, ze 0 < f(0) < 1. Istotnie, zalézmy przeciwnie, ze f(0) < 0, wtedy, korzystajac wie-
lokrotnie z monotonicznosci f mamy f(f(0)) < f(0), wiec f(f(f(0)) = 1 < f(f(0)), ale wtedy
f(1) < f(f(f(0))) = 1, wigc laczac dwie ostatnie nieréwnosci otrzymujemy f(f(0)) > f(1), zatem z
monotnicznoscei f(0) > 1, sprzeczno$é. Analogicznie dowodzimy, ze f(0) < 1.



Teraz f(x) = f({z}) + [z], ale 0 < {z} < 1, wiec z powyzszego mamy [x] < f(z) < [z] + 1, iterujac i
korzystajac z monotonicznosci dostajemy dla dowolnego n:

FU0) + [2] = F™ ([e]) < SOV (@) < SO ([2] + 1) = F(0) + [2] + 1 (7)
Ktadac w powyzszym = = 0 i zamiast n piszac 3n otrzymujemy:
n = fO0) < fE0) < fEO0)+1=n+1 (8)
a podstawiajac x = 0 i 3n + 2 zamiast n otrzymujemy:
n < fE0) < O +2(0) < FOHD0) +1 < n+2 (9)

Z fBm(0) = n, (8) i (9) wynika, ze

n

s-1<[B] <o < 3] +2< g+ (10)
Aby pokazaé istnienie granicy

) () — 1
lim fM@) -z 1 (11)

n—00 n 3

wystarczy pokazac istnienie granicy
(n) 1

A fT(x) =3 (12)

Ale z nieréwnosci (7) i z twierdzenia o trzech ciagach wynika, ze wystarczy w tym celu pokazaé istnienie
granicy:

(n) 0 1
lim 17(0) == (13)
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ale ta granica istnieje na mocy (10).

Zadanie 4 Nie napisalem go jeszcze, bo bylem (wciaz zreszta jestem) strasznie zajety, ale jezeli komus
zalezy na poznaniu rozwigzania tego zadania, to prosze da¢ mi znad.

Zadanie 5 Pokazemy, ze funkcja moze mie¢ co najwyzej przeliczalnie wiele wlasciwych ekstreméw
lokalnych. Pokazemy to dla maksimow, analogicznie przebiega dowdd dla miniméw, zatem wszystkich
ekstremow tez jest tylko przeliczalnie wiele.

Istotnie, z definicji wladciwego maksimum lokalnego, jezeli w punkcie x mamy wlasciwe maksimum
lokalne, to istnieje takie € > 0, ze dla kazdego y € (x — ¢, x +¢€) zachodzi f(z) > f(y). Wybierzmy p,q € Q
takie ze x — e < p < x < q < z + € (oczywidcie takie istnieja) i przypiszmy maksimum x pare (p,q).
W ten sposob skonstruowaliémy funkcje ze zbioru ekstreméw w przeliczalny zbiér Q x Q. Wystarczy
pokazaé, ze jest ona réznowartosciowa, ale to jest jasne, bo jezeli pewnym dwém réznym ekstremom z, 2’
przypisaliby$my ta sama pare (p, q), to z definicji mieliby$my, ze z, 2’ leza w przedziale (p, q), oraz dla
kazdego y € (p,q), f(2) > f(y) i f(2') > y. Ale z tego wynika, ze f(z) > f(2') 1 f(2') > f(z), sprzecznosé.

Teraz pozostaje tylko pokazaé teze zadania. Zaldzmy, ze f(0) < f(1) (jezeli jest odwrotnie, to wystar-
czy rozpatrzy¢ funkcje — f). Wtedy w przedziale (f(0), f(1)) jest continuum liczb, podczas gdy ekstreméw
moze by¢ najwyzej przeliczalnie wiele. Stad istnieje y € (f(0), f(1)) nie bedace wlasciwym maksimum
lokalnym (nie jest tez oczywiscie niewladciwym maksimum lokalnym, bo ze skoniczonosci przeciwobrazu
punktu wynika, ze takich nie moze by¢). Pokazemy, ze y jest szukana wartoscia.

Niech {z1,...,7,} = f~1(y) oraz 21 < 22 < ... < z, i polézmy zg = 0,2,41 = 1. Zauwazmy, ze
f(z) <ydla0< a < x; — istotnie, poniewaz f(0) < y, to gdyby$my mieli f(x) > y dla pewnego x < 2,
to z wlasnosci Darboux istnialoby takie z € (0,x), ze f(z) = y, ale skoro z < x1, to z nie jest zadnym z x;
dlai=1,...,n, sprzeczno$é¢. Analogicznie dowodzimy, ze f(x) > y dla @ > x,, oraz ze f(x) —y ma staly
znak na (x;,x;41) dlai=0,...,n. Ale poniewaz y nie jest ekstremum lokalnym, to jezelii < ni f(x) <y
dla z € (2, 241), to f(z) >y dla (@41, Tit2), wiec skoro f(z) —y ma ujemny znak na (zg,21) i dodatni
znak na (Z,,Tp41), oraz zmienia znak w kazdym z; dla ¢ = 1,...n, to musi zmienié¢ znak nieparzyscie
wiele razy, skad n jest nieparzyste, co nalezalo pokazac.



