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Zadanie la (Piotr Baran) Jedli 0 < o < 4, to:

n?+3n%lnn %+3lnn 1 1
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Pierwsza nieréwno$é¢ zachodzi na pewno dla wszystkich n > 3, za$ druga dla wszystkich n (w tym celu
wystarczy udowodnié, ze % < n - co oczywiste, oraz n® 3 < n < n* % <14 a—4<0) Poniewaz

n®+3n’Inn

—awirr tez jest rozbiezny, dla o < 4.

szereg 3% jest rozbiezny, to z kryterium poréwnawczego szereg
Jesdli o > 4, to:
n? +3n3Inn 1 3lnn

< 2
ne +’I’L4 +1 na—Q + na—?) ( )

Skoro a > 4, to @« — 2 > 2 oraz a« — 3 > 1, zatem oba szeregi na%g, iin_ﬁ sa zbiezne (bo szereg lg—f jest

zbiezny wtw. p > 1), wiec ich suma tez jest zbiezna. Z kryterium poréwnawczego otrzymujemy, ze szereg
z zadania jest zbiezny < a > 4

Zadanie 1b (Piotr Baran)

n7 4 p2011 n7 4 p2011 1 5
1+ (2011)n+ (2011)n < ~oorm < n2 3)
2012 2010 2010™

Pierwsza nieréwnos¢ jest oczywista. Pokazemy, ze druga nierownos¢ jest prawdziwa dla dostatecznie
duzych n. Jest ona (nieréwnosé¢) réwnowazna nieréwnosci:

" 2011
V/nd £ 02018 < == (4)

2010

Poniewaz v/n? + n2013 dazy do 1, wiec dla odpowiednio duzych n nieréwnos¢ jest spelniona, bo % > 1.

Z kryterium poréwnawczego wnioskujemy, ze szereg z zadania jest zbiezny, bo szereg # jest zbiezny.

zadanie 2a (Piotr Baran) Oznaczmy Sj = Zle T, Wowczas Sy, = Zle % . (721‘1—1 — 2ii_1) =
_1.(1_1.,1_1 1 1) _1 1 .
—§'<I—§+§—3+---+m+m) =3~ T3 Latem:
i ! lim S, = = (5)
4n? — 1 —00



Réwnie latwo:
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W zwiazku z czym:
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Skad otrzymujemy, ze nasza wyjSciowy szereg sumuje sie do % (wszystkie operacje algebraiczne byly
poprawne, bo szereg jest bezwzglednie zbiezny, co latwo widaé¢ z dowolnego kryterium).
zadanie 3a (Piotr Baran) Poniewaz sin %5 € {—1,0, 1}, to:
1 1
< 17
nln?’n—&-nsin%\nln;gn—n (7

Pokazemy, ze szereg m jest zbiezny. Jesli to pokazemy, to zbiezno$¢ wyjsciowego szeregu wynika z
kryterium poréwnawczego. Wezmy ciag a, = nln®n —n. Jest to ciag o wyrazach dodatnich (od pewnego

miejsca), oraz rosnacy, bo:
Anp1 > a, S nln*(n+1)+n*(n+1) >nln’n (18)

Ostatnia nieréwnos¢ jest prawdziwa, gdyz logarytm jest funkcja rosnaca, wiec lng(n +1) > In® n. Skoro
ciag a,, jest ciagiem rosnacym, to ciag b, = ai jest ciagiem malejacym (o wyrazach dodatnich od pewnego
n). Z kryterium Cauchy’ego o zageszczaniu dostajemy, ze zbieznosé szeregu b,, jest taka sama jak zbieznosé
szeregu 72”(n321n3 5 )-
2m 1 1
= < = 19
2n(n3ln®*2 -1 n3n*2-1 n? (19)

Nieréwnosé zachodzi dla n > [—=5], wicc szereg by, jest zbiezny, a co za tym idzie wyjsciowy szereg tez
jest zbiezny.

zadanie 3b (Piotr Baran) Poniewaz ciag ¢, = {/a — 1 jest malejacy dla a > 1, oraz lim,,_,., =0, to
z kryterium Leibniza od razu dostajemy zbiezno$¢ tego szeregu dla a > 1. Jesli za$ a < 1, to rozwazmy
ciag b, = —¢, = 1 — /a. Wowcezas (by,) jest malejacy dla a € (0,1) wiec z kryterium Leibniza szereg
(—=1)" (1 — /a) jest zbiezny, wigc réwniez szereg — (—1)" (1 — /a) = ¢, jest zbiezny. Zatem szereg z
zadania jest zbiezny dla kazdego a > 0 (dla @ = 0 sumujemy same zera, wiec nie ma sie nad czym
rozwodzié).



