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Zadanie 1 Dla dowolnego r > 11 x > —1 wykazemy nastepujaca nieréwnosc:

14+z)" >21+rx

Ustalmy najpierw dowolne r = % €Q,r>1ixz>—1. Mamy:

Ale z nier6wnosci pomiedzy Srednimi mamy:

» \¢ q(l—|—§m)—|—1-(p—q)
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Niech teraz r = 23 €Q,r €(0,1), z > 0. Pokazemy odwrotna nier6wnosé:
I+z)" <l+rzx

Istotnie, z nieréwnosci pomiedzy $rednimi:
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Poniewaz dla @ > 0 i dla z,, — z mamy lima™ = a

(5)

, to ustalajac dowolne r > 1 (by¢ moze

niewymierne) i > —1, istnieje ciag liczb wymiernych r,, — r (np. niech A, = Qn (r — %, T+ %), A, sa
niepuste, bo Q jest gesty w R, wiec wystarczy zastosowaé aksjomat wyboru dla rodziny {A; x {1}, Az x
{2},...} by dostaé¢ selektor S, po czym okreslamy r, = z, gdzie S N A, = {(z,n)}, otrzymany ciag

oczywiscie zbiega do r). Wiemy zatem, ze dla kazdego n € N mamy:
1+z)">1+mrz
Stad z twierdzenia o przechodzeniu z nieréwnoscig do granicy mamy:
(I1+2)" =lim(1+4+2)™ > lim(l +rp,z) =1+ rx

Analogicznie dowodzimy drugiej nieréwnosci.

(6)

(7)

Zadanie 2 Dlap € N, niech W,(n) = 174+2P+. . .4+n?. Pokazemy, ze dla kazdego p, W), jest wielomianem,

1

stopnia p + 1, w ktorym przy najwyzszej potedze stoi wspdlczynnik ST

Przy okazji, pokazemy efektywny sposéb wyznaczania W,

z czego od razu wynika teza.



Ustalmy p. Dla dowolnego n, zachodzg nastepujace rownosci:
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p+1 = p+1
Wp(n) = (n+1)P*! - (n) (13)
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(n+ 1P+ — 1= 3020 (P Wi(n)
Wp(n) = P (14)

Widad, ze jezeli wyznaczylismy W; dla j < p, to przy pomocy ostatniej réwnosci i pewnej ilosci
zmudnych, bezmyslnych obliczen (lub komputera) wyznaczymy W,,. Jezeli dla j < p, W; to wielomiany,
to oczywidcie W), jest réwniez wielomianem. Jezeli dla j < p, W; jest stopnia j + 1, to jedyny wyraz

stopnia p + 1 pochodzi ze sktadnika (";1%, skad od razu widaé, ze wspolczynnik przy nim to p-lu'
Wynika réwniez z tego od razu, ze:
PP Wiy(n) 1
Zadanie 3
In1 In1
limn( /13 — 1) = lim nl3 (V13 —1) = lim nls — =13 (16)
In(1+ (V13 -1)) In(1+ (Y13 —1))¥is—1

Zadanie 4 Zbadamy zbieznosé¢ szeregu:

i (\/n2+2— %/n3+3n+2) (17)

n=1
Oznaczmy x,, = n? + 2,y, = n® + 3n + 2. Oczywiscie lim #3 = 1, jak réwniez lim £3 =1
Poniewaz: 6 5
—b
a—b= a (18)

a® + a*b + a3b? 4 a2b3 + ab® + b°

wiec, stosujac powyzsza tozsamosé do wyrazow szeregu, otrzymujemy:

ani=Vn2+2—Yn3+3n+2 = VT — YYn (19)
2+ Yn
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Przeksztalcajac dalej, otrzymujemy nastepujacego potwora:
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Ap =

skad widzimy, ze lim 43 = %, wiec z kryterium poréwnawczego widzimy, ze Y a, jest zbiezny.

n2



Zadanie 5 Poniewaz:

2
n,2\ "
62 = hm(l =+ an)n2 = lim (1 + an"; ) — ellm a™n? (22)

wiec:
. a®
= lim 0 = 2 (23)
n2

lim a™n?

Zbiezno$¢ > a, wynika z asymptotycznego kryterium pordéwnawczego zastosowanego dla szeregu
> L, ktory jest zbiezny.



