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Zadanie 1 Znajdziemy granice ciagu

3a, +2
an +3

(1)

Ap+1 =

w zaleznosci od ag > 0.
Zalézmy na poczatek, ze ag < V2. Oczywicie wtedy a,, > 0 dla kazdego n (prosta indukcja). Poka-
zemy przez indukcje, ze réwniez a, < v/2 dla kazdego n € N.

Istotnie,
3a, + 2 7 7
Apg1 = =3- <3 - =2 2
1 an +3 ap +3 \/§+3 ()
Pokazemy, ze ciag a, jest monotonicznie rosnacy — istotnie:
3a, + 2 3a, +2 — a,% — 341 —a% + 2 3)
Uptl] — Op = ——— — Ay = =
+ an +3 an, an +3

ale mianownik w powyzszym utamku jest zawsze dodatni, wiec a1 — a, > 0 wtw. —a2 +2 > 0 wtw.
an < V2, czego prawdziwosé juz pokazalismy.
Wiemy stad, ze a, jest monotoniczny i ograniczony, zatem zbiezny. Oznaczmy:

lima, =g (4)
wiemy wtedy:

3a, +2 3lima, +2 3g+2

=lima = lim = =
g ntl an +3 lima, +3 g+3

(®)

a stad otrzymujemy:
9> +3g=3g+2 (6)
czyli g = /2 lub g = —/2. Poniewaz ciag a,, jest nieujemny, drugi przypadek mozemy odrzucié. Zatem
dla ag < V2, lima, = v/2.
Dowéd dla ag > /2 jest w pelni analogiczny, pokazujemy jedynie, ze wtedy ciag jest ograniczony
przez v/2 z dotu i monotonicznie malejacy.

Tn41
Tn

= q < 1. Pokazemy, ze wtedy lim z,, = 0. Istotnie, ustalmy ¢ = 1—;1,

Zadanie 2 . Zalézmy, ze lim ‘

dzieki czemu q 4 € < 1. Z definicji granicy mamy wtedy, ze istnieje takie ng, ze dla n > ng zachodzi

Tn+41
—_— 7
L, | Sate (7)
|Tnt1| < (g + €)|zy] (8)

skad przez prosta indukcje otrzymujemy dla n > 0
0 < [@ng4n| < (q+€)" [n| (9)

Poniewaz g+¢€ < 1, ciag po prawej stronie zbiega do zera wraz z n — 0o, teza zatem wynika z twierdzenia
o trzech ciagach (bo lim |z, 4y| istnieje wtw istnieje granica lim |z, | i sa sobie réwne).



Zadanie 3 Pokazemy, ze

n

1 om (10)

Bl

1

Dowdéd przeprowadzimy przez indukcje. Dla n = 1 teza jest oczywiscie prawdziwa. Zalézmy prawdzi-
wo$¢ (10) dla pewnego n. Dodajmy stronami \/ﬁ:
n+1

Zf<2f+m (11)

Wystarczy teraz pokazaé, ze

2+ NS (12)

S
+

Przeksztalémy powyzsza nieréwnosc:

2vnn+1)+1 < 2n+2 (13)
<

4n? +4n (2n+1)2 =4n? +4n+1 (14)

Otrzymana nieréwnosé jest prawdziwa dla kazdego n.
Pokazemy teraz, ze

Z—>2\/n+1—1) (15)

Dowdéd réwniez przeprowadzimy przez indukcje. Analogicznie dodajemy stronami \/%H, wystarczy po-
kazaé, ze

1
vn+1

2(Vn+2-1)<2(vn+1-1)+

Po przeksztalceniach otrzymujemy:

(16)

1
2 +2 < 2 + 14+ — 17
v ARV (a7

2y/(n+2)(n+1) < 2n+3 (18)
4n+2)(n+1) < (2n+3)? (19)
4n? +12n4+8 < 4n®+12n+9 (20)

co jest prawda.
Stad, wiemy, ze

2(Vn2+1-1)—vVn2—9n < Zn:

i Vn? —9n < 2vVn? —\/n2 —9n (21)
k=1

ale

2Vn2+1-1)—vVn2 - >2(vVn2+1-1)—Vn2+1=vn2+1-2>Vn?2—2=n—-2 — oo (22)

z drugiej strony

—Vn2—9n>2Vn2 —Vn2 =n - x (23)

zatem, z twierdzenia o trzech ciagach, a,, — oo

Zadanie 4 W zaleznosci od parametru «, znajdziemy granice:

NP | 1 1

Szacujac sume z dotu i z gory przez najmniejszy i najwiekszy element, otrzymujemy:

SRS TS S S BN RS
4n? n?  (n+1)2 (n+n)? n?

(25)

Od razu widzimy, ze dla a > 1, ciagi po lewej i po prawej stronie powyzszej nieréwnosci daza do +oo, a
dla a < 1 do 0, zatem z twierdzenia o trzech ciagach wyjsciowy ciag réwniez ma taka granice.



Zalozmy wiegc, ze o = 1. Oznaczmy:

1 1 1 1
bn = — Qan =

- $+7(n+1)2+...+7(n+n)2 (26)

Z nier6wnosci (25) wynika, ze a, — 0. Oczywiscie b,, zbiega monotonicznie do 0. Skorzystamy z tw.
Stolza:

. a . Qpy1 —a
lim 2 — Jjponfl —%n

27
bn bn+1 - bn ( )
1 1 1
_|_ —_ =
= i Z0PE BT (28)
n+1 n
n2(2n+1)2+4n>(n+1)?—4(n+1)%(2n+1)2
. 4(n+1)n2?(2n+1)2
= lim (nt1) 1( ) (29)
n(n+1)
. nn+D022n+1)2+4n2(n+1)% —4(n+1)2(2n + 1)?)
= lim (30)
4(n + 1)n2(2n + 1)2
(31)

Latwo zobaczy¢, ze najwyzsza potega n w liczniku i mianowniku jest réwna 4, a przy tym wspdlczynnik
przy niej w liczniku jest réwny 2, a w mianowniku 4, zatem granica jest rowna %
Rozpatrzymy teraz granice

n%(n — 3) e
li _ 32
lm(n3+2n—|—1> (32)
Po przeksztalceniach otrzymujemy
n%(n — 3) e n® — 3n?) e
li R = 1l 33
lm(n3+2n+1) lm(n3+2n+1) (33)
S4on4+1-3n2—2n—1)\""
Y +2n + 3n n—1) (34)
n3+2n+1
—3n2 —2n —1)\""?
= 1l 14— 35
1m<+ n342n+1 ) (35)
5 (n+2)(;3n272n71)
302 —9p — 1\ Sseroae e
= 1 1+ —F—— 36
o <+ n3+2n+1) (36)
= 3 (37)
Zadanie 5 Znajdziemy granice ciagu:
n+1 /31 32 3"
Ay = 30 (1+2+...+n> (38)
Niech b,, = n3:1’ Cp = % + % +...+ % Wtedy b,, monotonicznie dazy do 4oc0o:
b1 3ntln 3n
b, 3r(n+1) n+1 (39)
Skorzystajmy z tw. Stolza:
lima, = lim =" = lim H (40)
3'n.+l
n+1 ~ n
3
= lim 5 (42)
n(n+1)
3
= lim . - (43)
3
= 3 (44)



