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Zadanie 1 Znajdziemy kresy nastepujacych zbioréw, w zaleznosci od parametréw «, 8 > 0:
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Bez straty ogoélnosci zalézmy, ze a < 8. Wtedy mamy:
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W powyzszych nieréwnosciach réwnosci zachodzg dla m = 1,n =0in=1,m =0, stad dla a < §
mamy inf A = a,sup A = 3, zatem z symetrii sup A = max(«, beta), inf A = min(«, 3)
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Dla dowolnego ustalonego n > 0, dla z = & mamy
B> ax+ L + ! > (4)
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stad sup B = oo.
7 drugiej strony, z nieréwnosci miedzy $rednimi mamy:
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i réwnoéc¢ zachodzi dla ax = ﬁ, czyli dla z = i, stad inf B = 1.

Zadanie 2 Dlan > 5 pokazemy, ze:

1+ ! +...F ! <1 (6)
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Dowdéd przeprowadzimy przez indukcje. Dla n = 5 nieréwnosé jest prawdziwa, o czym przekonujemy
sie, przeprowadzajac proste obliczenie.
Zalézmy, ze nierownosé jest prawdziwa dla ustalonego n. Dodajmy n%rl stronami:
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Wystarczy teraz pokazaé, ze:
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Ale log, (1 + E) > log, (1 + ;) , bo 2 < e. Z wykladu wiadomo, ze (1 + E) zbiega mono-

tonicznie malejaco do e, stad
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log, <1 + > > log, (1 + > >log,e=1 (11)
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co nalezalo pokazac.



Zadanie 3 Niech bedzie dany zbiér A, taki, ze jezeli a € A, to a > 0, niech sup A = ag,inf A = a;.
Rozpatrzmy zbior

B:{i:xeA} (12)

Znajdziemy kresy zbioru B.

Rozpatrzmy najpierw przypadek as = co. Wtedy inf B = 0, bo oczywiscie dla b € B, b > 0, a przy
tym dla pewnego A > a > % (taki istnieje, bo sup A = 0o) mamy % < e.

Niech teraz a;, as; skonczone. Mamy dla a € A:

a; < a<as (13)
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stad ai i ai sg ograniczeniami B, dolnym i gérnym. Pokaze, ze sa kresami. Rozpatrzmy najpierw kres
dolny. Dla dowolnego € > 0, szukamy takiego 1/a € B, ze:
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As

stad istnieje takie a € A, ze e < a, co nalezalo pokazac.
Kres gorny dowodzi si¢ analogicznie.

Zadanie 4 Pokazemy, ze jezeli dla a; > 0, [[] a; = 1, to >_] a; > n, a réwnos¢ zachodzi tylko dla
a1 =...=a, = 1.
Wystarczy skorzystaé z nieréwnosci miedzy srednimi, ktéra méwi, ze
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czyli:
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a przy tym wiadomo, ze réwno$¢ w powyzszej nieréwnosci zachodzi tylko dla a; = ... = a, i z warunkdéw

zadania wynika, ze wszystkie te liczby musza by¢ réowne 1.

Zadanie 5 Pokazaé, ze n dzieli (Z) dla kazdego 1 < k < n wtw. n jest liczba pierwsza.

(<) Mamy:
<n> n! nn—1)---(n—k+1) (22)
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Wiadomo, ze (Z) jest liczba catkowita. n dzieli licznik powyzszego utamka, lecz nie dzieli mianownika,
bo wtedy musialaby dzieli¢ ktérys z czynnikéw mianownika (bo n jest pierwsze, a gdy pierwsze p dzieli
ab, to dzieli a lub b), ale kazdy z czynnikow mianownika jest mniejszy od n. Stad n dzieli (7).

(=) Zalézmy, ze n nie jest liczba pierwsza, wiec n = pb, p pierwsze. Rozpatrzmy:
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Poniewaz n dzieli (Z) i p dzieli n, wigc réwniez p dzieli (Z) W liczniku jest p czynnikéw, z czego
pierwszy dzieli sie przez p, zatem z pierwszosci p wynika, ze zaden inny nie dzieli sie przez p. Po skroceniu
p z licznika i mianownika otrzymujemy, ze licznik nie dzieli sie przez p, zatem caly utamek tez nie dzieli

si¢ przez p.




