
Algebra 2∗, wiosna 2012, seria IX

Zadania na 23 kwietnia. Materiaªy do tej cz¦±ci wykªadu i ¢wicze« znajd¡
Pa«stwo w rozdziale VII ksi¡»ki Alu�ego Algebra, Chapter 0.

1. NiechK b¦dzie algebraicznym domkni¦ciem ciaªaK. Pokaza¢, »e ka»dy
automor�zm ciaªa K rozszerza sie do automor�zmu ciaªa K.

(a) Niech Q b¦dzie algebraicznym domkni¦ciem ciaªa liczb
wymiernych. Wykaza¢, »e ciaªo Q ma niesko«czenie wiele
automor�zmów.

(b) Poka», »e grupa automor�zmów ciaªa liczb rzeczywistych jest try-
wialna. (Wskazówka: zauwa» najpierw, »e je±li x > 0 i h jest
automor�zmem R, to h(x) > 0.)

2. Niech K b¦dzie ciaªem charakterystyki 6= 2. Pokaza¢, »e ka»de roz-
szerzenie K ⊂ L stopnia 2 jest ciaªem rozkªadu wielomianu postaci
x2 − a ∈ K[x], gdzie a ∈ K. Czy jest to prawda równie» dla ciaªa
charakterystyki 2?

3. Znale¹¢ stopie« nad Q ciaª rozkªadu nast¦puj¡cych wielomianów:

(a) x2 − 2, (b) x3 − 2,
(c) x4 − 2, (d) x4 + x2 + 1.

4. Niech L b¦dzie ciaªem rozkªadu wielomianu f ∈ K[x] gdzie deg(f) = n.
Pokaza¢, »e [L : K] ≤ n! . Czy stopie« rozszerzenia [L : K] dzieli liczb¦
n! ?

5. Niech f, g ∈ K[x]. Dowie±¢, »e ciaªo rozkªadu wielomianu f jest za-
warte w ciele rozkªadu wielomianu f(g(x)) ∈ K[x].

6. Rozpatrzmy dowolne rozszerzenie ciaª K ⊂ L. Poka», »e zbiór ele-
mentów ciaªa L, które s¡ rozdzielcze nad K jest ciaªem (nazywamy je
domkni¦ciem rozdzielczym K w L).

7. Niech K b¦dzie ciaªem charakterystyki p > 0. Odwzorowanie Frobe-
niusa Φ : K → K zadane jest wzorem Φ(a) = ap.

(a) Poka», »e Φ jest homomor�zmem (endomor�zmem) ciaªa K i je±li
K jest ciaªem sko«czonym to Φ jest równie» jego automor�zmem.

http://www.mimuw.edu.pl/~jarekw/SZKOLA/algebra2star/AluffiCh7.pdf


(b) Znajd¹ zbiór elementów staªych KΦn
.

(c) Poka», »e dla ka»dego n ka»de ciaªo algebraicznie domkni¦te
charakterystyki p zawiera dokªadnie jedno podciaªo mocy pn.

(d) Poka», »e je±li moc ciaªa jest pn to grupa jego automor�zmów jest
cykliczna mocy n i generowana przez Φ.

8. Ciaªo K nazywamy doskonaªym je±li ka»de jego rozszerzenie alge-
braiczne jest rozdzielcze.

(a) Poka», »e ka»de ciaªo sko«czone jest doskonaªe.

(b) Poka», »e ciaªo charakterystyki p > 0 jest doskonaªe wtedy i tylko
wtedy gdy jego endomor�zm Frobeniusa jest automor�zmem.

(c) Poka», »e ciaªo K charakterystyki p > 0 jest doskonaªe wtedy i
tylko wtedy, gdy dla ka»dego a ∈ K wielomian xp − a ma pier-
wiastek w K.

9. Ustalmy ciaªo K. Dla liczby naturalnej d przez µd(K) oznaczmy zbiór
elementów ciaªa K, które s¡ rozwi¡zaniami równania xd = 1, elementy
µd(K) nazywamy pierwiastkami z jedno±ci stopnia d w K. Pierwiastek
pierwotny stopnia d z de�nicji nie jest pot¦g¡ innego pierwiastka stop-
nia d.

(a) Poka», »e µd(K) jest podgrup¡ grupy multiplikatywnej ciaªa K
oraz µr(K) jest podgrup¡ µd(K) o ile r dzieli d.

(b) Poka», »e je±li K jest ciaªem algebraicznie domkni¦tym charak-
terystyki 0 to grupa µd(K) jest cykliczna rz¦du d.

(c) Niech a ∈ Q bedzie pierwiastkiem pierwotnym stopnia d, znajd¹
jego stopie« nad Q.

10. Zaªó»my, »e K jest ciaªem algebraicznie domkni¦tym charakterystyki
p > 0.

(a) Niech q jest liczb¡ pierwsz¡ ró»n¡ od p. Poka», »e µqr(K) jest
grup¡ cykliczn¡ rz¦du qr dla ka»dego r ≥ 0

(b) Poka», »e je±li p nie dzieli n to µn(K) jest grup¡ cykliczn¡ rz¦du
n.

(c) Dla dowolnego n > 0 poka», »e µn(K) jest grup¡ cykliczn¡.



11. NiechK ⊂ L b¦dzie rozszerzeniem sko«czonym i we¹my a ∈ L. Mno»e-
nie przez a elementów z L wyznacza przeksztaªcenie K-liniowe L→ L,
przez Tr(K ⊂ L)(a) oraz N(K ⊂ L)(a) oznaczmy ±lad i wyznacznik
tego przeksztaªcenia a odpowiednie przeksztaªcenia z L o warto±ciach
w K oznaczamy Tr(K ⊂ L) i N(K ⊂ L) i nazywamy ±ladem i norm¡
rozszerzenia.

(a) Zaªó»my, »e L = K(a) ⊃ K i f = xn + an−1x
n−1 + · · · + a0

jest wielomianem minimalnym dla a. Znajd¹ Tr(K ⊂ L)(a) oraz
N(K ⊂ L)(a).

(b) Poka», »e Tr(K ⊂ L) jest funkcjonaªem liniowym na L a N(K ⊂
L) wyznacza homomor�zm grup multiplikatywnych L∗ → K∗

(c) Rozpatrzmy ci¡g rozszerze« sko«czonych K ⊂ L ⊂ M ; poka», ze
±lady rozszerze« dobrze si¦ skªadaj¡.

(d) Przy zaªo»eniach jak wy»ej, de�niujemy przeksztaªcenie T :
L × L → K dla a, b ∈ L nast¦puj¡cym wzorem T (a, b) =
Tr(K ⊂ L)(ab). Poka», »e T jest funkcjonaªem dwuliniowym
symetrycznym.

12. Niech K ⊂ L b¦dzie rozszerzeniem rozdzielczym i sko«czonym. Niech
ϕ1, . . . ϕm b¦d¡ wszystkimi (ró»nymi) zanurzeniami K w K (nad K).

(a) Poka», »e Tr(K ⊂ L)(a) =
∑

i ϕi(a) oraz N(K ⊂ L)(a) =∏
i ϕi(a).

(b) Poka», »e funkcjonaª T jest maksymalnej rangi (niezdegene-
rowany).


