Algebra 2*, wiosna 2012, seria VIII

Zadania na 16 kwietnia. Twierdzenie Hilberta o zerach i rozszerzenia cial.
Przypomnijmy, ze dla rozszerzenia k C L, przez Auty(L) oznaczamy grupe
automorfizmow tego rozszerzenia. Stopien elementu algebraicznego a nad k
to stopien rozszerzenia [k(a) : k.

Materialy do tej czesci wyktadu i ¢wiczen znajda Panstwo w rozdziale VII
ksigzki Aluffiego Algebra, Chapter 0..

1.

Latwy dowdd Nullstellensatz dla cial nieprzeliczalnych. Zalézmy, ze K
jest nieprzeliczalnym cialem. Niech K C L bedzie rozszerzeniem cial,
takim ze L jest skoniczenie generowang K-algebra.

(a) Pokaz, ze L ma przeliczalna baze nad K, wobec czego dla kazdego
be L\ K zbior {ﬁ}aeK jest liniowo zalezny nad K.

(b) Wykorzystaj liniowa zaleznos¢ powyzszych elementow by znalezé
wielomian w K[z|, ktorego pierwiastkiem jest b. Wywnioskuj z
tego, ze rozszerzenie K C L jest skorniczone.

Opisz wszystkie idealy maksymalne w R[zy, ..., z,]. Pokaz, ze zbior
algebraiczny odpowiadajacy ideatowi maksymalnemu m w R[z1, ..., x,]
jest punktem lub jest pusty. Wskazéwka: rozpatrz rozszerzenie R C
Rlzq, ..., z,]/m.

. Rozpatrzmy ideal J = (vy + yz + zx, 2yz) <Clzx, y, z]. Znajdz nieprzy-

wiedlne skladowe zbioru V(J) C A% i podaj ich idealy. Rozstrzygnij
czy ideal J jest radykalny.

Niech f € C[x,y] bedzie nierozkladalnym wielomianem drugiego stop-
nia. Niech C[V (f)] = C|x,y]/(f) oznacza pierscien funkcji regularnych
na V(f) natomiast C(V(f)) jego ciato utamkéow. Pokaz, ze C[V(f)]
jest izomorficzny z C[t] lub C[t,t71] z czego wynika, ze C(V(f)) jest
izomorficzny z C(t).

Rozpatrzmy wzglednie pierwsze wielomiany f, g € C[t]. Pokaz, ze jesli
cztery rozne (nieproporcjonalne) kombinacje liniowe (nad C) wielomia-
now f i g sa kwadratami w C[t] to f, g € C. Wskazowka: dowdd
niewprost, mozna zatozy¢, ze f, g, f — g oraz f — \g sa kwadratami
(gdzie 0 # A # 1) oraz minimum stopni f i g jest najmniejsze wsrod
tych par, ktore nie spetniajg tezy zadania.
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6. [Zadanie za dwa punkty.] Niech F' € C[z,y| bedzie nierozkladalnym
wielomianem trzeciego stopnia postaci F' = y* — z(x — 1)(z — \) gdzie
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(a)

(b)

(c)

Pokaz, ze V(F') nie mozna sparametryzowa¢ za pomoca funkeji
wymiernych; to jest: jesli f, g € C(t) takie, ze f2 = g(g—1)(g—\)
to f, g € C. Wskazowka: przedstaw f = r/s, g = p/q w postaci
nieskracalnego ilorazu wielomianéw i pokaz, ze (z doktadnoscia do
statej) wielomiany p, ¢, p — ¢ i p — Aq sa kwadratami w C[t].

Pokaz, ze ciato utamkow pierscienia ilorazowego Clz, y]/(F'), czyli
C(V(F)), jest wymiaru przestepnego 1 nad C i nie jest izomor-
ficzne 7 ciatem funkeji wymiernych C(t).

Znajdz wielomian trzeciego stopnia I’ € Clz,y] taki, ze C(V (F))
jest izomorficzne z C(t).

7. Cialo nazywamy prostym, jesli nie zawiera mniejszego podciata (ciato
jest zawsze z jedynka).

(a)
(b)

(c)
(d)
(e)

Pokaz, ze ciata proste to Q oraz I, czyli pierscient Z, reszt modulo
p, gdzie p jest liczbg pierwszg.

Pokaz, ze kazde ciato k zawiera doktadnie jedno ciato proste czyli
Q lub F,. Charakterystyka ciata k jest rowna odpowiednio 0 lub
p-

Niech £ bedzie cialem skoriczonym charakterystyki p. Pokaz, ze
moc ciata k jest p", dla pewnego n > 0.

Pokaz, ze w powyzszej sytuacji kazdy element £ jest pierwiastkiem
wielomianu 2P — z.

Pokaz, ze dla kazdego n > 0 istnieje dokladnie jedno cialo mocy
p", oznaczamy je Fpn.

8. [Errata do lematu z wyktadu.] Niech & C k(a) bedzie rozszerzeniem
prostym (pojedynczym), gdzie a jest elementem algebraicznym nad k
z wielomianem minimalnym f € k[z].

(a)
(b)

Pokaz, ze rzad grupy Auti(k(a)) nie przekracza liczby (roznych)
pierwiastkow wielomianu f (w algebraicznym domknieciu ciata k).
Pokaz, ze rzad grupy Auti(k(a)) moze by¢ istotnie mniejszy niz
liczba pierwiastkow wielomianu f.



10.

11.

Znalez¢ stopien nastepujacych elementéw algebraicznych nad Q:

(a) 1+v2+3, (b) V3 + 3,
() *V5+5, (d) V2 +i.

Niech a, b € R. Pokaz, ze liczba a + bi € C jest algebraiczna (nad Q)
wtedy i tylko wtedy jesli a i b sa algebraiczne.

Niech p bedzie liczba pierwsza. Znalezé¢ stopien (nad Q) liczby
cos(2m/p) + isin(27/p).



