Algebra 2*, wiosna 2012, seria VII

Zadania na 26 marca. Material z ostatniego wyktadu i wiecej zadan (oraz
rozwiazania niektorych z podanych ponizej probleméw) znajda Panstwo w
rozdziale 4] ksigzki Milesa Reida Undergraduate Commutative Algebra lub
rozdziale 5| ksiazki Atiyah—Macdonald, Introduction to commutative alge-

bra.

Jesli wystarczy czasu (w co watpie) to mozemy wroci¢ do zadan o niezmien-
nikach dziatan grup.

1.

Przypomnijmy, ze normalizacja dziedziny to jejcatkowite domkniecie
w jej ciele utamkoéw. Pokaz, ze normalizacja nastepujacych pierécieni
ilorazowych jest izomorficzna z C[t], gdzie t = y/x:

(a) Cla,y]/(y* —2°)

(b) Clz,yl/(y* — 2° — 2?)

Rozpatrzmy rozszerzenie cial Q C Q(y/n) gdzie liczba naturalna n nie
jest podzielna przez kwadrat liczby catkowite;j.

(a) Pokaz, ze jesli 4 fn — 1 to catkowitym domknieciem Z w Q(y/n)
jest Z[\/n].
(b) Pokaz, ze jesli 4 | n — 1 to catkowitym domknieciem Z w Q(y/n)

jest Z[(1+ v/n)/2].

Sprawdz bezposrednio, ze kazdy element k[t] jest calkowity nad k[t?]:
Dla f € k[t], f(t) = > a;t’, znajdz wielomian unormowany stopnia 2
nad pierscieniem k[t?], ktorego pierwiastkiem jest f.

Niech A C B bedzie catkowitym rozszerzeniem pierécieni. Niech p
bedzie idealem pierwszym w B a S C A pewnym systemem multipli-
katywnym w A.

(a) Pokaz, ze pierscien ilorazowy B/p jest catkowity nad A/A N p.

(b) Pokaz, ze p jest maksymalny w B wtedy i tylko wtedy gdy ANp
jest maksymalny w A.

(c) Pokaz, ze rozszerzenie lokalizacji S™'A C S™'B jest calkowite.

Niech A C B bedzie skoficzonym rozszerzeniem pierscieni.
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(a) Pokaz, ze dla kazdego idealu maksymalnego I w A istnieje co
najmniej jeden ideal maksymalny J w B taki, ze JN A = I.
Wskazowka: skorzystaj z lematu Nakayamy.

(b) Czy powyzsze stwierdzenie jest prawdziwe, jesli idealy maksy-
malne zastapi¢ pierwszymi?

(c) Czy zalozenie skoniczonosci rozszerzenia A C B jest konieczne?
Wskazowka: zob. Atiyah-Macdonald, rodz. 5.

. Rozpatrzmy grupe skoriczona G dziatajaca liniowo na A = klxy, ..., z,]
z pierécieniem niezmiennikow A C A.

(a) Pokaz, ze dla kazdego f € A produkt [] . (t — g(f)) jest wielo-
mianem unormowanym o wspolczynnikach z A, ktoérego pier-
wiastkiem jest f.

(b) Pokaz, 7e rozszerzenie AY C A jest skoriczone.

. Niech k bedzie cialem algebraicznie domknietym, char k # 2, potézmy
A = k[t]. Dla wielomianu f € A, postaci f = [[(t —a;)™, gdzie a; # a;
dla i # j oraz n; > 1, wezmy pierScien ilorazowy B = k[t, z]/(z* — f)
obraz x oznaczajac przez /f.

(a) Znajdz warunek na to, zeby B bylo dziedzina. W nastepnych
pytaniach zaktadamy, ze B jest dziedzing.

(b) Pokaz, ze catkowite domkniecie A w ciele utamkow (B) jest rowne
catkowitemu domknieciu B w swoim ciele utamkow.

(¢) ZnajdZz warunek na to by pierScien B byl normalny, to jest
catkowicie domkniety w ciele swoich utamkow.

. Dla utatwienia Zs, oznaczamy przez N. Niech I' C N" bedzie skoncze-
nie generowana podpotgrupa, dla ktorej definiujemy C(I') = R - I' C
R" stozek generowany w R" przez I'. Ponadto definiujemy podpiers-
cien k[I'] C k[z1,...,x,] rozpiety (jako k-przestrzen) na jednomianach

Y =zl x)r gdzie y €T,

(a) Niech T'=C(I')NZ". Pokaz, 7e I = {y € Z"| Im > 0 : my € T'}.

(b) Pokaz, ze rozszerzenie k[['] C k[I'] jest catkowite.



(c) Pokaz, ze pierscien k[I'] jest calkowicie domkniety w k[N"| =
klxy,...,z,). Wskazowka: jesli f € Kk[N"] spelnia réwnanie
I+ fm - ar f +ag = 0, gdzie a; € k[T, i nie wszystkie
wyktadniki jednomianow w f sa w C(I'), to mozna wybra¢ forme
liniowa A na R” takg, ze warto$¢ A na wykladniku doktadnie jed-
nego jednomianu z f jest dodatnia natomiast na pozostaltych jed-
nomianach z f oraz na C(I') forma \ przyjmuje wartosci ujemne.

(d) Pokaz, ze pierscien k[I'] jest normalny.



