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Zadania na 12 marca. Rozkªad moduªów i ideaªów w pier±cieniach
noetherowskich.

Dla powtórzenia prosz¦ zajrze¢ do ksia»ki Reida, Undergraduate Commu-

tative Algebra; tu jest skan siódmego rozdziaªu, sk¡d wzi¡ªem cz¦±¢ zada« i
gdzie znajd¡ Pa«stwo równie» wskazówki a nawet rozwi¡zania niektórych z
nich.

Przypomnienie: Niech M b¦dzie moduªem nad pier±cieniem A. No±nik
Supp M to zbiór ideaªów pierwszych p ∈ Spec A takich, »e lokalizacje Mp 6= 0,
natomiast Ass M to zbiór ideaªów pierwszych p/A takich, »e A/p ⊂M czyli
inaczej ∃ m ∈M : Ann(m) = p.

1. Poka» nast¦puj¡ce wªasno±ci radykaªu ideaªu
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2. Przypomnijmy, »e ideaª q / A jest prymarny je±li jedyne dzielniki zera
w A/q to nilpotenty.

(a) Zaªó»my, »e radykaª ideaªu q jest ideaªem maksymalnym. Poka»,
»e q jest prymarny.

(b) Zaªó»my, »e q / A speªnia warunek: je±li ab ∈ q to dla pewnego
n mamy an ∈ q lub bn ∈ q. Czy q jest prymarny? Czy

√
q jest

pierwszy? Znajd¹ odpowiednie przykªady.

3. Niech A b¦dzie dziedzin¡ a M niech b¦dzie sko«czenie generowanym
A-moduªem.

(a) Poka», »e dla moduªów N ⊂ M mamy Supp M = Supp N ∪
Supp(M/N).

(b) Niech Ann M = {a ∈ A | ∀m ∈ M : am = 0}. Poka», »e p ∈
Supp M wtedy i tylko wtedy gdy p ⊃ Ann M .
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(c) Poka», »e je±li p ∈ Supp M oraz ideaª pierwszym q zawiera p to
q ∈ Supp M .

(d) Poka», »e Ass M ⊂ Supp M .

4. Niech p ∈ Supp M jest elementem minimalnym ze wzgl¦du na inkluzj¦,
to jest Mp 6= 0 ale je±li q ( p to Mq = 0.

(a) Poka», »e AssAp Mp = {p · Ap}
(b) Poka», »e p ∈ Ass M

(c) Poka», »e Supp M =
⋃

p∈Ass M{q : q ⊃ p}
(d) Zaªó»my, »e Ann M = (0). Czy Ass M = {(0)}?

5. Rozpatrzmy A-moduª M i jego dwa podmoduªy M1 i M2.

(a) Poka», »e je±li M = M1 + M2 to Ass M ⊇ Ass M1 ∪ Ass M2 ale
niekoniecznie musi zachodzi¢ równo±¢.

(b) Czy Ass M = Ass M1 ∪ Ass(M/M1)? Odpowied¹ uzasadnij.

(c) Poka», »e je±li M = M1 ⊕M2 to Ass M = Ass M1 ∪ Ass M2

6. Znajd¹ minimalny rozkªad prymarny nast¦puj¡cych ideaªów oraz poka»
stowarzyszone z nimi ideaªy pierwsze:

(a) (0) / Z36

(b) (100x2 − 200x + 100) / Z[x]

(c) (xy, x− yz) / k[x, y, z]

(d) (x, y) · (x, z) / k[x, y, z]

(e) (x, y)2 / k[x, y, z]/(xz − y2)

7. Poka», »e (xy, x−yz) = (y2, x−yz)∩(x, z) jest minimalnym rozkªadem
prymarnym w k[x, y, z].

(a) Niech h : A→ B b¦dzie homomor�zmem pier±cieni. We¹my q/B
p-prymarny ideaª w B. Poka», »e h−1(q) jest h−1(p)-prymarnym
ideaªem w A.

(b) Rozpatrzmy odwzorowanie k[x, y, z]→ k[y, z] takie, »e (x, y, z) 7→
(yz, y, z). Poka», »e powy»szy rozkªad prymarny w k[x, y, z]
mo»na otrzyma¢ cofaj¡c rozkªad pewnego ideaªu w k[y, z].



8. Niech (0) = q1 ∩ · · · ∩ qr bedzie minimalnym rozkªadem prymarnym
ideaªu zerowego w pier±cieniu noetherowskim A. Poªó»my pi =

√
qi.

Poka», »e zbiór dzielników zera w A jest teoriomnogo±ciow¡ sum¡ p1 ∪
· · · ∪ pr.

9. Niech ϕ : M → M b¦dzie homomor�zmem sko«czenie generowanego
A moduªu (A jest noetherowski). Poka», »e dla dostatecznie du»ego n
mamy ker ϕn ∩ im ϕn = 0.

10. Rozpatrzmy przypadek A = k[x1, . . . , xn]. Przypomnijmy, »e ideaª I/A
jest jednomianowy je±li jest generowany przez jednomiany. Je±li A in-
terpretowa¢ jako k przestrze« liniow¡ rozpi¦t¡ na elementach póªgrupy
S = (Z≥0)

n to ideaª jednomianowy I mo»na interpretowa¢ jako k pod-
przestrze« rozpi¦t¡ na podzbiorze S postaci

∑
i(ai + S). Nast¦puj¡ce

zadania w cz¦±ci dotycz¡cej efektywnych konstrukcji (algorytmu) zrób
dla n = 2.

(a) Znajd¹ warunek na to, »eby ideaª jednomianowy I byª pierwszy
oraz na to by byª prymarny.

(b) Poka», »e radykaª ideaªu jednomianowego jest jednomianowy.
Znajd¹ algorytm na liczenie radykaªu ideaªu jednomianowego (wy-
ja±nij na rysunku).

(c) Poka», »e rozkªad prymarny ideaªu jednomianowego prowadzi do
ideaªów jednomianowych. Znajd¹ algorytm na liczenie rozkªadu
prymarnego ideaªu jednomianowego.


