Algebra 2*, wiosna 2012, seria V

Zadania na 12 marca. Rozklad modutéw i ideatéw w pierscieniach
noetherowskich.

Dla powtorzenia prosze zajrze¢ do ksiazki Reida, Undergraduate Commu-
tative Algebra; tu jest skan sibdmego rozdziatu, skad wziglem cze$é¢ zadan i
gdzie znajdg Panstwo réwniez wskazowki a nawet rozwigzania niektorych z
nich.

Przypomnienie: Niech M bedzie modulem nad pierscieniem A. Nognik
Supp M to zbiér ideatéw pierwszych p € Spec A takich, ze lokalizacje M, # 0,
natomiast Ass M to zbior idealéw pierwszych p< A takich, ze A/p C M czyli
inaczej 3 m € M : Ann(m) = p.

1. Pokaz nastepujace wlasnosci radykatu ideatu

Vi={a€eA:In>0]|a" €I}

2. Przypomnijmy, ze ideal ¢ < A jest prymarny jesli jedyne dzielniki zera
w A/q to nilpotenty.

(a) Zalozmy, ze radykal idealu q jest idealem maksymalnym. Pokaz,
ze q jest prymarny.

(b) Zalozmy, ze ¢ < A spelnia warunek: jesli ab € q to dla pewnego
n mamy a" € q lub 0" € q. Czy q jest prymarny? Czy ,/q jest
pierwszy? Znajdz odpowiednie przyktady.

3. Niech A bedzie dziedzina a M niech bedzie skonczenie generowanym
A-modutem.

(a) Pokaz, ze dla modutow N C M mamy SuppM = SuppN U
Supp(M/N).

(b) Niech AnnM = {a € A |Vm € M : am = 0}. Pokaz, ze p €
Supp M wtedy i tylko wtedy gdy p DO Ann M.
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(c) Pokaz, ze jesli p € Supp M oraz ideal pierwszym ¢ zawiera p to
q € Supp M.

(d) Pokaz, ze Ass M C Supp M.
. Niech p € Supp M jest elementem minimalnym ze wzgledu na inkluzje,
to jest M, # 0 ale jesli q C p to My = 0.
(a) Pokaz, ze Assa, M, = {p- Ay}
(b) Pokaz, ze p € Ass M
c) Pokaz, ze Supp M = U, pri9: 9 D p}
(d) Zalézmy, ze Ann M = (0). Czy Ass M = {(0)}7
. Rozpatrzmy A-modut M i jego dwa podmoduty M, i M.

(a) Pokaz, ze jesli M = M; + My to AssM D Ass My U Ass M, ale
niekoniecznie musi zachodzi¢ réwnosc.

(b) Czy Ass M = Ass My U Ass(M/M,)? Odpowiedz uzasadnij.

(c) Pokaz, ze jesli M = M; & M, to Ass M = Ass My U Ass M,

. Zmnajdz minimalny rozktad prymarny nastepujacych idealéw oraz pokaz

stowarzyszone z nimi idealy pierwsze:

(0) < Z36

(10022 — 200z + 100) < Z[z]

($y7 Tr— yz) < k?[]}7 Y, Z]

(l’,y) ’ (J:»Z) 4 k[[E,y,Z]

( y>2<1]€[l',y72]/($2—y2)

. Pokaz, 7e (zy,x—yz) = (y?, x—yz)N(x, 2) jest minimalnym rozktadem

prymarnym w k[z, y, z].

z,

(a) Niech h: A — B bedzie homomorfizmem pierscieni. Wezmy q< B
p-prymarny ideal w B. Pokaz, ze h™1(q) jest h™!(p)-prymarnym
ideatem w A.

(b) Rozpatrzmy odwzorowanie k[x,y, z] — k[y, z| takie, ze (x,y, z) —
(yz,y,z). Pokaz, ze powyzszy rozklad prymarny w kfz,y, 2]
mozna otrzyma¢ cofajac rozklad pewnego idealu w k[y, z].



8.

10.

Niech (0) = g1 N --- N g, bedzie minimalnym rozktadem prymarnym
idealu zerowego w pierscieniu noetherowskim A. Polézmy p; = /q;.
Pokaz, ze zbior dzielnikow zera w A jest teoriomnogosciowa suma p; U
S Up,.

Niech ¢ : M — M bedzie homomorfizmem skoriczenie generowanego
A modutu (A jest noetherowski). Pokaz, ze dla dostatecznie duzego n
mamy ker ¢" Nim @™ = 0.

Rozpatrzmy przypadek A = k[xy, ..., z,]. Przypomnijmy, ze ideal I<A
jest jednomianowy jesli jest generowany przez jednomiany. Jesli A in-
terpretowac jako k przestrzen liniowa rozpieta na elementach potgrupy
S = (Z>p)™ to ideal jednomianowy I mozna interpretowaé jako k pod-
przestrzen rozpieta na podzbiorze S postaci ) (a; +5). Nastepujace
zadania w czeSci dotyczace]j efektywnych konstrukeji (algorytmu) zrob
dla n = 2.

(a) Znajdz warunek na to, zeby ideal jednomianowy I byl pierwszy
oraz na to by byt prymarny.

(b) Pokaz, 7e radykal idealu jednomianowego jest jednomianowy.
Znajdz algorytm na liczenie radykatu ideatu jednomianowego (wy-
jasnij na rysunku).

(c) Pokaz, ze rozklad prymarny ideatu jednomianowego prowadzi do
idealow jednomianowych. Znajdz algorytm na liczenie rozkladu
prymarnego ideatu jednomianowego.



