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Zadania na 5 marca: troch¦ algebry homologicznej
Materiaª do tej serii zada« mog¡ Pa«stwo znale¹¢ w ksi¡»ce Eisenbud,

Commutative Algebra tu jest skan dodatku 3 i w ksia»ce Hilton, Stammbach,
A Course in Homological Algebra na serwerze lib.org.by jest skan

Oznaczenia: A jest pier±cieniem przemiennym z jedno±ci¡ i je±li nie jest
powiedziane inaczej, to moduªy s¡ zde�niowane nad A i zwykle oznaczane
literami M , N oraz F i G itd.

Kompleksem A-moduªów nazywamy ci¡g

F : · · · // Fi+1
fi+1 // Fi

fi // Fi−1
// · · ·

lub ci¡g

G : · · · // Gi−1
gi−1 // Gi

gi // Gi+1
// · · ·

takie, »e fi ◦ fi+1 = 0, odpowiednio, gi ◦ gi−1 = 0. Mo»na my±le¢ o kom-
pleksie jako o �du»ym� module F =

⊕
i Fi z endomor�zmem f : F → F

speªniaj¡cym warunek f 2 = 0.
W sytuacji jak wy»ej, de�niujemy homologie Hi(F) = ker fi/ im fi+1 lub,

odpowiednio, kohomologie Hi(G) = ker gi/ im gi−1. Jak widac, nazewnictwo
zale»y od kierunku strzaªek w stosunku do numeracji. Dalej b¦dziemy za-
jmowa¢ si¦ tylko ci¡gami ze strzaªkami skierowanymi w stron¦ moduªów o
mniejszych indeksach, które prowadz¡ do homologii, przeniesienie de�nicji i
stwierdze« na kohomologie jest natychmiastowe.

Mor�zm kompleksów α : F → G de�niujemy poprzez przemienny dia-
gram homomor�zmów

F : · · · // Fi+1
fi+1 //

αi+1

��

Fi
fi //

αi

��

Fi−1
//

αi−1

��

· · ·

G : · · · // Gi+1
gi+1 // Gi

gi // Gi−1
// · · ·

1. Poka», »e powy»sze de�nicje zadaj¡ kategori¦ kompleksów moduªów
nad pier±cieniem A oraz funktory Hi z tej kategorii do kategorii mod-
uªów nad A. W szczególno±ci mor�zm kompleksów α : F → G,
de�niowany powy»ej zadaje homomor�zm homologii Hi(α) : Hi(F) →
Hi(G).

http://www.mimuw.edu.pl/~jarekw/SZKOLA/algebra2star/EisenbudApp3.pdf
http://lib.org.by/info/M_Mathematics/MA_Algebra/MAh_Homology/Hilton%20P.J.,%20Stammbach%20U.%20A%20Course%20in%20Homological%20Algebra%20%28Springer,%201971%29%28600dpi%29%28T%29%28C%29%28350s%29.djvu


2. Mówimy, »e dwa mor�zmy kompleksów α, β : F → G s¡ homotopijne
je±li istnieje ci¡g homomor�zmów hi : Fi → Gi+1 speªniaj¡cy warunek
hi−1fi + gi+1hi = αi − βi dla ka»dego i. Poka», »e wówczas Hi(α) =
Hi(β).

3. Zaªó»my, »e ci¡g mor�zmów kompleksów

0 // E α // F
β // G // 0

jest dokªadny co oznacza, »e αI jest injekcj¡, βi jest surjekcj¡ oraz
imαi = ker βi dla ka»dego i.

(a) Dla u ∈ ker gi ⊂ Gi wybieramy v ∈ Fi takie, »e βi(v) = u.
Poka», »e istnieje w ∈ ker ei ⊂ Ei−1 takie, »e αi−1(w) = fi(v).
Poka», »e przyporz¡dkowanie u −→ w dobrze de�niuje homomor-
�zm Hi(G) −→ Hi−1(E), który oznaczamy δi.

(b) Poka», »e nast¦puj¡cy ci¡g moduªów jest dokªadny:

Hi+1(G)
δi+1 // Hi(E)

Hi(α) // Hi(F)
Hi(β) // Hi(G)

δi // Hi−1(E)

4. Moduª P nazywamy projektywnym je±li dla ka»dego surjektywnego ho-
momor�zmu moduªów α : M −→ N i homomor�zmu β : P −→ N
istnieje homomor�zm γ : P −→ M taki, »e α ◦ γ = β. Poka», »e pro-
jektywno±¢ P jest równowa»na ka»demu z nast¦puj¡cych warunków:

(a) Dla ka»dego epimor�zmu α : M −→ N indukowane odwzorowanie
Hom(P,M) −→ Hom(P,N) jest surjektywne.

(b) Ka»de odwzorowanie surjektywne α : M −→ P rozszczepia si¦
czyli istnieje odwzorowanie γ : P −→ M takie, »e zªo»enie α ◦ γ
jest identyczno±ci¡ na P .

(c) P jest skªadnikiem prostym moduªu wolnego, to jest istnieje
moduª wolny F taki, »e F = P ⊕ P ′, dla pewnego moduªu P ′.

5. Rozpatrzmy dwa kompleksy moduªów:

F : · · · f3 // F2
f2 // F1

f1 // F0
f0 // 0

G : · · · g3 // G2
g2 // G1

g1 // G0
g0 // 0

Zaªó»my, »e kompleks F skªada si¦ z moduªów projektywnych oraz
Hi(G) = 0 dla i > 0. Niech M = H0(F) oraz N = H0(G).



(a) Poka», »e ka»dy homomor�zm β : M −→ N jest postaci β =
H0(α) dla pewnego odwzorowania kompleksów α : F −→ G.

(b) Poka», »e je±li odwzorowania kompleksów α, γ : F −→ G speªni-
aj¡ warunek H0(α) = H0(γ) to s¡ one homotopijne.

Wskazówka: zastosuj indukcj¦, zob. [Eisenbud, A3.13].

6. Rezolwent¡ moduªu M nazywamy kompleks

F : · · · f3 // F2
f2 // F1

f1 // F0
f0 // 0

w którymM = H0(F) oraz Hi(F) = 0 dla i > 0. Je±li ponadto moduªy
Fi s¡ projektywne (lub wolne) to rezolwent¦ nazywamy projektywn¡
(woln¡).

(a) Poka», »e ka»dy sko«czenie generowany moduª nad pier±cieniem
noetherowskim ma wolna rezolwent¦ ze sko«czenie generowanymi
moduªami.

(b) Poka», »e ka»de dwie rezolwenty projektywne danego moduªu s¡
homotopijnie równowa»ne. Dokªadniej: je±li F i E to rezolwenty
projektywne moduªu M to istniej¡ odwzorowania α : F −→ E i
β : E −→ F takie, »e α ◦ β jest homotopijne z identyczno±ci¡ na
E a β ◦ α jest homotopijne z identyczno±ci¡ na F .

Wskazówka: skorzystaj z poprzedniego zadania, zob. [Eisenbud A3.14].

7. Funktor Φ :ModA −→ModA nazywamy addytywnym je±li zachowuje
dodawanie homomor�zmów. Zaªó»my, »e F i E to rezolwenty projek-
tywne moduªu M . Przez Φ(F) i Φ(G) oznaczmy kompleksy w ModA
otrzymane przez zastosowanie funktora Φ.

(a) Poka», »e istnieje naturalny izomor�zm homologii Hi(Φ(F)) '
Hi(Φ(G)).

(b) Poka», »e je±li Φ jest prawo-dokªadny to H0(Φ(F)) = Φ(M).


