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Zadania na 5 marca: troche algebry homologicznej

Material do tej serii zadan moga Panstwo znalezé w ksiazce Eisenbud,
Commutative Algebra tu jest skan dodatku 3/i w ksiazce Hilton, Stammbach,
A Course in Homological Algebra na serwerze lib.org.by jest skan

Oznaczenia: A jest pier§cieniem przemiennym z jednoscig i jesli nie jest
powiedziane inaczej, to moduly sg zdefiniowane nad A i zwykle oznaczane

literami M, N oraz F i G itd.
Kompleksem A-moduléw nazywamy ciag
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takie, ze f; o fix1 = 0, odpowiednio, g; 0 ;1 = 0. Mozna mySsle¢ o kom-
pleksie jako o “duzym” module F = P, F; z endomorfizmem f : F — F
spetiajgcym warunek f2 = 0.

W sytuacji jak wyzej, definiujemy homologie H;(F) = ker f;/im f;;; lub,
odpowiednio, kohomologie H'(G) = ker g;/im g;_;. Jak widac, nazewnictwo
zalezy od kierunku strzatek w stosunku do numeracji. Dalej bedziemy za-
jmowac sie tylko ciagami ze strzatkami skierowanymi w strone moduléw o
mniejszych indeksach, ktore prowadza do homologii, przeniesienie definicji i
stwierdzen na kohomologie jest natychmiastowe.

Morfizm kompleksow « : F — G definiujemy poprzez przemienny dia-
gram homomorfizmow
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1. Pokaz, ze powyzsze definicje zadaja kategorie kompleksow modutow
nad pierécieniem A oraz funktory H; z tej kategorii do kategorii mod-
utéw nad A. W szczegélnosci morfizm kompleksow o : F — G,
definiowany powyzej zadaje homomorfizm homologii H;(a) : Hi(F) —

H;(G).


http://www.mimuw.edu.pl/~jarekw/SZKOLA/algebra2star/EisenbudApp3.pdf
http://lib.org.by/info/M_Mathematics/MA_Algebra/MAh_Homology/Hilton%20P.J.,%20Stammbach%20U.%20A%20Course%20in%20Homological%20Algebra%20%28Springer,%201971%29%28600dpi%29%28T%29%28C%29%28350s%29.djvu

2. Mowimy, ze dwa morfizmy kompleksow «, (: F — G sa homotopijne
jesli istnieje ciag homomorfizmoéw h; : F; — G;41 spelniajacy warunek
hi—1fi + giv1hi = a; — B; dla kazdego i. Pokaz, ze wowczas H;(a) =
Hi(B).

3. Zaldzmy, ze ciag morfizméw kompleksow

0—>c-2r g0

jest dokladny co oznacza, ze aj jest injekcja, (; jest surjekcja oraz
im oy; = ker f; dla kazdego .

(a) Dla u € kerg; C G; wybieramy v € F; takie, ze (3;(v) = u.
Pokaz, ze istnieje w € kere; C F;_y takie, ze a;_1(w) = fi(v).
Pokaz, ze przyporzadkowanie u — w dobrze definiuje homomor-
fizm H;(G) — H;_1(&), ktory oznaczamy 0.

(b) Pokaz, ze nastepujacy ciag modutow jest doktadny:
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4. Modut P nazywamy projektywnym jesli dla kazdego surjektywnego ho-
momorfizmu modutéw o : M — N i homomorfizmu g : P — N
istnieje homomorfizm v : P — M taki, ze o o v = 3. Pokaz, ze pro-
jektywnosé P jest rbwnowazna kazdemu z nastepujacych warunkow:

(a) Dla kazdego epimorfizmu « : M — N indukowane odwzorowanie
Hom(P, M) — Hom(P, N) jest surjektywne.

(b) Kazde odwzorowanie surjektywne « : M — P rozszczepia sie
czyli istnieje odwzorowanie v : P — M takie, ze ztozenie o o vy
jest identycznoscia na P.

(c) P jest sktadnikiem prostym modutu wolnego, to jest istnieje
modul wolny F taki, ze F' = P & P’, dla pewnego modulu P’.

5. Rozpatrzmy dwa kompleksy modulow:

f3

F- F f2

Fy

g . . 93 G2 g2 Gl g1 GO g0 0

Zatozmy, ze kompleks F sklada sie z moduléw projektywnych oraz
H;(G) = 0dlai > 0. Niech M = Hy(F) oraz N = Ho(G).



(a) Pokaz, ze kazdy homomorfizm 3 : M — N jest postaci § =
Ho(a) dla pewnego odwzorowania kompleksow o : F — G.

(b) Pokaz, ze jesli odwzorowania kompleksow «, v : F — G spelni-
aja warunek Ho(a) = Ho(7) to sa one homotopijne.

Wskazowka: zastosuj indukcje, zob. [Eisenbud, A3.13].
. Rezolwenta modutu M nazywamy kompleks
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w ktorym M = Hy(F) oraz H;(F) = 0 dlai > 0. Jesli ponadto moduly
Fi sa projektywne (lub wolne) to rezolwente nazywamy projektywna
(wolna).

(a) Pokaz, ze kazdy skoriczenie generowany modul nad pier§cieniem
noetherowskim ma wolna rezolwente ze skonczenie generowanymi
modutami.

(b) Pokaz, ze kazde dwie rezolwenty projektywne danego modutu sa
homotopijnie réwnowazne. Doktadniej: jesli F i £ to rezolwenty
projektywne modutu M to istnieja odwzorowania a : F — & i
6 & — F takie, ze a o 3 jest homotopijne z identycznoscia na
& a [ o« jest homotopijne z identycznoscia na F.

Wskazowka: skorzystaj z poprzedniego zadania, zob. |Eisenbud A3.14].

. Funktor ® : Mody — Mods nazywamy addytywnym jesli zachowuje
dodawanie homomorfizmoéw. Zalézmy, ze F i € to rezolwenty projek-
tywne modutu M. Przez ®(F) i ®(G) oznaczmy kompleksy w Moda
otrzymane przez zastosowanie funktora .

(a) Pokaz, ze istnieje naturalny izomorfizm homologii H;(®(F)) ~
H;(2(G)).
(b) Pokaz, ze jesli @ jest prawo-doktadny to Ho(®(F)) = &(M).



