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Zadania na 27 lutego: wi¦cej o moduªach, produkt tensorowy i lokalizacja.
Materiaª do tej serii zada« mog¡ Pa«stwo znale¹¢ w ksi¡»ce Atiyah, Mac-

donald, Commutative Algebra tu jest skan drugiego rozdziaªu i w ksia»ce
Reida, Undergraduate Commutative Algebra, tu jest skan szóstego rozdziaªu.

Oznaczenia: A jest pier±cieniem przemiennym z jedno±ci¡ i je±li nie jest
powiedziane inaczej, to moduªy s¡ zde�niowane nad A i zwykle oznaczane
literami M , N , W , natomiast 0 oznacza moduª zerowy, ⊕ oznacza sum¦
prost¡ (produkt) moduªów, ⊗ = ⊗A ich produkt tensorowy (nad A). Po-
nadto Hom(M, N) = HomA(M, N) oznacza moduª A-homomor�zmów z M
do N z dodawaniem i mno»eniem �po warto±ciach�.

1. Pokaza¢, »e Za ⊗Z Zb = 0 o ile a i b s¡ wzglednie pierwsze. Znale¹¢
formuª¦ na Zpr ⊗Z Zps , gdzie p jest liczb¡ pierwsz¡.

2. Dla homomor�zmu A-moduªów h : N1 → N2 homomor�zm idM ⊗ h :
M ⊗N1 →M ⊗N2 de�niujemy wzorem (sprawd¹, »e dobrze)

(idM ⊗ h)(m⊗ n) = m⊗ h(n)

(a) Pokazac, »e je±li h jest suriektywny to równie» idM⊗h jest suriek-
tywny.

(b) Pokaza¢, »e je±li h jest injektywny to idM⊗h mo»e nie by¢ injekcj¡.

(c) Pokaza¢, »e je±li ci¡g M1 →M2 →M3 → 0 jest dokªadny to i ci¡g
N ⊗M1 → N ⊗M2 → N ⊗M3 → 0 jest dokªadny.

3. O ile mor�zm idM ⊗ h jest injektywny dla ka»dego homomor�zmu in-
jektywnego A-moduªów h : N1 → N2 to moduª M nazywamy pªaskim.

(a) Pokaza¢, »e je±li N jest pªaski i ci¡g 0 → M1 → M2 → M3 → 0
jest dokªadny to i ci¡g 0 → N ⊗M1 → N ⊗M2 → N ⊗M3 → 0
jest dokªadny.

(b) Poka», »e je±li M jest pªaski a I jest ideaªem w A to odwzorowanie
mno»enia I ⊗M →M jest wªo»eniem z obrazem IM .

(c) Pokaza¢, »e ka»dy sko«czenie generowany moduª wolny jest pªaski.

4. Pokaza¢, »e ka»dy sko«czenie generowany pªaski moduª nad Z jest
wolny. Czy poprzednie zdanie zostanie prawdziwe je±li zast¡pimy Z
przez dowolny DIG?

http://www.mimuw.edu.pl/~jarekw/SZKOLA/algebra2star/AM-ch2.pdf
http://www.mimuw.edu.pl/~jarekw/SZKOLA/algebra2star/UCAch6.pdf


5. Niech A b¦dzie pierscieniem lokalnym z ideaªem maksymalnym m oraz
ciaªem rezidualnym k = A/m. Ponadto niech M b¦dzie sko«czenie
generowanym A moduªem. Przypomnijmy lemat Nakayamy: Je±li
mM = M to M = 0.

(a) Poka», »e elementy m1, . . . ,mr generuj¡ M nad A wtedy i tylko
wtedy ich obrazy generuj¡ przestrze« wektorow¡ M/mM nad k =
A/m.

(b) Pokaza¢, »e je±li M i N sko«czenie generowanymi A-moduªami i
M ⊗A N = 0 to M = 0 lub N = 0.

(c) Pokaza¢, »e ka»dy sko«czenie generowany pªaski moduª nad pier±-
cieniem lokalnym jest wolny.

6. Rozszerzanie i zaw¦»anie wspóªczynników. Niech f : A → B b¦dzie
homomor�zmem pier±cieni; B jest wówczas A-algebr¡ i w szczególno±ci
A-moduªem z mno»eniem zadanym wzorem a · b := f(a) · b dla a ∈ A
i b ∈ B. Dla A-moduªu M de�niujemy MB = B ⊗A M . Pokaza¢, »e
MB jest dobrze zde�niowanym B-moduªem. Je±li N jest B-moduªem
to jest te» A moduªem z mno»eniem a · n = f(a) · n.

(a) Pokaza¢, »e je±li M jest sko«czenie generowany nad A to MB jest
sko«czenie generowany nad B.

(b) Pokazac, »e je±li N jest sko«czenie generowany nad B i B jest
sko«czenie generowanym A-moduªem to N te» jest sko«czenie ge-
nerowanym A-moduªem.

(c) Pokaza¢ izomor�zm HomB(MB, N) ' HomA(M, N).

(d) Pokaza¢ izomor�zm MB ⊗B N 'M ⊗A N .

7. Poka», »e dla dowolnego ideaªu I / A i dla dowolnego A-moduªu M
produkt (A/I) ⊗A M jest izomor�czny z ilorazem M/(IM), zarówno
jako A-moduª jak i A/I-moduª. Poka», »e dla dowolnego systemu mul-
tiplikatywnego S ⊂ A i dla dowolnego A-moduªu M lokalizacja S−1M
jest izomor�czna, jako S−1A-moduª, z produktem S−1A⊗A M .

8. Niech h : M → N b¦dzie homomor�zmem A moduªów. Dla dowolnego
ideaªu pierwszego p / A przez hp : Mp → Np oznacza indukowany
homomor�zm lokalizacji.



(a) Poka», »e je±li Mm = 0 dla ka»dego ideaªu maksymalnego m w A
to M = 0.

(b) Poka», »e h jest injekcj¡ wtedy i tylko wtedy gdy hm jest injekcj¡
dla ka»dego ideaªu maksymalnego m w A.

(c) Poka», »e h jest surjekcj¡ wtedy i tylko wtedy gdy hm jest surjekcj¡
dla ka»dego ideaªu maksymalnego m w A.

9. Niech A b¦dzie dziedzin¡. Przypomnijmy, »e element m ∈ M nazy-
wamy torsyjnym je±li istnieje niezerowe a ∈ A takie, ze am = 0.
Zbiór elementów torsyjnych w M jest podmoduªem, oznaczanym Mtor.
Poka», »e je±li (A) jest ciaªem uªamków A, to (A) ⊗A M ' (A) ⊗A

(M/Mtor) oraz Mtor jest j¡drem odwzorowania M = A⊗M → (A)⊗M .

10. Topologia Zariskiego. Przypomnijmy, »e Spec(A) oznacza zbiór wszys-
tkich ideaªów pierwszych w pier±cieniu A. Dla dowolnego ideaªu I w A
de�niujemy V (I) = {p ∈ Spec(A) : p ⊃ I}.

(a) Poka», »e V (I) = V (
√

I), gdzie
√

I = {a ∈ A : ∃n > 0 an ∈ I}
oznacza radykaª I.

(b) Poka», »e na Spec(A) istnieje topologia, w której wszystkie zbiory
domkni¦te s¡ postaci V (I).

(c) Poka», »e zbiory postaci Uf = {p ∈ Spec(A) : f 6∈ p}, dla f ∈ A,
stanowi¡ baz¦ tej topologii.

(d) Poka», »e homomor�zm A → Af , gdzie Af oznacza lokalizacj¦
A wzgl¦dem {1, f, f 2 · · · }, zadaje ci¡gªe wªo»enie Spec(Af ) ↪→
Spec(A), którego obrazem jest Uf .

11. Zaªó»my, »e A jest pier±cieniem Noetherowskim.

(a) Poka», »e dla ka»dego ideaªu I istnieje tylko sko«czona liczba mi-
malnych ideaªów pierwszych, które go zawieraj¡, oraz przeci¦cie
tych ideaªów jest radykaªem I.

(b) Poka», »e dla ideaªu pierwszego p zbiór V (p) nie mo»na przed-
stawi¢ jako sum¦ dwóch wªa±ciwych podzbiorów domkni¦tych (w
sensie topologii Zariskiego wprowadzonej powy»ej). Zbiór o takiej
wªasno±ci nazywamy nierozkªadalnym.

(c) Poka», »e ka»dy zbiór domkni¦ty w sensie topologii Zariskiego na
Spec(A) jest sko«czon¡ sum¡ zbiorów nierozkªadalnych.


