Algebra 2*, wiosna 2012, seria III

Zadania na 27 lutego: wiecej o modutach, produkt tensorowy i lokalizacja.

Material do tej serii zadan mogg Panstwo znalez¢ w ksigzce Atiyah, Mac-
donald, Commutative Algebra tu jest skan drugiego rozdzialu i w ksiazce
Reida, Undergraduate Commutative Algebra, tu jest skan szostego rozdziatul

Oznaczenia: A jest pierécieniem przemiennym z jednoscig i jesli nie jest
powiedziane inaczej, to moduty sa zdefiniowane nad A i zwykle oznaczane
literami M, N, W, natomiast 0 oznacza modut zerowy, & oznacza sume
prosta (produkt) modutéw, ® = ®,4 ich produkt tensorowy (nad A). Po-
nadto Hom(M, N) = Homy (M, N) oznacza modut A-homomorfizméow z M
do N z dodawaniem i mnozeniem “po wartosciach”.

1. Pokazaé, ze Z, @z Zy, = 0 o ile a i b sa wzglednie pierwsze. Znalezé¢
formule na Z,r ®y Z,s, gdzie p jest liczbg pierwsza.

2. Dla homomorfizmu A-moduléw h : N; — Ny homomorfizm idy @ h :
M ® Ny — M ® Ny definiujemy wzorem (sprawdz, ze dobrze)

(idy @ h)(m ®@n) =m & h(n)
(a) Pokazac, ze jesli h jest suriektywny to rowniez idy @ h jest suriek-
tywny.
(b) Pokazaé, ze jesli h jest injektywny to idy; ®h moze nie by¢ injekcja.
(c) Pokazaé, ze jesli ciag My, — My — M3 — 0 jest dokladny to i ciag
N®M, —- N® My — N® M; — 0 jest dokladny.

3. O ile morfizm idy; ® h jest injektywny dla kazdego homomorfizmu in-
jektywnego A-modutéw h : Ny — N, to modul M nazywamy ptaskim.

(a) Pokazac, ze jesli N jest plaskiiciag 0 — My — My — M3 — 0
jest doktadny toiciag0 = N@M; - N® My — N ® M3 — 0
jest doktadny.

(b) Pokaz, ze jesli M jest ptaski a I jest ideatem w A to odwzorowanie
mnozenia [ ® M — M jest wlozeniem z obrazem M.

(c) Pokaza¢, ze kazdy skoriczenie generowany modul wolny jest ptaski.
4. Pokazaé, ze kazdy skonczenie generowany plaski modul nad Z jest

wolny. Czy poprzednie zdanie zostanie prawdziwe jesli zastapimy 7Z
przez dowolny DIG?


http://www.mimuw.edu.pl/~jarekw/SZKOLA/algebra2star/AM-ch2.pdf
http://www.mimuw.edu.pl/~jarekw/SZKOLA/algebra2star/UCAch6.pdf

5. Niech A bedzie pierscieniem lokalnym z ideatlem maksymalnym m oraz
cialem rezidualnym k& = A/m. Ponadto niech M bedzie skonczenie
generowanym A modutem. Przypomnijmy lemat Nakayamy: Jesli
mM =M to M = 0.

(a) Pokaz, ze elementy my,...,m, generuja M nad A wtedy i tylko
wtedy ich obrazy generuja przestrzeni wektorowa M /mM nad k =
A/m.

(b) Pokazaé, ze jesli M i N skonczenie generowanymi A-modutami i
M®sN=0toM=01Iub N =0.

(c) Pokazaé, ze kazdy skoriczenie generowany plaski modul nad piers-
cieniem lokalnym jest wolny.

6. Rozszerzanie i zawezanie wspotezynnikéw. Niech f : A — B bedzie
homomorfizmem pierscieni; B jest wowczas A-algebra i w szczegdlnosci
A-modutem z mnozeniem zadanym wzorem a - b := f(a)-bdlaa € A
ib e B. Dla A-modutu M definiujemy Mg = B ®4 M. Pokaza¢, ze
Mp jest dobrze zdefiniowanym B-modutem. Jesli N jest B-modulem
to jest tez A modulem z mnozeniem a-n = f(a) - n.

(a) Pokazac, ze jesli M jest skoniczenie generowany nad A to Mp jest
skoniczenie generowany nad B.

(b) Pokazac, ze jesli N jest skoriczenie generowany nad B i B jest
skonczenie generowanym A-modutem to N tez jest skonczenie ge-
nerowanym A-modulem.

(c) Pokaza¢ izomorfizm Homp(Mp, N) ~ Homy (M, N).
(d) Pokazaé¢ izomorfizm Mp ®@p N ~ M &4 N.

7. Pokaz, ze dla dowolnego idealu I < A i dla dowolnego A-modutu M
produkt (A/I) ®4 M jest izomorficzny z ilorazem M /(IM), zaréwno
jako A-modut jak i A/I-modul. Pokaz, ze dla dowolnego systemu mul-
tiplikatywnego S C A i dla dowolnego A-modulu M lokalizacja S—'M
jest izomorficzna, jako S~!'A-modut, z produktem S™'A ®4 M.

8. Niech h : M — N bedzie homomorfizmem A moduléw. Dla dowolnego
idealu pierwszego p < A przez h, : M, — N, oznacza indukowany
homomorfizm lokalizacji.



(a) Pokaz, ze jesli My, = 0 dla kazdego idealu maksymalnego m w A
to M = 0.

(b) Pokaz, ze h jest injekcja wtedy i tylko wtedy gdy hy, jest injekcja
dla kazdego ideatu maksymalnego m w A.

(c) Pokaz, 7e h jest surjekcja wtedy i tylko wtedy gdy hy, jest surjekcja
dla kazdego ideatu maksymalnego m w A.

9. Niech A bedzie dziedzing. Przypomnijmy, ze element m € M nazy-
wamy torsyjnym jesli istnieje niezerowe a € A takie, ze am = 0.
7Zbioér elementow torsyjnych w M jest podmodutem, oznaczanym M.
Pokaz, ze jesli (A) jest cialem ulamkow A, to (A) @4 M ~ (A) ®4
(M /M,,.) oraz M,,, jest jadrem odwzorowania M = AQ M — (A)®@ M.

10. Topologia Zariskiego. Przypomnijmy, ze Spec(A) oznacza zbidr wszys-
tkich idealéw pierwszych w pierécieniu A. Dla dowolnego ideatu I w A
definiujemy V(1) = {p € Spec(A) : p D I}.

(a) Pokaz, ze V(I) = V(\/I), gdzie VI ={a € A:3In >0 a" € I}
oznacza radykat I.

(b) Pokaz, ze na Spec(A) istnieje topologia, w ktorej wszystkie zbiory
domkniete sa postaci V(I).

(c) Pokaz, ze zbiory postaci Uy = {p € Spec(A) : f &€ p}, dla f € A,
stanowia baze tej topologii.

(d) Pokaz, ze homomorfizm A — Ay, gdzie Ay oznacza lokalizacje
A wzgledem {1, f, f*---}, zadaje ciagte wlozenie Spec(A;) —
Spec(A), ktorego obrazem jest Uy.

11. Zalozmy, ze A jest pierscieniem Noetherowskim.

(a) Pokaz, ze dla kazdego ideatu I istnieje tylko skoniczona liczba mi-
malnych ideatow pierwszych, ktore go zawieraja, oraz przeciecie
tych ideatéw jest radykatem 1.

(b) Pokaz, ze dla idealu pierwszego p zbiér V(p) nie mozna przed-
stawi¢ jako sume dwoch wlasciwych podzbioréw domknietych (w
sensie topologii Zariskiego wprowadzonej powyzej). Zbior o takiej
wlasnosci nazywamy nierozktadalnym.

(c) Pokaz, ze kazdy zbior domkniety w sensie topologii Zariskiego na
Spec(A) jest skoriczona suma zbiorow nierozkladalnych.



