Algebra 2*, wiosna 2012, seria II
Zadania na 20 lutego, krotki wstep do kategorii i funktoréw.

W tej serii jest duzo zadan ale sa (z reguly) tatwe lub bardzo tatwe. Najpierw
definicje, ktére zapewne Paiistwo znaja lub poznaé¢ tatwo moga. Zrodel jest
bardzo duzo, na przyktad:

e Adamek, Herrlich, Stecker, Abstract and concrete categories.

e Freyd, Abelian Categories

Kategoria. Kategoria C to klasa obiektow Obj, oraz klasa mor-
fizmow: dla kazdej pary obiektéw A, B z Obj, mamy dany zbiér morfizmow
Mor¢ (A, B), ktore zapisujemy jako strzatki More(A, B) > f : A — B. Mor-
fizmy mozna sktada¢ czyli istnieje operacja og:

Mor¢ (A, B) x More(B,C) 3 (f,g9) — goc f € Morc(A, C)

Sktadanie morfizméw jest laczne oraz w zbiorze More(A, A) mamy
wyrdézniony morfizm identycznodci ida, ktory jest neutralny dla operacji
sktadania.

Funktor. To “homomorfizm kategorii” ® : C — D, a dokladniej
odwzorowanie objektow ®qp; : Obj, — Objp oraz morfizméw: zachowu-
jace kierunek strzalek @y, : Morc¢(A,B) — Morp(Poni(A), Pow;(B))
(czyli funktor kowariantny) lub je odwracajace Py, : More(A, B) —
Morp (Pobi(B), Pobi(A)) (czyli funktor kontrawariantny). Zakladamy, ze
funktory przeprowadzaja identycznosci na identycznosci oraz sa zgodne ze
sktadaniem morfizmow.

Naturalna transformata funktoréw. Zal6ézmy, ze mamy dwa kowari-
atne funktory ®, ¥ :C — D. Naturalna transformata funktoréow p: ® — ¥
jest zadana przez klase morfizmow pa @ @opj(A) — Wop;(A4), gdzie A € C,
ktore dla kazdej pary A, B € Obj, i f € Morc(A, B) spelniaja warunek
przemiennosci
Do (f)

Pob;(A) Poni(B)
uAl l/m
‘l/l\/lor
Wy (A) Y Wou(B)

Jesli dodatkowo kazde p4 jest izomorfizmem to moéwimy, ze p jest naturalng
rownowaznoscia (lub izomorfizmem) funktoréw. Takie same definicje stosu-
jemy dla funktoréw kontrawariantnych.


http://katmat.math.uni-bremen.de/acc/acc.pdf
http://www.mimuw.edu.pl/~jarekw/SZKOLA/GEA/AbelianCategories.pdf

Izomorfizm i réwnowazno$é kategorii. Kategorie C i D sg izomor-
ficzne o ile istniejg funktory ® : C — D i ¥ : D — C takie, ze ® o ¥ oraz
¥ o ® sg funktorami identycznosci na, odpowiednio, D i C. Kategorie C i D
sg rownowazne o ile istnieja funktory ® i U takie, ze & o W oraz ¥ o ¢ sg
naturalnie rownowazne z funktorami identycznosci.
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Pokaz, ze zbiory oraz struktury algebraiczne (grupy, grupy abelowe,
pierécienie przemienne, przestrzenie wektorowe nad ustalonym ciatem k
itd) i przestrzenie topologiczne wraz z ich odwzorowaniami, odpowied-
nimi homomorfizmami, tworza kategorie. Oznaczamy je Set, Gr, Ab,
Ring, Vecty, Top itd. Pokaz, ze zapominanie o operacjach alge-
braicznych daje funktor pomiedzy odpowiednimi kategoriami (funktor
zapominania).

Pokaz, ze kategoria z jednym obiektem jest monoidem (polgrupa z jed-
noscia) a funktory takich kategorii to ich homomorfizmy.

Funktor ® : C — D nazywamy wiernym (odpowiednio, pelnym) jesli
odwzorowanie na strzatkach Mor¢(A, B)) — Morp(Pop;(A), Pon;(B))
jest injekcja (surjekcja). Pokaz, ze abelianizacja grupy zadaje funktor
kowariantny z Gr do Ab. Czy jest to funktor wierny? pelny?

Zdefiniuj izomorfizm obiektow oraz odwrotnosé morfizmu w sposéb kat-
egoryjny.

Niech (S, <) bedzie zbiorem z czesciowym porzadkiem. Pokaz, ze (.S, <)
definiuje kategorie, ktorej obiektami sa elementy z S a morfizmami
nieréwno$ci pomiedzy nimi.

Obiekt A nazywamy obiektem poczatkowym kategorii C jesli ma
doktadnie jedno odwzorowanie w kazdy obiekt kategorii. Podobnie
definiujemy obiekt koficowy kategorii. Pokaz, ze obiekt poczatkowy
(konicowy) w kategorii jest jeden 7z doktadnoscia do izomorfizmu.
Zbadaj czy kategorie rozpatrywane w pozostalych zadaniach maja
obiekt poczatkowy. Czy maja obiekt koncowy?

Niech C bedzie kategoria z wyr6znionym obiektem A. Pokaz, ze odw-
zorowanie B — Morc(A, B) oraz

More(B,C) > f — ( More(A,B) 3 g — fog € More(4,C) )
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definiuje kowariantny funktor z C w kategorie zbioréw Set. Oznaczmy
go ha: B — Morc(A, B). Zdefiniuj podobnie funktor kontrawariantny
b4 : B — More(B, A). Pokaz, 7e morfizm A’ — A daje naturalng
transformate funktorow ha — b i b — 4.

Lemat Yonedy. Dla danej kategorii C definiujemy jej kategorie funk-
torow C, w ktorej obiektami sa funktory kontrawariantne C — Set
a morfizmami naturalne transformaty takich funktorow. Rozpatrzmy
funktor ® : C — C taki, ze ®op;(A) = ha a na morfizmach ® dziata tak

jak opisano w poprzednim zadaniu. Pokaz, ze ® jest wierny i petny.

Kontrawariantny funktor C — &et nazywamy reprezentowalnym
(reprezentowanym przez obiekt A w C) jesli jest naturalnie izomorficzny
funktorowi h“. Pokaz, ze kowariantny funktor zapominania Ab — Set
jest naturalnie izomorficzny funktorowi h.

Niech Vect;> oznacza kategorie przestrzeni wektorowych nad ciatem
k wymiaru skonczonego. Rozpatrzmy funktor kowariantny podwdéjnej
dualizacji - : Vecty™ — Vectz™. Znalez¢ naturalng transformate
funktora identyczno$ci do podwojnej dualizacji i pokazaé, ze na Vect;>
jest to rownowaznosé funktorow.

Niech vecty™ oznacza kategorie, ktorej obiektami sa przestrzenie linio-
we k" (jeden obiekt dla kazdego n > 0) zas Morye.(k™, k™) to macierze
n x m. Pokaz, ze naturalne wlozenie vecty™ w Vecty™ oraz, z drugiej
strony, wybor (pewnej) bazy dla kazdej przestrzeni w Vect;*>, daje
rownowazno$¢ tych kategorii.

Produkt kategoryjny A, B € Obj, to obiekt D z dwoma morfizmami
A «— D — B takimi, ze dla dowolnego obiektu D', ktéry ma morfizmy
A «— D’ — B istnieje dokladnie jeden morfizm z D’ do D, ktory daje
nastepujacy przemienny diagram
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Produkt D oznaczamy, o ile nie spowoduje to konfuzji, przez Ax B. Ko-
produkt definiujemy przez odwrocenie strzatek. Pokaz, ze tak zdefin-
iowany produkt jest jeden z doktadno$cig do izomorfizmu. Pokaz, ze
produkty sa przemienne, to jest A x B jest izomorficzne z B x A. Opisz
produkty i koprodukty w kategoriach Set, Top, Ab, Gr, Ring (zauwaz,
ze niekoniecznie musza istniec).

Zatozmy, ze w kategorii C mamy trzy obiekty z nastepujacymi dwoma
strzatkami A — C' «— B. Produktem wtoknistym A i B nad C nazy-
wamy obiekt D z morfizmami A <« D — B, ktore daja nastepujacy
diagram przemienny

||

A—=C
Ponadto zaktadamy, ze o ile obiekt D’ spelnia powyzszy warunek dla

D to mamy dokladnie jeden morfizm D' — D, ktéry mozna wstawié¢ w
nastepujacy diagram przemienny

D/

=

]

Tak zdefiniowany produkt wloknisty (o ile wiemy, gdzie jest zdefi-
niowany) zwykle oznaczamy przez A X B. Ko-produkt wloktnisty
definiujemy przez odwrocenie strzatek. Pokaz, ze tak zdefiniowany pro-
dukt (i ko-produkt) jest jeden z doktadnoscia do izomorfizmu. Opisz
produkty i koprodukty wtokniste w kategoriach Set, Zop, Ab. Pokaz, ze
jesli kategoria C ma obiekt koncowy Z i istnieje w niej produkt A x B
to produkt wtoknisty A x z B jest izomorficzny z A x B.

—_—

Ztozenie produktow wloknistych jest produktem wioknistym. Zatézmy,
ze nastepujace obiekty i strzatki sa zdefiniwane

EXA(AXCB)HAXCBHB

| |

E A C
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Pokaz, ze E X 4 (A X¢ B) jest izomorficzne z F X ¢ B, gdzie E — C' to
ztozenie ¥ — A — C.

Zmiana bazy produktu wloknistego. Zalozmy, ze istnieje produkt
witoknisty dla A — C' «— B. Pokaz, ze dowolny morfizm C — FE
indukuje naturalne odwzorowanie A X B — A Xg B i mamy diagram

AxcB——AxgB

| |

C C xgC

gdzie odwzorowanie C' — C'x gC' jest diagonala czyli odwzorowaniem w
produkt wtoknisty pochodzacym z dwoch kopii identycznosci C' — C.
Pokaz, ze powyzszy diagram tez jest produktem wioknistym.



