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Zadania na 4 czerwca. Przypomnijmy, ze waluacja dyskretna na ciele
K to funkcja p : K* — Z, ktora jest homomorfizmem suriektywnym grup
(K* jest grupa multiplikatywna elementow niezerowych ciala K') i spelnia
warunek p(a +b) > min{u(a), p(b)}. Alternatywnie, p : K — Z U {oo}
gdzie ktadziemy pu(a) = co <= a = 0. Definiujemy pierscien waluacji
A={a€ K : ula) > 0} z idealem maksymalnym m = {a € K : u(a) > 0}.
Ciato k = A/m nazywamy cialem reszt (rezidualnym) tej waluacji.

1. Pokaz, ze z warunkow na waluacje p wynika, ze jesli p(a) # p(b) to
pi(a +0) = min{u(a), p(d)}.

2. (a) Niech p bedzie liczba pierwsza. Pokaz, ze odwzorowanie pu, :
Z \ {0} — Z zdefiniowane wzorem p,(a) = max{n > 0 : p"|a}
rozszerza sie do waluacji na Q (nazywamy ja waluacja p-adyczna).
Znajdz pierscien tej waluacji i ciato rezidualne.

(b) Dla niezerowego wielomianu f € k[t], takiego ze f = >, a;t’,
potozmy p(f) = min{i : a; # 0}. Pokaz, ze odwzorowanie p; :
k[t] — Z rozszerza sie do waluacji na ciele utamkow k(t) i znajdz
pierscien, i ciato rezidualne tej waluacji.

(c) Uogolnij powyzsze dwa przyktady na przypadek dziedziny idealow
gtownych A z ideatem pierwszym p = (p): pokaz, ze wybor p
definiuje waluacje u, : A\ {0} — Z, znajdz pierscienn waluacji i
cialo rezidualne.

3. Niech A bedzie pierscieniem waluacji dyskretnej z ideatem maksymal-
nym m = (¢). Mowimy, ze ciag elementow (a;);>o jest m-adycznym
ciagiem Cauchy’ego jesli dla kazdego ¢ > 0 istnieje takie ng > 0, takie
ze dla dowolnych ny, ny > ngy zachodzi a,, — a,, € m’. Na ciagach
Cauchy’ego w A definiujemy relacje (a;) ~ (b;) reguta Vi Ing Vn >
no | a, — b, € m'. Zbior klas abstrakcji tej relacji (rownowaznosci!)
oznaczamy Ai nazywamy uzupetnieniem A.

(a) Pokaz, ze A jest pierscieniem z naturalnie zdefiniowanymi operac-
jami.

(b) Pokaz, ze A jest pierécieniem waluacji z idealem maksymalnym
m =1t-A. Znajdz jego cialo rezidualne.



(¢) Znajdz uzupeknienie pierscieni z zadania2 (a) i (b).

4. Formalny szereg Laurenta o wspolczynnikach w ciele k£ to wyrazenie
postaci f =Y., a;t’ gdzie iy € Z za$ a; € k.

(a) Pokaz, ze na zbiorze szeregow Laurenta mozna naturalnie zdefi-
niowaé strukture ciata; bedziemy to cialo oznaczaé k((t)).

(b) Dla f jak wyzej kladziemy u(f) = i gdzie iy najmniejsze i takie,
ze a; # 0. Ponadto p(0) = oo. Pokaz, ze p : k((t)) — ZU{oo} jest
waluacja dyskretna, znajdz jej pierscien waluacjii ciato rezidualne.

5. Formalny szereg Puiseux o wspoélczynnikach w ciele & to wyrazenie
postaci f = Zi>i0 a;t"/™ gdzie n jest dodatnig liczba naturalna, i € Z
za$ a; € k. Zbior formalnych szeregow Puiseux oznaczamy k{{t}};
zauwazmy, ze k{{t}} = U, k((t"/™)).

(a) Pokaz, ze na zbiorze k{{t}} mozna naturalnie zdefiniowa¢ struk-
ture ciata.

(b) Dla f jak wyzej ktadziemy p(f) = ip/n gdzie igp najmniejsze
i takie, ze a; # 0; ponadto p(0) = oo. Pokaz, ze funkcja
s k((t) — QU {oo} spelnia warunki u(f - g) = u(f) + u(g)
oraz u(f + g) > min{u(f),n(g)}. Takie p bedziemy nazywaé
waluacja wymierng.

(c) Sprawdz, ze A = {f € E{{t}} : w(f) > 0} jest pierscieniem
lokalnym z ideatem maksymalnym m = {f € k{{t}} : u(f) > 0}.

(d) Czy A jest pierscieniem noetherowskim?

6. Rozpatrzmy polpierscien tropikalny (RU{oo}, 00,0, @, ®) gdzie oo jest
elementem neutralnym dla dodawania tropikalnego a @ b = min(a, b)
oraz 0 jest elementem neutralnym dla mnozenia tropikalnego a © b =
a+ b (w tym polpierscieniu nie ma odejmowania).

Tropikalna ewaluacja wielomianu f € Rz, ..., z,] (tropikalna funkcja
wielomianowa lub, po prostu, wielomianem tropikalnym) bedziemy
nazywaé¢ odwzorowanie f : R — R, w ktorym wartosé¢ f(z1, ..., 2)
jest liczona w sposob tropikalny (za pomoca arytmetyki tropikalnej w
miejsce zwyklej).



(a) Pokaz, ze funkcja f jest ciagta, wklesta, kawalkami liniowa — a
doktladniej, ze istnieje pokrycie skoiczone R™ zbiorami, na ktorych
f jest funkcja liniowa o dodatnich calkowitych wspoétczynnikach.

(b) Czy kazde funkcja f spelniajaca warunki z poprzedniego punktu
jest tropikalng funkcja wielomianowa?

7. Niech K bedzie ciatem z waluacja p : K — R U {oo}, ktorej obraz
jest gesty w R. Przez t € K oznaczmy element taki, ze p(t) = 1: na
przyktad K = k{{t}} z zadania [0l

Tropikalizacja zbioru V' C (K*)" nazywamy domkniecie zbioru
{(w(xy), ..oy p(zy)) = (z1,...,2,) € V} C R". Znajdz tropikalizacje
prostej tx; + 5t2wy + 3 = 0.

Wskazowka: rozpatrz rozne parametryzacje prostej, wynik powinien
wyglada¢ jak na rysunku ponizej.  Wiecej informacji zob. np.
wyktady Diany Maclagan.
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http://homepages.warwick.ac.uk/staff/D.Maclagan/AARMS/AARMSTropical.pdf

