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Zadania na 4 zerwa. Przypomnijmy, »e waluaja dyskretna na iele

K to funkja µ : K∗ → Z, która jest homomor�zmem suriektywnym grup

(K∗
jest grup¡ multiplikatywn¡ elementów niezerowyh iaªa K) i speªnia

warunek µ(a + b) ≥ min{µ(a), µ(b)}. Alternatywnie, µ : K → Z ∪ {∞}
gdzie kªadziemy µ(a) = ∞ ⇐⇒ a = 0. De�niujemy pier±ie« waluaji

A = {a ∈ K : µ(a) ≥ 0} z ideaªem maksymalnym m = {a ∈ K : µ(a) > 0}.
Ciaªo k = A/m nazywamy iaªem reszt (rezidualnym) tej waluaji.

1. Poka», »e z warunków na waluaj� µ wynika, »e je±li µ(a) 6= µ(b) to

µ(a+ b) = min{µ(a), µ(b)}.

2. (a) Nieh p b�dzie lizb¡ pierwsz¡. Poka», »e odwzorowanie µp :
Z \ {0} → Z zde�niowane wzorem µp(a) = max{n ≥ 0 : pn|a}
rozszerza si� do waluaji na Q (nazywamy j¡ waluaj¡ p-adyzn¡).
Znajd¹ pier±ie« tej waluaji i iaªo rezidualne.

(b) Dla niezerowego wielomianu f ∈ k[t], takiego »e f =
∑

i ait
i
,

poªó»my µt(f) = min{i : ai 6= 0}. Poka», »e odwzorowanie µt :
k[t] → Z rozszerza sie do waluaji na iele uªamków k(t) i znajd¹
pier±ie«, i iaªo rezidualne tej waluaji.

() Uogólnij powy»sze dwa przykªady na przypadek dziedziny ideaªów

gªównyh A z ideaªem pierwszym p = (p): poka», »e wybór p

de�niuje waluaj� µp : A \ {0} → Z, znajd¹ pier±ie« waluaji i

iaªo rezidualne.

3. Nieh A bedzie pier±ieniem waluaji dyskretnej z ideaªem maksymal-

nym m = (t). Mówimy, »e i¡g elementów (ai)i≥0 jest m-adyznym

i¡giem Cauhy'ego je±li dla ka»dego i ≥ 0 istnieje takie n0 > 0, takie
»e dla dowolnyh n1, n2 ≥ n0 zahodzi an1

− an2
∈ mi

. Na i¡gah

Cauhy'ego w A de�niujemy relaj� (ai) ∼ (bi) reguª¡ ∀i ∃n0 ∀n ≥
n0 | an − bn ∈ mi

. Zbiór klas abstrakji tej relaji (równowa»no±i!)

oznazamy Â i nazywamy uzupeªnieniem A.

(a) Poka», »e Â jest pier±ieniem z naturalnie zde�niowanymi opera-

jami.

(b) Poka», »e Â jest pier±ieniem waluaji z ideaªem maksymalnym

m̂ = t · Â. Znajd¹ jego iaªo rezidualne.



() Znajd¹ uzupeªnienie pier±ieni z zadania 2 (a) i (b).

4. Formalny szereg Laurenta o wspóªzynnikah w iele k to wyra»enie

postai f =
∑

i≥i0
ait

i
gdzie i0 ∈ Z za± ai ∈ k.

(a) Poka», »e na zbiorze szeregów Laurenta mo»na naturalnie zde�-

niowa¢ struktur� iaªa; b�dziemy to iaªo oznaza¢ k((t)).

(b) Dla f jak wy»ej kªadziemy µ(f) = i0 gdzie i0 najmniejsze i takie,
»e ai 6= 0. Ponadto µ(0) = ∞. Poka», »e µ : k((t)) → Z∪{∞} jest
waluaj¡ dyskretn¡, znajd¹ jej pier±ie« waluaji i iaªo rezidualne.

5. Formalny szereg Puiseux o wspóªzynnikah w iele k to wyra»enie

postai f =
∑

i≥i0
ait

i/n
gdzie n jest dodatni¡ lizb¡ naturaln¡, i0 ∈ Z

za± ai ∈ k. Zbiór formalnyh szeregów Puiseux oznazamy k{{t}};
zauwa»my, »e k{{t}} =

⋃
n>0

k((t1/n)).

(a) Poka», »e na zbiorze k{{t}} mo»na naturalnie zde�niowa¢ struk-

tur� iaªa.

(b) Dla f jak wy»ej kªadziemy µ(f) = i0/n gdzie i0 najmniejsze

i takie, »e ai 6= 0; ponadto µ(0) = ∞. Poka», »e funkja

µ : k((t)) → Q ∪ {∞} speªnia warunki µ(f · g) = µ(f) + µ(g)
oraz µ(f + g) ≥ min{µ(f), µ(g)}. Takie µ b�dziemy nazywa¢

waluaj¡ wymiern¡.

() Sprawd¹, »e A = {f ∈ k{{t}} : µ(f) ≥ 0} jest pier±ieniem

lokalnym z ideaªem maksymalnym m = {f ∈ k{{t}} : µ(f) > 0}.

(d) Czy A jest pier±ieniem noetherowskim?

6. Rozpatrzmy póªpier±ie« tropikalny (R∪{∞},∞, 0,⊕,⊙) gdzie ∞ jest

elementem neutralnym dla dodawania tropikalnego a ⊕ b = min(a, b)
oraz 0 jest elementem neutralnym dla mno»enia tropikalnego a ⊙ b =
a+ b (w tym póªpier±ieniu nie ma odejmowania).

Tropikaln¡ ewaluaj¡ wielomianu f ∈ R[x1, . . . , xn] (tropikaln¡ funkj¡

wielomianow¡ lub, po prostu, wielomianem tropikalnym) b�dziemy

nazywa¢ odwzorowanie f̂ : Rn → R, w którym warto±¢ f(x1, . . . , xn)
jest lizona w sposób tropikalny (za pomo¡ arytmetyki tropikalnej w

miejse zwykªej).



(a) Poka», »e funkja f̂ jest i¡gªa, wkl�sªa, kawaªkami liniowa � a

dokªadniej, »e istnieje pokryie sko«zone Rn
zbiorami, na któryh

f̂ jest funkj¡ liniow¡ o dodatnih aªkowityh wspóªzynnikah.

(b) Czy ka»de funkja f̂ speªniaj¡a warunki z poprzedniego punktu

jest tropikaln¡ funkj¡ wielomianow¡?

7. Nieh K b�dzie iaªem z waluaj¡ µ : K → R ∪ {∞}, której obraz
jest g�sty w R. Przez t ∈ K oznazmy element taki, »e µ(t) = 1: na

przykªad K = k{{t}} z zadania 5.

Tropikalizaj¡ zbioru V ⊂ (K∗)n nazywamy domkni�ie zbioru

{(µ(x1), . . . , µ(xn)) : (x1, . . . , xn) ∈ V } ⊂ Rn
. Znajd¹ tropikalizaj�

prostej tx1 + 5t2x2 + t3 = 0.

Wskazówka: rozpatrz ró»ne parametryzaje prostej, wynik powinien

wygl¡da¢ jak na rysunku poni»ej. Wi�ej informaji zob. np.

wykªady Diany Malagan.

.............................................................................................................................................................................................................
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µ(x1)

µ(x2)

http://homepages.warwick.ac.uk/staff/D.Maclagan/AARMS/AARMSTropical.pdf

