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Zadania przygotowawcze do kolokwium, które ma si¦ odby¢ 28 maja.

1. Niech ZK b¦dzie caªkowitym domkni¦ciem Z w pewnym ciele K, które
jest sko«czonym rozszerzeniem Q. Wykaza¢, »e ZK jako grupa addy-
tywna jest sko«czenie generowan¡ grup¡ woln¡ i policz jej rang¦ jako
Z moduªu w zale»no±ci od stopnia rozszerzenia [K : Q].

2. Niech K b¦dzie ciaªem rozkªadu wielomianu x4 − 7 ∈ Q[x]. Opisa¢
grup¦ Aut(K/Q), jej podgrupy i odpowiadaj¡ce im rozszerzenia ciaª:

(a) dla ka»dego ciaªa po±redniego Q ⊂ L ⊂ K znale¹¢ podgrup¦
Aut(K/L) < Aut(K/Q), poda¢ jej rz¡d i opisa¢ z dokªadno±ci¡
do izomor�zmu; wykona¢ diagram inkluzji ciaª i odpowiadaj¡cych
im grup Galois;

(b) dla podciaªa wªa±ciwego L ⊂ K zbada¢ kiedy rozszerzenie Q ⊂ L
jest normalne i je±li tak, to znale¹¢ Aut(L/Q) i poda¢ wielomian
fL ∈ Q[x], taki »e L jest jego ciaªem rozkªadu.

(c) Zrób powy»sze dwa punkty dla roszerzenia Q(i) ⊂ K.

3. Poka», »e nast¦puj¡ce rozszerzenia s¡ Galois i policz grup¦ automor-
�zmów ka»dego z nich:
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√

5)

4. Niech Q ⊂ L b¦dzie rozszerzeniem sko«czonym stopnia d. Pokaza¢, »e
je±li d jest liczb¡ nieparzyst¡ i rozszerzenie to jest Galois to L ⊂ R.
Czy stwierdzenie to pozostanie prawdziwe je±li nie zaªo»ymy, »e Q ⊂ L
jest rozszerzeniem Galois?

5. Pokaza¢, »e je±li stopie« wielomianu f ∈ Q[x] nie przekracza 4 to rów-
nianie f(x) = 0 jest rozwi¡zalne przez pierwiastniki. 1

1Wielomian f ∈ k[x] (lub równienie f(x) = 0) jest rozwi¡zalny (rozwi¡zalne) przez
pierwiastniki je±li jego ciaªo rozkªadu jest zawarte w ciele k(a1, . . . , ar), gdzie ci¡g rozsz-
erze« k ⊂ k(a1) ⊂ k(a1, a2) ⊂ · · · ⊂ k(a1, . . . , ar) speªnia warunek: ami

i+1 ∈ k(a1, . . . , ai),
dla i = 0, . . . , r − 1 i pewnych liczb naturalnych mi.



6. Pokaza¢, »e równanie x5 − 2px − p = 0, gdzie p jest liczb¡ pierwsz¡,
nie jest rozwiazalne przez pierwiastniki nad Q (wskazówka: skorzystaj
z zada« 1 i 2 z serii XII).

7. Rozpatrzmy wielomian stopnia n ≥ 3, f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+
a1x + a0 ∈ Q[x], którego wspóªczynniki speªniaj¡ warunek ai = an−i
dla i = 0, . . . , n. Poka», »e je±li a jest pierwiastkiem f to i a−1 te» jest
pierwiastkiem f . Poka», »e f jest rozwi¡zalne przez pierwiastniki o ile
n ≤ 9.

8. Dowie±¢, »e je±li grupa Galois wielomianu f ∈ Q[x] jest nierozwi¡zalna
to i grupa wielomianu f(xn) ∈ Q[x] jest nierozwi¡zalna.

9. Niech f ∈ k[x] b¦dzie wielomianem rozdzielczym stopnia n a L ⊃ k jego
ciaªem rozkªadu. Zaªó»my, »e Autk(L) = Sn. Poka», »e je±li a ∈ L jest
pierwiastkiem f to Autk(a)(L) = Sn−1. Poka», »e rozszerzenie k ⊂ k(a)
nie ma nietrywialnych rozszerze« po±rednich.

10. Niech a1, a2 i a3 b¦d¡ pierwiastkami wielomianu x3 − 3x + 1 ∈ Q[x].
Wyznaczy¢ wielomian, którego pierwiastkami s¡

(a) a1 + a2, a2 + a3, a3 + a1,

(b) a21, a
2
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11. Zaªó»my, »e charK = 0 oraz nierozkªadalny wielomian f ∈ K[t] stop-
nia d ma pierwiastki x1, . . . , xd w K. De�niujemy wyró»nik ∆f =∏

i 6=j(xi − xj).

(a) Poka», »e dla d = 3 grupa Galois ciaªa rozkªadu f jest Z3 je±li√
∆f ∈ K i jest równa S3 w przeciwnym przypadku.

(b) Je±li d = 4 to de�niujemy wielomian gf = (t− (x1x2 + x3x4))(t−
(x1x3 + x2x4))(t − (x1x4 + x2x3)). Poka», »e gf ∈ K[t] oraz, »e
je±li f i gf nie maj¡ pierwiastków w K to grupa Galois f jest A4

lub S4 w zale»no±ci od tego czy
√

∆ ∈ K. Znajd¹ zale»no±¢ ciaª
rozkªadu tych wielomianów oraz ich grup Galois.

12. Dla ka»dej grupy G rz¦du ≤ 6 znajd¹ rozszerzenie Galois Q ⊂ K,
którego grupa automor�zmów jest izomor�czna z G.



13. Zaªó»my, »e charK 6= 2 i rozpatrzmy rozszerzenie K ⊂ L stop-
nia 2n. Poka», »e ka»dy element ciaªa L wyra»a si¦ przez pier-
wiastniki kwadratowe nad ciaªem K, czyli istnieje ciag rozszerze«
k ⊂ k(a1) ⊂ k(a1, a2) ⊂ · · · ⊂ k(a1, . . . , ar) speªniaj¡cych warunek:
a2i+1 ∈ k(a1, . . . , ai), dla i = 0, . . . , r − 1.

14. Niech K b¦dzie ciaªem charakterystyki p > 0. Zaªó»my, »e wielomian
xp− a ∈ K[x] jest nierozkªadalny nad K i przez L oznaczmy jego ciaªo
rozkªadu. Bezpo±rednio z de�nicji policz odwzorowanie Tr(K ⊂ L) :
L→ K.


