Algebra 2*, wiosna 2012, seria XIII

Zadania przygotowawcze do kolokwium, ktére ma sie odby¢ 28 maja.

1. Niech Zk bedzie catkowitym domknieciem Z w pewnym ciele K, ktore
jest skoniczonym rozszerzeniem Q. Wykazaé, ze Zg jako grupa addy-
tywna jest skonczenie generowana grupa wolna i policz jej range jako
Z modutu w zaleznosci od stopnia rozszerzenia [K : Q).

2. Niech K bedzie cialem rozkladu wielomianu z* — 7 € Q[z]. Opisac¢
grupe Aut(K/Q), jej podgrupy i odpowiadajace im rozszerzenia ciat:

(a) dla kazdego ciala posredniego Q C L C K znalezé podgrupe
Aut(K/L) < Aut(K/Q), poda¢ jej rzad i opisa¢ z dokladnoscia
do izomorfizmu; wykona¢ diagram inkluzji ciat i odpowiadajacych
im grup Galois;

(b) dla podciata wtasciwego L C K zbada¢ kiedy rozszerzenie Q C L
jest normalne i jesli tak, to znalez¢ Aut(L/Q) i poda¢ wielomian
fr € Q[z], taki ze L jest jego cialem rozkladu.

(c) Zréb powyzsze dwa punkty dla roszerzenia Q(i) C K.

3. Pokaz, ze nastepujace rozszerzenia sa Galois i policz grupe automor-
fizmow kazdego z nich:

(a) Q CQ(vV2++?2)
(b) Q C Q(vV3+V5)

4. Niech Q C L bedzie rozszerzeniem skoticzonym stopnia d. Pokazaé, ze
jesli d jest liczba nieparzysta i rozszerzenie to jest Galois to L C R.
Czy stwierdzenie to pozostanie prawdziwe jesli nie zatozymy, ze Q C L
jest rozszerzeniem Galois?

5. Pokazaé, ze jesli stopieni wielomianu f € Q[x] nie przekracza 4 to row-
nianie f(z) = 0 jest rozwiazalne przez pierwiastniki. !

'Wielomian f € k[z] (lub réwnienie f(z) = 0) jest rozwiazalny (rozwiazalne) przez
pierwiastniki jesli jego cialo rozkladu jest zawarte w ciele k(ay,...,a,), gdzie ciag rozsz
m;

erzeii k C k(ay) C k(a1,a2) C --- C k(ai,...,a,) spelnia warunek: o', € k(ai,...,a;),
dlai=0,...,7r —1ipewnych liczb naturalnych m;.
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11.

12.

. Pokazaé, ze réwnanie 2° — 2pr — p = 0, gdzie p jest liczba pierwsza,

nie jest rozwiazalne przez pierwiastniki nad Q (wskazowka: skorzystaj
z zadan 11 2 z serii XII).

Rozpatrzmy wielomian stopnia n > 3, f(x) = a,2" + ap_12™ 1 4+ -+ +
a1z + ag € Q[z], ktorego wspotezynniki speliaja warunek a; = a,,_;
dla i =0,...,n. Pokaz, ze jedli a jest pierwiastkiem f toi a~' tez jest
pierwiastkiem f. Pokaz, ze f jest rozwiazalne przez pierwiastniki o ile
n<9.

Dowies¢, ze jesli grupa Galois wielomianu f € Q[z] jest nierozwigzalna
to i grupa wielomianu f(2™) € Q[z] jest nierozwiazalna.

Niech f € k[z] bedzie wielomianem rozdzielczym stopnian a L D k jego
cialem rozkladu. Zatozmy, ze Auty(L) = S,. Pokaz, ze jesli a € L jest
pierwiastkiem f to Auty)(L) = S,—1. Pokaz, ze rozszerzenie k C k(a)
nie ma nietrywialnych rozszerzen posrednich.

Niech a1, as i a3 beda pierwiastkami wielomianu 2% — 3z + 1 € Qlz].
Wyznaczy¢ wielomian, ktorego pierwiastkami sg

(a) a1 + ag, az + as, az + ax,

(b) af, a3, a3,

Zatozmy, ze char K = 0 oraz nierozktadalny wielomian f € K[t] stop-
nia d ma pierwiastki x1,...,2q w K. Definiujemy wyréznik Ay =

Hi;ﬁj (i — ;).

(a) Pokaz, ze dla d = 3 grupa Galois ciala rozkladu f jest Zsz jesli
VAf € K i jest rébwna S3 w przeciwnym przypadku.

(b) Jesli d = 4 to definiujemy wielomian gy = (¢ — (z122 + x324))(t —
(w123 + a24))(t — (174 + 2273)). Pokaz, ze g5 € K|t] oraz, ze
jesli f i gy nie maja pierwiastkow w K to grupa Galois f jest Ay
lub Sy w zaleznosci od tego czy VA € K. Znajdz zaleznosé cial
rozktadu tych wielomian6éw oraz ich grup Galois.

Dla kazdej grupy G rzedu < 6 znajdz rozszerzenie Galois Q C K,
ktorego grupa automorfizméw jest izomorficzna z G.
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Zatozmy, ze charK # 2 i rozpatrzmy rozszerzenie K C L stop-
nia 2". Pokaz, ze kazdy element ciala L wyraza si¢ przez pier-
wiastniki kwadratowe nad cialem K, czyli istnieje ciag rozszerzen
k C k(a1) C k(ay,a2) C --- C k(a,...,a,) spelniajacych warunek:
az,, € k(ar,...,a;),dlai=0,...,r — 1.

Niech K bedzie cialem charakterystyki p > 0. Zal6zmy, ze wielomian
P —a € Klz| jest nierozkladalny nad K i przez L oznaczmy jego cialo
rozktadu. Bezposrednio z definicji policz odwzorowanie Tr(K C L) :
L — K.



