Algebra 2*, wiosna 2012, seria XII

Zadania na 21 maja. Z poprzedniej serii sprobujemy jeszcze zrobi¢ zadania
6, 7, 8. Przypomnijmy, ze grupa Galois wielomianu to grupa automorfizmow
rozszerzenia do ciata rozktadu tego wielomianu, S,, to grupa permutacji.

1. Niech p bedzie liczbag pierwszg oraz G < S, podgrupa rozwiazalna,
ktora dziata przechodnio (tranzytywnie) na zbiorze [p] = {1,...,p}
(przy dzialaniu naturalnym).

(a) Pokaz, ze kazda z (nietrywialnych) grup w ciagu podgrup
rozwigzujacych G dziala przechodnio na zbiorze [p.
(b) Pokaz, ze G zawiera dokladnie jedna podgrupe cykliczna rzedu p
(i jest to dzielnik normalny).
c) Pokaz, ze kazdy nietrywialny element G ma co najwyzej jeden
y y y JWYZ€] ]
punkt staly.

2. Niech wielomian f € KJz| bedzie nierozktadalny stopnia p bedacego
liczba pierwszg. Pokazaé, ze jeSli grupa Galois wielomianu f jest
rozwigzalna to dla dowolnego rozszerzenia K C L wielomian f ma
w L doktadnie 0 lub 1, lub p pierwiastkow.

3. Rozpatrzmy cialo K takie, ze Q C K C R, niech p > 3 bedzie liczba
pierwsza. Dowiedz nastepujacych stwierdzen.

(a) Jesli wszystkie pierwiastki wielomianu
f=a"4asx" 3 + a2+ +a, € Kz]

sa rzeczywiste to f = 2",

(b) Jesli f € K[z] jest wielomianem nierozktadalnym stopnia p, ktory
ma dokladnie p — 2 pierwiastki rzeczywiste to jego grupa Galois
jest S,

4. Pokaz, ze kazde rozszerzenie cial skonczonych jest Galois i jego grupa
automorfizmow jest cykliczna.

5. Satz 90 Hilberta. Niech K C L bedzie rozszerzeniem rozdzielczym i
skoriczonym z norma i sladem N(K C L) i Tr(K C L) zdefiniowanymi
w serii [X.



(a) Pokaz, ze dla kazdego g € Autg(L) i a € L zachodzi N(K C
L)(a/g(a)) =1 oraz Tr(K C L)(a — g(a)) = 0.

(b) Zalozmy dodatkowo, ze K C L jest rozszerzeniem Galois z
Autg (L) = Zg = ( g ). Niech a € L spelnia warunek N(K C
L)(a) = 1. Pokaz, ze istnieje b € L takie, ze a = b/g(b).
Wskazowka: z twierdzenia Dedekinda istnieje ¢ € L takie, ze
b=c+ag(c) +agla)g®(c) + -+~ +ag(a) -+~ g *(a)g" ' (c) # 0.

(c¢) Przy zalozeniach o K C L jak wyzej pokaz, ze jesli Tr(K C
L)(a) = 0 to istnieje b € L takie, ze a = b — g(b).

6. Skorzystaj z powyzszego twierdzenia dla rozszerzenia Q C Q(i) by
pokaza¢, ze kazda trdojka liczb catkowitych (a, b, ¢) spelniajaca réwnanie
a’+b* = ¢? jest proporcjonalna do trojki (r?—s?, 2rs, r?+s?) dla pewnej
pary liczb catkowitych (r, s).

7. Nullstellensatz dla cial niedomknietych. Rozpatrzmy algebraiczne
domkniecie k ciata k charakterystyki zero. O rozszerzeniu k C k za-
ktadamy, ze jest skoniczone z grupa Galois G. Mamy naturalne wlozenie
klxy, ..., 2] C k[21,...,2,]. Wezmy ideal I <k[x,..., x,]. Zbior k-
punktow ideatu I to

Vi) ={(ar,....,an) €k": Vf €T f(ay,...,an) =0}
(a) Pokaz, ze dzialanie grupy G na k indukuje dzialanie diagonalne
G na k', ktore zachowuje zbior Vi(I).

(b) Pokaz, ze kazdy ideal maksymalny m < klxy, ..., z,| zawierajacy
I jest postaci m = kl[zy,...,2,] N (z1 — a1,..., 2, — a,) gdzie
(ay,...,a,) € Vi(I).

(c) Pokaz, ze mamy bijekcje pomiedzy idealami maksymalnymi w
k[xy,...,x,] zawierajacy [ a orbitami dziatania G na Vi([).

8. Znajdz idealy maksymalne zawierajace podany ideat

(a) (z* +y°) <Rz, y]
(b) (z*+y?) < Qlz,y]



