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Zadania na 21 maja. Z poprzedniej serii spróbujemy jeszcze zrobi¢ zadania
6, 7, 8. Przypomnijmy, »e grupa Galois wielomianu to grupa automor�zmów
rozszerzenia do ciaªa rozkªadu tego wielomianu, Sn to grupa permutacji.

1. Niech p b¦dzie liczb¡ pierwsz¡ oraz G < Sp podgrup¡ rozwi¡zaln¡,
która dziaªa przechodnio (tranzytywnie) na zbiorze [p] = {1, . . . , p}
(przy dziaªaniu naturalnym).

(a) Poka», »e ka»da z (nietrywialnych) grup w ci¡gu podgrup
rozwi¡zuj¡cych G dziaªa przechodnio na zbiorze [p].

(b) Poka», »e G zawiera dokªadnie jedn¡ podgrup¦ cykliczn¡ rz¦du p
(i jest to dzielnik normalny).

(c) Poka», »e ka»dy nietrywialny element G ma co najwy»ej jeden
punkt staªy.

2. Niech wielomian f ∈ K[x] b¦dzie nierozkªadalny stopnia p b¦d¡cego
liczb¡ pierwsz¡. Pokaza¢, »e je±li grupa Galois wielomianu f jest
rozwi¡zalna to dla dowolnego rozszerzenia K ⊂ L wielomian f ma
w L dokªadnie 0 lub 1, lub p pierwiastków.

3. Rozpatrzmy ciaªo K takie, »e Q ⊂ K ⊂ R, niech p > 3 b¦dzie liczb¡
pierwsz¡. Dowied¹ nast¦puj¡cych stwierdze«.

(a) Je±li wszystkie pierwiastki wielomianu

f = xn + a3x
n−3 + a4x

n−4 + · · ·+ an ∈ K[x]

s¡ rzeczywiste to f = xn.

(b) Je±li f ∈ K[x] jest wielomianem nierozkªadalnym stopnia p, który
ma dokªadnie p − 2 pierwiastki rzeczywiste to jego grupa Galois
jest Sp.

4. Poka», »e ka»de rozszerzenie ciaª sko«czonych jest Galois i jego grupa
automor�zmów jest cykliczna.

5. Satz 90 Hilberta. Niech K ⊂ L b¦dzie rozszerzeniem rozdzielczym i
sko«czonym z norm¡ i ±ladem N(K ⊂ L) i Tr(K ⊂ L) zde�niowanymi
w serii IX.



(a) Poka», »e dla ka»dego g ∈ AutK(L) i a ∈ L zachodzi N(K ⊂
L)(a/g(a)) = 1 oraz Tr(K ⊂ L)(a− g(a)) = 0.

(b) Zaªó»my dodatkowo, »e K ⊂ L jest rozszerzeniem Galois z
AutK(L) = Zd = 〈 g 〉. Niech a ∈ L speªnia warunek N(K ⊂
L)(a) = 1. Poka», »e istnieje b ∈ L takie, »e a = b/g(b).
Wskazówka: z twierdzenia Dedekinda istnieje c ∈ L takie, »e
b = c + ag(c) + ag(a)g2(c) + · · ·+ ag(a) · · · gd−2(a)gd−1(c) 6= 0.

(c) Przy zaªo»eniach o K ⊂ L jak wy»ej poka», »e je±li Tr(K ⊂
L)(a) = 0 to istnieje b ∈ L takie, »e a = b− g(b).

6. Skorzystaj z powy»szego twierdzenia dla rozszerzenia Q ⊂ Q(i) by
pokaza¢, »e ka»da trójka liczb caªkowitych (a, b, c) speªniaj¡ca równanie
a2+b2 = c2 jest proporcjonalna do trójki (r2−s2, 2rs, r2+s2) dla pewnej
pary liczb caªkowitych (r, s).

7. Nullstellensatz dla ciaª niedomkni¦tych. Rozpatrzmy algebraiczne
domkni¦cie k ciaªa k charakterystyki zero. O rozszerzeniu k ⊂ k za-
kªadamy, »e jest sko«czone z grup¡ Galois G. Mamy naturalne wªo»enie
k[x1, . . . , xn] ⊂ k[x1, . . . , xn]. We¹my ideaª I / k[x1, . . . , xn]. Zbiór k-
punktów ideaªu I to

Vk(I) = {(a1, . . . , an) ∈ k
n

: ∀f ∈ I f(a1, . . . , an) = 0}

(a) Poka», »e dziaªanie grupy G na k indukuje dziaªanie diagonalne
G na k

n
, które zachowuje zbiór Vk(I).

(b) Poka», »e ka»dy ideaª maksymalny m / k[x1, . . . , xn] zawieraj¡cy
I jest postaci m = k[x1, . . . , xn] ∩ (x1 − a1, . . . , xn − an) gdzie
(a1, . . . , an) ∈ Vk(I).

(c) Poka», »e mamy bijekcj¦ pomi¦dzy ideaªami maksymalnymi w
k[x1, . . . , xn] zawieraj¡cy I a orbitami dziaªania G na Vk(I).

8. Znajd¹ ideaªy maksymalne zawieraj¡ce podany ideaª

(a) (x2 + y2) / R[x, y]

(b) (x2 + y2) / Q[x, y]


