Algebra 2*, wiosna 2012, seria XI

Zadania na 14 maja. Materialy do tej serii zadan m.in. w rozdziale VII
ksigzki Aluffiego Algebra, Chapter 0. oraz w ksiazce |Fields and Galois theory
Milnego. Jak zwykle p oznacza liczbe pierwsza.

1. Niech K C L bedzie rozszerzeniem cial skoniczonych mocy ¢ i ¢™, gdzie
qg = p". Pokaz, ze grupa automorfizmoéw tego rozszerzenia jest cyk-
liczna i generowana przez ®", gdzie ® jest homomorfizmem Frobeniusa
zdefiniowanym w serii IX. Znajdz ciala posrednie tego rozszerzenia i
odpowiadajgce im podgrupy grupy automorfizmow.

2. Niech pg € C bedzie pierwiastkiem pierwotnym stopnia d z jednosci.

(a) Pokaz, ze rozszerzenie Q C Q(uq) jest Galois.

(b) Pokaz, ze grupa automorfizmow ciata Q(uq) jest przemienna oraz
jesli d jest liczba pierwsza to jest cykliczna.

(¢) Wyznaczy¢ stopien rozszerzenia Q C Q(uq) oraz jego grupe auto-
morfizmow Q(ug) dla d =4, 5, 6, 8.

(d) Zilustrowaé zasadnicze twierdzenie teorii Galois dla rozszerzen po-
danych powyzej: podaé ciata posrednie i odpowiadajace im pod-
grupy grupy Galois.

3. Przy oznaczeniach z poprzedniego zadania.

(a) Pokaz, ze rozszerzenie Q(uq)(t?) C Q(ua)(t) jest Galois i zna-
jdz jego grupe automorfizméw; t oznacza tu zmienng lub element
przestepny nad Q.

(b) Pokaz, ze dla dowolnego calkowitego a > 1 rozszerzenie Q(uy) C
Q(uq)(Ya) jest Galois; czy jego grupa Galois jest cykliczna? (Na
poczatek mozna zatozy¢, ze a nie dzieli sie przez kwadrat liczby
pierwszej.)

4. Niech K D @Q bedzie cialem rozktadu unormowanego wielomianu
nierozkladalnego f € Q[z] stopnia d, ktorego pierwiastki oznaczamy
przez xi,...,xq.

(a) Pokaz, ze grupa automorfizméw rozszerzenia Q C K jest pod-
grupa grupy permutacji S,, ktora dziata tranzytywnie na pier-
wiastkach {xy,..., 24}
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(b) Wyréznikiem wielomianu f nazywamy liczbe zespolona Ay =
[Tic(@i— z;)?. Pokaz, ze liczba A; jest zawsze wymierna i policz
ja w zaleznosci od wspolezynnikow f dla d = 2 i 3 (zob. zad. 2,
seria VI).

(c) Pokaz, ze dla d = 3 grupa automorfizméw rozszerzenia Q C K
jest rowna albo Ss, albo Z3, w zaleznosci od tego czy liczba /Ay
jest wymierna.

5. Opisa¢ grupe Galois rozszerzenia Q C L, gdzie L jest cialem rozkladu
wielomianu f € Q[z] podanego ponizej; poda¢ ciata posrednie tego
rozszerzenia oraz odpowiadajace im podgrupy grupy Galois; ktore z
posrednich rozszerzen sa normalne?

() fmat 1, (b) f=att2,
(¢) f=2a®—5, (d) f=a*+22+1

6. Rozpatrzmy ciata posrednie M; i My rozszerzenia K C L.
(a) Czy jesli K C M;, gdzie i = 1, 2, sa rozszerzeniami Galois to
K C M, N M, tez jest Galois?

(b) Czy jesli M; C L, gdzie i = 1, 2, sa rozszerzeniami Galois to
M; N My C L tez jest Galois?

(c) Czy jesli K C M;, gdzie i = 1, 2, sa rozszerzeniami Galois to
K C M - M tez jest Galois?

(d) Czy jesli M; C L, gdzie i = 1, 2, sa rozszerzeniami Galois to
My - My C L tez jest Galois?

7. Niech K C L bedzie rozszerzeniem algebraicznym cial. Na grupie
Aut(L/K) definiujemy topologie Krulla za pomoca bazy

Ulay,...,apb1,...,b,) ={g € Aut(L/K) | ¥i:g(a;) =b;}
gdzie a;, b; € L za$ r jest dowolne.
(a) Pokaz, ze ta definicja daje topologie Hausdorffa na Aut(L/K) oraz
dzialania grupowe sg ciagte w tej topologii.

(b) Pokaz, ze dla dowolnego rozszerzenia posredniego K C M C L
grupa Aut(L/M) C Aut(L/K) jest pod grupa domknieta oraz,
jesli ponadto [M : K| < oo to jest rowniez podgrupa otwarta.



8. W sytuacji poprzedniego zadania zalézmy ponadto, ze rozszerzenie
K C L jest normalne i rozdzielcze (czyli Galois).

(a)

(b)

Wezmy rozszerzenie posrednie K C M C L. Pokaz, ze [M : K| <
oo wtedy i tylko wtedy [Aut(L/K) : Aut(L/M)] < oo oraz w tej
sytuacji [M : K] = [Aut(L/K) : Aut(L/M)].

Dla podgrupy H < Aut(L/K) wezmy ciato elementow stalych jej
dziatania M = L¥. Pokaz, ze Aut(L/M) jest domknigciem H w
Aut(L/K).

Twierdzenie Galois: Pokaz, ze istnieje naturalna bijekcja pomiedzy

rozszerzeniami posrednimi KX C L a domknietymi podgrupami
Aut(L/K).



