Algebra 2*, wiosna 2012, seria X

Zadania na 7 maja. Prosze réwniez zrobi¢ ostatnie dwa zadania z poprzedniej
serii; ich rozwigzania réwniez beda punktowane (wskazowki np. w rozdziale
8 ksiazki Reida). Pozostale materialy do tej czesci m.in. w rozdziale VII
ksigzki Aluffiego Algebra, Chapter 0. W tej serii p oznacza liczbe pierwsza.

1. Rozpatrzmy rozszerzenia algebraiczne K C L, L C M oraz ich ztozenie
K C M.

(a) Czy jesli dwa z powyzszych rozszerzen sa normalne to i to trzecie
jest normalne (rozwaz wszystkie przypadki, podaj przyktady)?

(b) To samo pytanie dla rozszerzen rozdzielczych.
2. Rozpatrzmy rozszerzenie F, (27, y*) C F(z,y).

(a) Pokaz, ze jest ono skoriczone i normalne.
(b) Znajdz domkniecie rozdzielcze ciata Fy(z?, y?) w F(z,y).

(c) Pokaz, ze to rozszerzenie ma nieskonczona liczbe rozszerzen
posrednich.

3. Rozpatrzmy rozszerzenie K C L. Roézniczkowaniem K (o wartosciach
w L) nazywamy przeksztatcenie D : K — L, ktore jest addytywne
D(a +b) = D(a) + D(b) i spelnia regute Leibnitza D(ab) = dD(b) +
bD(a).

(a) Pokaz, ze dla @ € K mamy D(a") = na" 'D(a) oraz dla f € K|[z]
zachodzi D(f(a)) = fP(a) + f'(a) - D(a), gdzie f' to (zwykla)
pochodna wielomianu a fP to wielomian otrzymany z f przez
zastapienie jego wspolczynnikow przez ich obrazy wzgledem D.

(b) Pokaz, ze jesli Dy i Dy sa rozniczkowaniami to D+ Dy oraz Dy Dy—
Dy Dy tez sa rézniczkowaniami.

(c) Pokaz, ze ciato doskonate dodatniej charakterystyki ma wytacznie
zerowe rozniczkowania.

4. Niech K; C K5 bedzie skoficzonym rozszerzenim rozdzielczym. Pokaz,
ze kazde rézniczkowanie D ciata K; mozna jednoznacznie rozszerzy¢ do
rozniczkowania D ciala Ky. Wskazowka: z tw. Abela Ky = Ki(a), gdzie
a jest elementem rozdzielczym z wielomianem minimalnym f, € K [z].
Wowcezas musi zachodzi¢ musi zachodzi¢ D(a) = —fP(a)/f!(a).


http://www.mimuw.edu.pl/~jarekw/SZKOLA/algebra2star/UCAch8.pdf
http://www.mimuw.edu.pl/~jarekw/SZKOLA/algebra2star/UCAch8.pdf
http://www.mimuw.edu.pl/~jarekw/SZKOLA/algebra2star/AluffiCh7.pdf

5. Wielomian cyklotomiczny &, dla n > 1 jest, z definicji, produktem
[1,., (x—pn), gdzie w, przebiega wszystkie pierwiastki pierwotne stopnia
n z jednosci (zob. podrozdziat 5.2 w rozdziale VII ksiazki Aluffiego).

(a) Pokaz, ze dla n > 2 stopien ®,, jest rowny ¢(n), gdzie ¢ oznacza
funkcje Eulera.
Pokaz, ze 2™ — 1 =[], ®n(z) 1 policz Pon.

Wykaz, ze ®,, ma wspotczynniki catkowite.
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Pokaz, ze wielomian ®,, jest nierozkladalny w Q[z]. []
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Pokaz, ze jesli dla pewnego caltkowitego a > 2 liczba ®,,(a) dzieli
a—1lton=1.

(f) Pokaz, ze jesli dla liczb catkowitych @ > 21 d < n iloraz (a" —
1)/(a® — 1) jest catkowity to jest réwniez podzielny przez ®,(a).

6. Twierdzenie Wedderburne’a (zob. ¢w. VIL.5.14 u Allufiego). Niech R
bedzie skoriczonym pierscieniem z jedynka, z mnozeniem by¢ moze
nieprzemiennym za to posiadajacym elementy odwrotne: czyli grupa
addytywna (R,0,—,+) jest abelowa (jak zwykle) za$ elementy nieze-
rowe stanowia grupe (R\{0},1, !, -) (multiplikatywna) niekoniecznie
przemienng. Teza: R jest cialem. Twierdzenie to dowiedZ w nastepu-
jacych krokach.

a) Pokaz, ze centrum grupy multiplikatywnej wraz z zerem stanowi

Pokaz, 7 t g Itiplikat j t i
cialo o ¢ = p" elementach (p jest pierwsza) za$ moc R jest rowna
q" dla pewnego calkowitego n.

(b) Pokaz, ze rownanie klas dla grupy multpilikatywnej jest postaci
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gdzie d; < n.

(c) Skorzystaj z poprzedniego zadania by pokazaé, ze n = 1.

'Wskazowka: jeli bytby rozktadalny to mogliby$my napisa¢ ®,, = f-g gdzie f, g € Z[z]
oraz f(un) = 0 = g(uP) dla pewnego pierwiastka pierwotnego pu, stopnia n z jednosci i
pewnego p pierwszego niedzielacego n. Wywnioskuj z tego, ze po zredukowaniu wspoétczyn-
nikoéw modulo p wielomian f,, bedzie dzielit wielomian g} w piericieniu IF),[z] a wobec tego
fp 1 gp nie sa wzglednie pierwsze w tym pier§cieniu co prowadzi do sprzecznosci z rozdziel-
czoécig ®, nad F,,.
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