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Zadania na 7 maja. Prosz¦ równie» zrobi¢ ostatnie dwa zadania z poprzedniej
serii; ich rozwi¡zania równie» b¦d¡ punktowane (wskazówki np. w rozdziale
8 ksia»ki Reida). Pozostaªe materiaªy do tej cz¦±ci m.in. w rozdziale VII
ksi¡»ki Alu�ego Algebra, Chapter 0. W tej serii p oznacza liczb¦ pierwsz¡.

1. Rozpatrzmy rozszerzenia algebraiczne K ⊂ L, L ⊂M oraz ich zªo»enie
K ⊂M .

(a) Czy je±li dwa z powy»szych rozszerze« s¡ normalne to i to trzecie
jest normalne (rozwa» wszystkie przypadki, podaj przykªady)?

(b) To samo pytanie dla rozszerze« rozdzielczych.

2. Rozpatrzmy rozszerzenie Fp(xp, yp) ⊂ F(x, y).

(a) Poka», »e jest ono sko«czone i normalne.

(b) Znajd¹ domkni¦cie rozdzielcze ciaªa Fp(xp, yp) w F(x, y).

(c) Poka», »e to rozszerzenie ma niesko«czon¡ liczb¦ rozszerze«
po±rednich.

3. Rozpatrzmy rozszerzenie K ⊂ L. Ró»niczkowaniem K (o warto±ciach
w L) nazywamy przeksztaªcenie D : K → L, które jest addytywne
D(a + b) = D(a) + D(b) i speªnia reguª¦ Leibnitza D(ab) = dD(b) +
bD(a).

(a) Poka», »e dla a ∈ K mamy D(an) = nan−1D(a) oraz dla f ∈ K[x]
zachodzi D(f(a)) = fD(a) + f ′(a) · D(a), gdzie f ′ to (zwykªa)
pochodna wielomianu a fD to wielomian otrzymany z f przez
zast¡pienie jego wspóªczynników przez ich obrazy wzgl¦dem D.

(b) Poka», »e je±liD1 iD2 s¡ ró»niczkowaniami toD1+D2 orazD1D2−
D2D1 te» s¡ ró»niczkowaniami.

(c) Poka», »e ciaªo doskonaªe dodatniej charakterystyki ma wyª¡cznie
zerowe ró»niczkowania.

4. Niech K1 ⊂ K2 b¦dzie sko«czonym rozszerzenim rozdzielczym. Poka»,
»e ka»de ró»niczkowanie D ciaªa K1 mo»na jednoznacznie rozszerzy¢ do
ró»niczkowaniaD ciaªaK2. Wskazówka: z tw. AbelaK2 = K1(a), gdzie
a jest elementem rozdzielczym z wielomianem minimalnym fa ∈ K1[x].
Wówczas musi zachodzi¢ musi zachodzi¢ D(a) = −fDa (a)/f ′a(a).
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5. Wielomian cyklotomiczny Φn dla n ≥ 1 jest, z de�nicji, produktem∏
µn

(x−µn), gdzie µn przebiega wszystkie pierwiastki pierwotne stopnia
n z jedno±ci (zob. podrozdziaª 5.2 w rozdziale VII ksi¡»ki Alu�ego).

(a) Poka», »e dla n ≥ 2 stopie« Φn jest równy φ(n), gdzie φ oznacza
funkcj¦ Eulera.

(b) Poka», »e xm − 1 =
∏

n|m Φn(x) i policz Φ2n .

(c) Wyka», »e Φn ma wspóªczynniki caªkowite.

(d) Poka», »e wielomian Φn jest nierozkªadalny w Q[x]. 1

(e) Poka», »e je±li dla pewnego caªkowitego a ≥ 2 liczba Φn(a) dzieli
a− 1 to n = 1.

(f) Poka», »e je±li dla liczb caªkowitych a ≥ 2 i d < n iloraz (an −
1)/(ad − 1) jest caªkowity to jest równie» podzielny przez Φn(a).

6. Twierdzenie Wedderburne'a (zob. ¢w. VII.5.14 u Allu�ego). Niech R
b¦dzie sko«czonym pier±cieniem z jedynk¡, z mno»eniem by¢ mo»e
nieprzemiennym za to posiadaj¡cym elementy odwrotne: czyli grupa
addytywna (R, 0,−,+) jest abelowa (jak zwykle) za± elementy nieze-
rowe stanowi¡ grup¦ (R\{0}, 1, −1, · ) (multiplikatywn¡) niekoniecznie
przemienn¡. Teza: R jest ciaªem. Twierdzenie to dowied¹ w nast¦pu-
j¡cych krokach.

(a) Poka», »e centrum grupy multiplikatywnej wraz z zerem stanowi
ciaªo o q = pr elementach (p jest pierwsza) za± moc R jest równa
qn dla pewnego caªkowitego n.

(b) Poka», »e równanie klas dla grupy multpilikatywnej jest postaci

qn − 1 = q − 1 +
∑
di

qn − 1

qdi − 1

gdzie di < n.

(c) Skorzystaj z poprzedniego zadania by pokaza¢, »e n = 1.

1Wskazówka: je±li byªby rozkªadalny to mogliby±my napisa¢ Φn = f ·g gdzie f, g ∈ Z[x]
oraz f(µn) = 0 = g(µp

n) dla pewnego pierwiastka pierwotnego µn stopnia n z jedno±ci i

pewnego p pierwszego niedziel¡cego n. Wywnioskuj z tego, »e po zredukowaniu wspóªczyn-

ników modulo p wielomian fp b¦dzie dzieliª wielomian gp
p w pier±cieniu Fp[x] a wobec tego

fp i gp nie s¡ wzgl¦dnie pierwsze w tym pier±cieniu co prowadzi do sprzeczno±ci z rozdziel-

czo±ci¡ Φn nad Fp.

http://www.mimuw.edu.pl/~jarekw/SZKOLA/algebra2star/AluffiCh7.pdf

