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Zadania na 13 lutego, powtórzenie o moduªach.

Materiaª do tej serii zada« powinni Pa«stwo zna¢ z GALu i pierwszej
Algebry; dla powtórzenia prosz¦ zajrze¢ do ksia»ki Reida, Undergraduate

Commutative Algebra, tu jest skan drugiego rozdziaªu, sk¡d wzi¡ªem cz¦±¢
zada« i gdzie znajd¡ Pa«stwo równie» wskazówki a nawet rozwi¡zania niek-
tórych z nich.

Notacja: A jest pier±cieniem przemiennym z jedno±ci¡. Je±li nie jest
powiedziane inaczej, to moduªy s¡ zde�niowane nad A i zwykle oznaczane
literami M , N , W , natomiast 0 oznacza moduª zerowy. Koj¡dro homomor-
�zmu moduªów α : M −→ N to z de�nicji moduª ilorazowy coker(α) =
N/im(α).

Odwzorowania wieloliniowe moduªów de�niujemy podobnie jak od-
wzorowania wieloliniowe przestrzeni liniowych. Na przykªad odwzorowanie
dwuliniowe φ : M × N → W speªnia warunki a · φ(m,n) = φ(am, n) =
φ(m, an), φ(m1 +m2, n) = φ(m1, n)+φ(m2, n) i φ(m,n1 +n2) = φ(m,n1)+
φ(m,n2),

Odwzorowanie r-liniowe A moduªów

φ : M × · · · ×M → N

nazywamy alternuj¡cym (antysymetrycznym) je±li dla dowolnych 1 ≤ i 6=
j ≤ r zachodzi

φ(· · ·mi · · ·mj · · · ) = −φ(· · ·mj · · ·mi · · · )

(tam gdzie s¡ kropki nic nie zmieniamy). Odpowiednio, φ nazwiemy
symetrycznym je±li dla dowolnych 1 ≤ i 6= j ≤ r mamy

φ(· · ·mi · · ·mj · · · ) = φ(· · ·mj · · ·mi · · · )

Ci¡gi dokªadne. Ci¡g homomor�zmów moduªów

· · · −→Mi
αi−→Mi+1

αi+1−→Mi+2 −→ · · ·

jest dokªadny w Mi+1 je±li im(αi) = ker(αi+1); ci¡g jest dokªadny je±li jest
dokªadny w ka»dym miejscu.

1. Charakterystyka Eulera. Rozpatrzmy ci¡g dokªadny przestrzeni wek-
torowych nad ciaªem k:

0 −→ V1 −→ · · · −→ Vr −→ 0

Poka», »e
∑r

i=1 (−1)i · dimkVi = 0.

http://www.mimuw.edu.pl/~jarekw/SZKOLA/algebra2star/ReidUCA-ch2.pdf


2. Lemat o pi¦ciu. Rozpatrzmy nast¦puj¡cy diagram przemienny

M1 −→ M2 −→ M3 −→ M4 −→ M5

↓ ↓ ↓ ↓ ↓
N1 −→ N2 −→ N3 −→ N4 −→ N5

w którym górny i dolny wiersz s¡ dokªadne. Poka», »e je±li cztery pio-
nowe strzaªki po bokach s¡ izomor�zmami to i ±rodkowa jest izomor-
�zmem.

3. Lemat o w¦»u. Rozpatrzmy nast¦puj¡cy diagram przemienny

M1 −→ M2 −→ M3 −→ 0
↓ ↓ ↓

0 −→ N1 −→ N2 −→ N3

w którym poziome ci¡gi s¡ dokªadne a pionowe strzaªki oznaczamy
odpowiednio α1, α2 i α3. Poka», »e istnieje homomor�zm δ : ker(α3)→
coker(α1) taki, »e indukowany przez ten diagram ci¡g homomor�zmów

ker(α1)→ ker(α2)→ ker(α3) δ−→ coker(α1)→ coker(α2)→ coker(α3)

jest dokªadny.

4. Produkt tensorowy. Pokaza¢, »e dla ka»dej pary moduªów M , N ist-
nieje dokªadnie jeden (z dokªadno±ci¡ do izomor�zmu) moduª M ⊗N
wraz z odwzorowaniem dwuliniowym ψ : M × N → M ⊗ N takim,
»e dla ka»dego dwuliniowego odwzorowania φ : M × N → W istnieje
dokªadnie jeden homomor�zm φ̃ : M ⊗ N → W speªniaj¡cy warunek
φ̃ ◦ ψ = φ. Oznaczenie: m⊗ n oznacza ψ(m,n).

5. Produkt zewn¦trzny. Pokaza¢, »e istnieje dokªadnie jeden (z dokªad-
no±ci¡ do izomor�zmu) moduª

∧rM wraz z odwzorowaniem r-liniowym
alternuj¡cym ψ : M × · · · × M →

∧rM takim, »e dla ka»dego r-
liniowego odwzorowania alternuj¡cego φ : M × · · · ×M → N istnieje
dokªadnie jeden homomor�zm φ̃ :

∧rM → N speªniaj¡cy warunek
φ̃ ◦ ψ = φ. Oznaczenie: dla m1, . . . ,mr ∈ M przez m1 ∧ · · · ∧ mr

oznaczamy ψ(m1, . . . ,mr).

6. Produkt symetryczny. Pokaza¢, »e istnieje dokªadnie jeden (z dokªad-
no±ci¡ do izomor�zmu) moduª SrM wraz z odwzorowaniem r-liniowym
symetrycznym ψ : M × · · · × M → SrM takim, »e dla ka»dego r-
liniowego odwzorowania symetrycznego φ : M × · · · ×M → N istnieje
dokªadnie jeden homomor�zm φ̃ : SrM → N speªniaj¡cy warunek
φ̃ ◦ ψ = φ.



7. Wyznacznik. Niech M b¦dzie A moduªem wolnym rangi d nad A z
baz¡ m1, . . . ,md. Pokaza¢, »e istnieje dokªadnie jeden homomor�zm
det :

∧dM → A taki, »e det(m1 ∧ · · · ∧md) = 1. Pokaza¢, »e det jest
izomor�zmem A moduªów.

8. Pokaza¢, »e je±li M jest wolny, sko«czonej rangi, to i
∧rM jest wolny,

znale¹¢ jego rang¦.

9. Pokaza¢, »e je±liM jest wolny, rangi d, to moduª SrM jest izomor�czny
z moduªem wielomianów jednorodnych stopnia r od d zmiennych o
wspóªczynnikach w A.

10. Kompleks Koszula. Niech M b¦dzie sko«czenie generowanym A-
moduªem. We¹my homomor�zm h : M → A, którego obrazem jest
ideaª I = h(M) / A. De�niujemy dr :

∧rM →
∧r−1M (przyjmujemy∧0M = A) kªad¡c

dr(m1∧· · ·∧mr) =
r∑
i=1

(−1)i+1h(mi) ·m1∧· · ·∧mi−1∧mi+1∧· · ·∧mr

(a) Pokaza¢, »e di ◦ di+1 = 0 wi¦c im(di) ⊂ ker(di−1).

(b) Pokaza¢, »e je±li A jest ciaªem (i h jest niezerowe) to im(di) =
ker(di−1), dla i > 1.

(c) Zbada¢ warunek im(di) = ker(di−1) dla A = k[x, y], M = A⊕A
i h(f1, f2) = xf1 + yf2.

(d) ∗ To samo dla A = k[x, y, z], M = A ⊕ A ⊕ A i h(f1, f2, f3) =
xf1 + yf2 + zf3.

(e) Podaj przykªad, »e nie zawsze im(di) = ker(di−1).

11. Twierdzenie Cayleya-Hamiltona [Reid, 2.6]. Niech In oznacza macierz
jednostkow¡ n×n. Dla macierzy Φ wymiaru n×n o wspóªczynnikach z
A de�niujemy jej wielomian charakterystyczny PΦ(t) = det(t·In−Φ) ∈
A[t]) (gdzie det tym razem oznacza zwykªy wyznacznik). Poka», »e
PΦ(Φ) = 0 jako macierz n×n. Równowa»nie, niech φ : An → An b¦dzie
endomor�zmem wolnego A-moduªu rangi n zde�niowanym przez Φ,
to znaczy je±li mi s¡ wektorami bazowymi Ar to φ(mi) =

∑
j aijmj .

Poka», »e PΦ(φ) = 0 w pier±cieniu A[φ] ⊂ End(Ar). Wskazówka:
rozpatrz macierz ∆ = (φ·In−Φ) o wspóªczynnikach w A[φ] i skorzystaj
z tego, »e ∆ ma macierz doª¡czon¡ adj(∆) w A[φ] by pokaza¢, »e
det(∆) = 0 w A[φ].



12. Trik wyznacznikowy [Reid, 2.7]. Niech M b¦dzie moduªem ge-
nerowanym przez n elementów a φ : M → M jego endomor�zmem.
Zaªó»my, »e I jest ideaªem w A takim, »e φ(M) ⊆ IM . Poka», »e φ
speªnia nast¦puj¡c¡ relacj¦ w A[φ]:

φn + a1φ
n−1 + · · ·+ an−1φ+ an = 0

gdzie as ∈ Is. (Skorzystaj ze wskazówki do poprzedniego zadania.)

13. Lemat Nakayamy. Skorzystaj z poprzedniego zadania by pokaza¢
nast¦puj¡cy fakt: Je±li M jest sko«czenie generowanym A moduªem a
I ideaªem w A takim, »e M = IM to istnieje a ∈ A takie, »e a− 1 ∈ I
oraz aM = 0.


