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Zadanie 1. Znajdz liczbe calkowitq dodatnig majgcg cztery dzielniki dodatnie, jesli wiadomo, ze jednym z tych
dzielnikow jest 49.

ROzZWIAZANIE. Niech n = 49k bedzie szukang liczba, gdzie k jest pewna liczba calkowita dodatnia. Probujemy
wypisaé¢ jakies dzielniki liczby 49k. Na pewno naleza do nich 1, k oraz 49k, ale tez 7k, 7, 49. WypisaliSmy w ten
sposob szes¢ liczb. Oznacza to, ze ktores z nich sa takie same. Na pewno nie sg takie same zadne z trzech liczb:
1,7,49, ani tez zadne z trzech liczb: k, 7Tk, 49k. Trzeba wiec zbada¢ pozostale mozliwosci. Dla k = 1 nasza liczba
to 49, ktéra ma tylko trzy dzielniki: 1, 7, 49. Jedli k = 7, to mamy liczbe 343 = 73. Ona ma tylko cztery dzielniki.
Sa to 1, 7, 49, 343. Mozliwoé¢, ze 7 = Tk odpada, bo wtedy k& = 1, a to juz wykluczyliémy. Wreszcie, moze 49
réwne jest k, 7k lub 49k? Jesli k = 49, to nasza liczba to 74. A zatem ma ona... 5 dzielnikéw! Sa to 1,7, 72,73, 74.
Przypadki, gdy 49 réwna jest 7k lub 49k juz rozwazyliémy. A zatem jest tylko jedna liczba spelniajaca warunki
zadania — 343. |

Zadanie 2. Znajdz wszystkie liczby calkowite dodatnie podzielne przez 5 © majgce dokladnie 5 dzielnikow natu-
ralnych.

ROzZwWIAZANIE. Skoro mamy pie¢ dzielnikéw, to jeden z dzielnikow jest pierwiastkiem szukanej liczby. Szukamy
wiec kwadratu podzielnego przez 5. Kazdy kwadrat podzielny przez 5 musi by¢ podzielny przez 25. Rzeczywiscie:
5k = n?. A wiec n jest podzielne przez 5, a n? przez 25. Czyli szukana przez nas liczba jest podzielna przez 25.
Ma zatem dzielniki: 1, 5, 25, i jeszcze inne dwa. Jedno rozwigzanie widzimy od razu: liczba 5* ma 5 dzielnikéw.
Czy sa inne rozwiazania? |

Zadanie 3. Wykaz, zZe dodatnia liczba calkowita ma nieparzystq liczbe dodatnich dzielnikow wtedy i tylko wtedy,
gdy jest kwadratem liczby catkowite;.

RozwiazANIE. Niech d bedzie dzielnikiem liczby n. Woczas n/d réwniez jest dzielnikiem liczby n. Istnieje co
najwyzej jedno d takie, ze n/d = d. Jesli wiec istnieje, to n = d?, a jedli nie, to n nie jest kwadratem. |

Zadanie 4. (Szwecja, 2006) Liczby calkowite dodatnie a oraz b majg odpowiednio po 99 oraz 101 dodatnich
dzielnikow. Czy iloczyn ab moze mieé dokladnie 150 dodatnich dzielnikéw?

ROZWIAZANIE. Liczby a i b musza by¢ kwadratami, a zgodnie z zalozeniem ab nie moze byé¢ kwadratem, bo
ma parzysScie wiele dzielnikéw. Ale iloczyn dwoch kwadratéw to kwadrat, czyli z jednej strony ab musi byé
kwadratem, z drugiej — nie moze. Sprzeczno$¢. Nie ma zatem takich liczb a, b. ]

Zadanie 5. (Szwajcaria, 1998) Znajdz wszystkie liczby pierwsze p takie, Ze liczba p? + 11 ma dokladnie szesé
dzielnikéw dodatnich.

ROZWIAZANIE. Zauwazmy, ze p> + 11 jest dla p > 4 podzielne przez 3 i przez 4. A to znaczy, ze p? + 11 jest
podzielne przez 12, ktére ma 6 dzielnikéw. Istotnie, liczba pierwsza p > 4 ma posta¢ 6k + 1 lub 6k + 5, dla
pewnego k. Stad:

(6k +1)* = 36k% + 12k + 1, (6k +5)* = 36k* + 60k + 25.

Obydwa powyzsze wyrazenia powiekszone o 11 daja liczbe podzielna przez 12 (i nie réwna 12, bo p > 4). Zatem
p? + 11 ma wiecej dzielnikéw, niz 12, czyli ma ich wiecej niz 6, co jest niemozliwe. Pozostaje rozpatrzy¢ p = 2
oraz p = 3.

|

Zadanie 6. Niech a bedzie najmniejszq oraz A — najwiekszq zn réznych liczb calkowitych dodatnich. Pokaz, Ze
nagmniejsza wspolna wielokrotnosé owych n liczb jest nie mniejsza niz iloczyn n - a oraz, ze najwiekszy wspolny
dzielnik owych n liczb jest nie wiekszy niz iloraz %.



RozwiAZANIE. Uporzadkujmy owe n liczb catkowitych dodatnich: ¢ = a1 < ag < ..., < a, = A. Niech m
bedzie ich najmniejsza wspdlng wielokrotnoscia, zas d ich najwiekszym wspolnym dzielnikiem. S

m m m m
— < < < == —.
(07% Qp—1 aq a
Z drugiej strony:
ai _ az a, A
— < —=—<...< == —.
d d d d
Mamy wiec dwa rosnace ciagi ztozone z n liczb calkowitych a zatem zaréwno m/a, jak i A/d musza byé réwne
co najmniej n. Stad m > na oraz d < A/n. |

Zadanie 7. (Gazetka OMJ Kwadrat #11) Maly majsterkowicz Kazio przygotowal na szkolng dyskoteke efekty
Swietlne wlasnego pomystu. Tysige Zarowek, ponumerowanych liczbami od 1 do 1000, bylo wlgczanych i wylgcza-
nych specjalnym przetgcznikiem. Na poczqtku dyskoteki wszystkie Zarowki byly wylgczone. Pierwsze naci$niecie
przelgeznika zapalito wszystkie Zarowki, drugie nacisniecie zgasilo wszystkie Zaréwki o numerach parzystych,
trzecie zmienito stan zZarowek o numerach podzielnych przez 3 itd. Ogdlniej, kolejne, k-te nacisniecie przelgcz-
nika zmienito stan wszystkich zZarowek o numerach podzielnych przez k. Ktore zZarowki swiecity pod koniec, jesli
w trakcie dyskoteki Kazio nacisngl przelgeznik 1000 razy?

ROZWIAZANIE. Zauwazmy, ze jeSli spojrzymy na przyklad na zaréwke o numerze 100, to ktére przelaczenia jej
dotyczyly? Oczywiscie pierwsze, bo wtedy zapalono wszystkie Swiatta. Potem drugie, bo 100 dzieli sie przez 2,
a wiec w drugiej operacji zgaszono zaréwke o numerze 100. Trzecie przetaczenie nie dotyczyto 100, bo 3 nie
jest dzielnikiem 100. Czwarte przetaczenie zmienito stan zaréwki o numerze 100. Wlaczylo ja ponownie, bo 4
jest dzielnikiem 100. Czy widzicie Pafistwo zalezno$é? Zaréwka o numerze 100 zostala przelaczona tyle razy, ile
dzielnikéw ma liczba 100. I to dotyczy kazdej innej zaréwki. Ale to nie wszystko. Udalo nam sie jakos polaczyé
problem z liczba dzielnikéw, ale jak rozpoznaé zarowki, ktére po 1000 przelaczen pozostaly zapalone? Ot6z skoro
zaczeliSmy od zgaszonych zarowek, a potem kazda zaréwka poddana jest na przemian zapalaniu i gaszeniu, to po
zakonczeniu przelagczania zapalone sg te, ktérych stan zmienit sie... nieparzyscie wiele razy! A zatem zapalone
zostang tylko zarowki o tych numerach, ktérych liczba dzielnikéw jest nieparzysta! Ale wiemy dokladnie jakie
to numery. Sa to kwadraty liczb mniejszych od 1000. Jest ich 31. |

Zadanie 8. (Gazetka OMJ Kwadrat #12) Wyznacz wszystkie dodatnie liczby calkowite podzielne przez 100,
ktore majg 15 dzielnikow.

ROZWIAZANIE. Szukana liczba ma 15 dzielnikéw. Zauwazmy, ze we wzorze na liczbe dzielnikow wystepuja jedynie
liczby wigksze od 1. A liczba 15 ma tylko jeden rozklad na iloczyn liczb catkowitych innych niz 1 i 15, czyli
rozklad 3-5. Oznacza to, ze szukana liczba ma tylko dwa czynniki pierwsze. Jeden musi mie¢ krotnosc¢ 2, a drugi
— krotnos¢ 4. Wiemy tez, ze nasza liczba jest podzielna przez 100, a wigc na ma pewno w rozktadzie na czynniki
pierwsze liczby pierwsze wchodzace do rozktadu 100, czyli iloczyn 22 - 52. A zatem ta liczba to 22 - 5* = 2500
lub 24 - 52 = 400. |

Zadanie 9. (Gazetka OMJ Kwadrat #12) Czy liczba o dokladnie 100! dzielnikach dodatnich moze byé szescia-
nem liczby calkowitej?

RozwiAzZANIE. NIE. Szeécian liczby catkowitej ma rozklad na czynniki pierwsze, w ktérym kazda potega liczby
pierwszej jest dzielnikiem liczby 3 (dlaczego?). Oznacza to, ze iloczyn wystepujacy we wzorze na liczbe dziel-
nikéw, to iloczyn liczb dajacych reszte 1 z dzielenia przez 3 (dlaczego?) A zatem liczba dzielnikéw szescianu
nie jest podzielna przez 3. Natomiast liczba 100! = 2 - 3 - 98! jest podzielna przez 3. |

Zadanie 10. (LXIV OM, zawody I stopnia) Niech n bedzie dodatnig liczbg calkowitq. Wykaz, ze jesli suma
wszystkich jej dodatnich dzielnikow jest nmieparzysta, to liczba n jest kwadratem lub podwojonym kwadratem
liczby catkowitej.

ROZWIAZANIE. Niech n = 2% . [, gdzie [ jest dodatnig liczba nieparzysta. Suma parzystych dzielnikéw liczby
n jest parzysta, jesli wigc suma wszystkich dodatnich dzielnikéw liczby n jest nieparzysta, to nieparzystych
dzielnikéw n jest nieparzyscie wiele. Liczba dzielnikéw n réwna jest przy tym iloczynowi liczby dzielnikéw w
2% razy liczba dzielnikéw l. Zauwazmy, ze kazdy nieparzysty dzielnik liczby n musi by¢ dzielnikiem liczby 1. A
zatem [ jest kwadratem pewnej liczby catkowitej m. A zatem n = 2F . m2. Jedli k jest parzysta, to k/2 jest
calkowita nieujemna i n jest kwadratem: ,

n = (2§ m) .



Jesli za$ k jest nieparzysta, to liczba k — 1/2 jest calkowita i wtedy n jest podwojonym kwadratem:
k-1 2
n=2- (2 z . m) .
]

Zadanie 11. (Gazetka OMJ Kwadrat #12) Czy istnieje taka liczba calkowita n > 2, ze liczba n! ma dokladnie
101 dodatnich dzielnikéw?

RozwiazaNIE. NIE. Idea jest taka, ze jedli liczba dzielnikéw dodatnich D(n) liczby calkowitej n jest liczba
pierwsza, to liczba ta jest potega liczby pierwszej. Wynika to z faktu, ze dla liczb wzglednie pierwszych m,n
mamy D(mn) = D(m)D(n). Tymczasem dla n > 2 liczba n! nigdy nie jest potega liczby pierwszej (dlaczego?).
|

Zadanie 12. (LVIII OM, zawody III stopnia) Liczbe calkowitq dodatnig nazwiemy bialq, jezeli jest réwna 1
lub jest iloczynem parzystej liczby liczb pierwszych (niekoniecznie réznych). Pozostale liczby calkowite dodatnie
nazwiemy czarnymi. Zbadaé, czy istnieje taka liczba calkowita dodatnia, Ze suma jej bialych dzielnikow jest
rowna sumie jej czarnych dzielnikow.

RozwiazaNIE. Dla liczby catkowitej & > 1 niech B(k) oznacza sume bialych dzielnikéw liczby k, C'(k) — liczbe
czarnych dzielnikéw liczby k oraz niech D(k) = B(k) — C(k). Szukamy takiego k, by D(k) = 0. Pokazemy
najpierw, ze dla dowolnych wzglednie pierwszych liczb catkowitych dodatnich [, m prawdziwa jest réwnosé:

D(Im) = D(I) - D(m).

Zobaczymy najpierw co wynika z tej rownosci, a potem ja pokazemy. Przypusémy, ze dla pewnej n > mamy
D(n) = 0. Rozlézmy n na iloczn poteg réznych liczb pierwszych:
T

n:p’{l-...-pj.

Na mocy uzyskanego wzoru mamy:

D(n) = D(p}") - D(pj’) = 0.
Wobec tego istnieje liczba pierwsza p i liczba calkowita dodatnia 7, dla ktérych D(p") = 0. Jest to jednak
niemozliwe: wszystkimi biatymi dzielnikami p” sa liczby 1, p?,p?, ..., a wszystkimi czarnymi dzielnikami — liczby
p,p%,p°, ..., 1w konsekwencji zachodzi réwnosé

D) =1-p+p*=p’+ ...+ (=),
za$ liczba stojaca po prawej stronie réwnosci nie jest podzielna przez p, wiec nie moze by¢ zerem.

Dowodzimy D(Im) = D(1)-D(m)., dla NWD(l,m) = 1. Wyrazimy B(Im) oraz C(Im) przez liczby B(l), B(m),C(l),C(m).
Oczywiscie kazdy dodatni dzielnik d iloczynu Im ma jednoznaczne przedstawienie w postaci d = ab, gdzie a jest
dzielnikiem liczby [, za$ b jest dzielnikiem liczby m.

Suma wszystkich iloczynéw postaci ab, gdzie a, b sa bialymi dzielnikami réwna jest B(l) B(m), za$ suma wszyst-
kich takich iloczynéw, w ktérych dzielniki a, b sa czarne wynosi C'(1)C(m). Liczac B(Im) zauwazamy, ze dzielnik
d liczby Im jest bialy wtedy i tylko gdy [ i m maja taki sam kolor. Zatem:

B(lm) = B(l)B(m) + C(1)C(m).
Skoro B(lm) + C(Im) = B(l)B(m) + C(1)C(m) + B()C(m) + C(1)B(m), to mamy takze:

C(lm) = B()C(m) + C(1)B(m).

Zatem



Zadanie 13. (Wietnam, 1992) Niech n bedzie liczbg calkowitq dodatnig. Niech f(n) oznacza liczbe dzielnikéw
dodatnich liczby n, ktérych cyfry jednosci to 1 lub 9, oraz niech g(n) oznacza liczbe dzielnikéw dodatnich liczby
n, ktérych cyfra jednosci to 3 lub 7. Udowodnié, ze f(n) = g(n).

ROZWIAZANIE. Po pierwsze niech n = 2% - 5Y - k, gdzie x,y sa calkowite nieujemne oraz k jest nieparzysta,
niepodzielna przez 5. Zauwazmy, ze f(n) = f(k) oraz g(n) = g(k). Istotnie, dzielniki n o cyfrach jednosci
1,3,7,9 sa nieparzyste i niepodzielne przez 5, wigc sa wzglednie pierwsze z 2 i 5. W rezultacie sg tez dzielni-
kami k, i to wszystkimi mozliwymi. A zatem mozemy zakladaé, ze n jest liczba nieparzysta, niepodzielna przez 5.

Niech A bedzie zbiorem liczb catkowitych o cyfrach jednosci 1 lub 9, za§ B niech bedzie zbiorem liczb catkowi-
tych o cyfrach jednosci 3 lub 7.

Rozwazmy przypadek, gdy n nalezy do B. Wéwczas biorac dowolny jej dzielnik m z B mamy, ze -~ jest elemen-
tem A. W szczegdlnosci kazdemu dzielnikowi n z B odpowiada dokladnie jeden dzielnik z A, czyli f(n) = g(n).

Pozostaje rozwazyé trudniejszy przypadek, gdy n jest elementem A, a wiec ma cyfre jednoéei 1 lub 9. Niestety
podzielenie elementu z A przez dzielnik ze zbioru A moze daé zaréwno dzielnik z A, jak i z B, wiec analogicz-
ny argument jak wyzej nie zadziala. Musimy zbada¢ rozklad n na czynniki. Pokazemy, ze w tym przypadku

f(n) > g(n).

Wezmy dowolny dzielnik pierwszy p liczby n i oznaczmy przez a liczbe p?» (™, czyli najwyzsza potege p dzielaca
n. Liczbe n/a oznaczamy jako b. Bedziemy zliczaé dzielniki n, osobno ze zbioru A i osobno ze zbioru B. Skoro
n = ab, to kazdy dzielnik d liczby n mozna przedstawi¢ w sposob jednoznaczny jako iloczyn dzielnika d, liczby
a i dzielnika dj, liczby b. Jesli d, oraz dy, sa z A, to d tez. Jedli d, oraz dy sa z B, to d jest z A. Jedli d, nalezy
do A oraz dj nalezy do B, to d nalezy do B, i odwrotnie — jesli d, nalezy do B oraz dp nalezy do A, to d nalezy
do A. Wynikaja stad wzory:

f(n) = f(a)f(b) + g(a)g(b), g(n) = f(a)g(b) + f(b)g(a).

Istotnie, aby jednak dostaé¢ dzielnik z A trzeba przemnozyé dwa dzielniki typu A lub dwa dzielniki typu B,
za$ aby dostaé¢ dzielnik z B trzeba przemnozyc dwa dzielniki réznych typéw. Na ile sposobéw? Dzielnik liczby
a ze zbioru A mozna wybraé¢ na f(a) sposobdéw, a dzielnik b ze zbioru A mozna wybraé¢ na f(b) sposobdw.
Zatem iloczyn tych dzielnikéw mozna wybraé na f(a)f(b) réznych sposobéw. Osobno zliczamy dzielniki n typu
A powstajace przez przemnozenie dzielnikéw typu B: te iloczyny mozna uformowaé na g(a)g(b) sposobéw. Stad
wzor na f(n). Aby dostaé dzielnik typu B trzeba przemnozy¢ dzielnik typu A z dzielnikiem typu B, stad wzér
na g(n). A zatem:

f(n) —g(n) = f(a)f(b) + g(a)g(b) — f(a)g(b) — f(b)g(a) = (f(a) — g(a))(f(b) — g(b))-

W szczegélnodei teza f(n) —g(n) > 0 jest réwnowazna temu, ze f(a) —g(a) > 0 oraz f(b) — g(b) > 0. Wystarczy
wiec, ze rozstrzygniemy zadanie dla n = p*, gdzie n jest elementem A, bo wtedy zadanie sprowadza sie do
rozstrzygnigcia nieréwnosci f(b) — g(b) > 0, ktérg mozemy wykonaé¢ analogicznie, jak dla a, wydzielajac kolejny
czynnik pierwszy.

Czym jest f(p*), gdzie p € A? Jest to k-+1. Czym jest g(p*), gdy p € A? Jest to 0. Tu wiec nieréwnoéé zachodzi.
Czym jest f(p*), jedli p nalezy do B? Wéwczas pamietamy, ze k musi byé parzyste i wtedy dzielniki z A to
1,p?, p%, ..., p*/2 czyli f(p*) = [k/2] + 1. Natomiast g(p") zlicza dzielniki postaci g, g%, ..., ¢" ", ktérych jest
[k/2]. A zatem w obydwu przypadkach f(n) > g(n), co konczy dowdd. |



