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Nieparzyste dzielniki

Jedna z metod rozwiazywania zadan z teorii liczb jest rozwazanie najwiekszego dzielnika nieparzystego liczby
catkowitej. Innymi stowy, kazda liczbe catkowita dodatnia mozemy zapisaé¢ w postaci:

n=2F.m,

gdzie m jest liczba nieparzysta, a doktadniej — najwigkszym nieparzystym dzielnikiem liczby n.

Zadanie 1 (W. Sierpinski® (5), Zad. 11). Niech n bedzie liczbg naturalng. Ile co najwyzej liczb moze zawierad
zbior liczb naturalnych nie wiekszych od 2n, z ktérych zZadna nie jest podzielna przez Zadng inng?

RozwiazANIE. W szukanym zbiorze nie moze by¢ dwoch liczb a > b majacych ten sam najwigkszy dzielnik
nieparzysty m, bowiem wtedy b|a. Rzeczywiscie, jesli dla pewnych r > s mamy a = 2" -m > 2° -m = b, czyli
% = 2"7°. Liczb nieparzystych nie wigkszych niz 2n jest n, a zatem tyle elementéw moze mie¢ co najwyzej

poszukiwany zbiér. I rzeczywiscie, zbiér liczb postaci: {n + 1,...,2n} ma szukana wlasnosé. |

Zadanie 2 ((Wariacja na temat poprzedniego zadania)). Rozwazmy zbior S zlozony z n liczb postaci
S={n+1n+2...,2n—1,2n}. Pokazaé, Ze suma najwiekszych nieparzystych dzielnikéw wszystkich ele-
mentéw zbioru S réwna jest n?.

ROZWIAZANIE. W zbiorze S nie ma dwdéch liczb majacych ten sam dzielnik nieparzysty. Argumentujemy niemal
identycznie jak wyzej. Gdyby pewne a > b ze zbioru S mialy sam sam nieparzysty dzielnik, wéwczas dla pewnych
r>smamy a=2"-m>2%-m="b, czyli § =2"7° > 2. Jednak dla dowolnych elementéw a > b ze zbioru S
mamy: § < 2. Uzyskana sprzecznos$¢ pokazuje, ze najwigksze nieparzyste dzielniki liczb ze zbioru S sa parami
rézne. Jest ich n + 1. A zatem sa to elementy zbioru 1,3,...,2n — 1. Suma tych elementéw to oczywiscie n2.l

Zadanie 3 (Wegry, 2003). Dla liczby calkowitej dodatniej k przez p(k) oznaczamy najwiekszy dzielnik niepa-
rzysty k. Wykazaé, zZe dla dowolnego n catkowitego dodatniego mamy:

RozwiazANIE. Patrz (7), Zad. 3.30. Zauwazmy, zZe

(k) = k , gdy k jest liczba nieparzysta,
P = p(k/2) , gdy k jest liczba parzysta.

Widaé¢ wiec, ze sensownie jest poprowadzi¢ rozumowanie indukcyjne, przy czym krok indukcyjny bedziemy
wykonywaé¢ w zaleznosci od parzystosci n. Rozwazamy dalej dwa przypadki.

e Przypadek 1, gdy n = 2]. Wowczas
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e Przypadek 2, gdy n = 2] + 1 rozpatrujemy w sposob analogiczny.

LW znanej pozycji Art and Craft of Problem Solving P. Zeitz przypisuje to zadanie P. Erdésowi, patrz Example 3.3.7.



Zadanie 4 (XXXIV OM (1982), 2 etap; Olimpiada Matematyczna RFN 1982, 1 etap).
Niech a(k) bedzie najwickszq liczbg nieparzystq, przez ktorg dzieli sie k. Udowodnié, ze:

on

S a(k) = é(zw +2).

k=1
ROzZWIAZANIE. Spos6b 1. Rozumowanie przedstawiane w RFN i zagranicznych ksiazkach cytujacych to za-
danie. Niech S(a,b,c,...) oznacza sume najwiekszych dzielnikéw nieparzystych liczb a, b, c. ... W szczegdlnosci
niech S, = 5(1,2,3,...,2") bedzie szukana przez nas suma.
Korzystamy z obserwacji poczynionej w poprzednim zadaniu, na mocy ktérej otrzymujemy:
S, =5(1,2,3,...,2") = 5(1,3,5,...,2" = 1) +5(2,4,6,...,2") = (1+3+5+...+2"—1)+5(1,2,3,...,2"1).

Jak zdazyliémy sie przekonaé w Zadaniu 2, suma pierwszych k dodatnich liczb nieparzystych réwna jest k2.
Skoro 2™ — 1 jest 2"~ !-wsza liczba nieparzysta, to:

S, =(2""1H2+5(1,2,3,...,2" Y =4""1 45, = S,—-8S, 1 =4""1
Uzywajac wielokrotnie powyzszego warunku mamy:
44—t —1) 4" 42

Sp—=81 = (Sp=Sn-1)+(Sn—1=Sn—2) ... = (S2=S1) =4+ 4> +...+4"" = 5, =2+ 4—-1 3
Sposéb 2. Rozumowanie przedstawione w Archiwum OM?2. Jedli liczba calkowita m jest podzielna przez 27,
ale nie jest podzielna przez 2”11, to a(m) = 2. Mamy tez:
(m) = m m m m
a(m) = 5o =m—3 1 T

Pomysl polega na zamianie sumy a(1) + ...+ a(2") na sume powyzszych réznic, branych od m =1 do m = 2™.
Wyobrazmy sobie, ze w kolejne wiersze wpisujemy kolejne sktadniki réznic:

a(l) = 1

a(2) = 2 1

a(3) = 3

a(4) = 4 -2 -1

a(b) = 5

a(6) = 6 -3

a(7) = 7

a(8) = 8 —4 2 -1

a2 —2)= 2m—2 —(2n1_1)
a(2n71): 2n71
a2my = 2" —gnml o gne2 _gn=d _gn—d _gnss

Mozemy roztozy¢ powyzsza sume na sumy czesciowe zgodnie z kolumnami powyzszej tabeli. W pierwszej kolum-
nie jest suma liczb od 1 do 2". W drugiej odejmujemy potéwki wszystkich liczb catkowitych podzielnych przez
2, a wiec liczby catkowite od 1 do 2"~!'. W kolejnej kolumnie odejmujemy éwiartki liczb podzielnych przez 4,
czyli tacznie kolejne liczby catkowite od 1 do 272, itd. Stad mozemy zapisa¢ sume a(1) + ... + a(2") jako:

3 k 3 k L 27171213 ! 271724]%‘ Ly 2n—1g 2"
a(k) = - = - = — ‘ - — =

2" on—t on—2 2

=> k=Y k=Y k—..=) k-1
k=1 k=1 k=1 k=1

_or2n41) 2ntremtlt4l) 2n P22 41) 2(2+1) )

2 2 2 2
Dalszy rachunek polega jedynie na zsumowaniu uzyskanych ciagéw geometrycznych, co zostawiam Czytelnikowi.

2https://archom.ptm.org.pl/?q=node/866, uwaga na literéwki.



Zadanie 5 (USAMO, 1993). Niech f1, fo bedg nieparzystymi liczbami dodatnimi. Dian > 3 okreslamy f,, jako
najwiekszy nieparzysty dzielnik liczby fn_o + fn—1. ZnaleZé lim f,.
n—oo

ROzZWIAZANIE. Rozwiagzanie ma trzy etapy, same w sobie stanowigce do$é¢ charakterystyczne typy rozumowan.
e Pokazemy, Ze jesli pewne dwa kolejne wyrazy rozwazanego ciaggu sa sobie rowne, to wszystkie dalsze tez.
e Pokazemy, ze pewne dwa kolejne wyrazy ciagu musza byé rowne.
e Pokazemy, ze NW D kolejnych par wyrazéw ciagu sa takie same.

Pierwsza uwaga jest taka, ze wszystkie elementy rozwazanego ciggu sa liczbami nieparzystymi. Istotnie, po-
czawszy od dwoch liczb nieparzystych fi1, fo, kazdy kolejny element ciggu jest dzielnikiem nieparzystym sumy
dwodch poprzednich wyrazow, a wiec jest liczba nieparzysta.

Przypusémy teraz, ze trzy kolejne wyrazy naszego ciagu maja postaé a,a,b. Wiemy, ze b to najwiekszy niepa-
rzysty dzielnik liczby a 4+ a, gdzie a jest liczba nieparzysta. W szczegélnosci b = a. A zatem jesli dwa wyrazy
naszego ciagu sa réwne, to wszystkie dalsze tez.

Zal6zmy teraz, ze zadne dwa kolejne wyrazy wypisywanego ciagu nie sa réwne. Wezmy zatem cztery kolejne
wyrazy a, b, ¢, d. Mamy nieréwnosc:

b
c<a+

< max{a,b}.

Rzeczywiscie ¢ jest najwiekszym dzielnikiem nieparzystym a oraz b, wiec jego uzyskanie wymaga podzielenia
przez pewng dodatnig potege 2, bo suma a + b jest zawsze parzysta. A druga nier6wnos¢? Otéz skoro liczby a, b
sg rézne, to ich Srednia nie moze by¢ réwna zadnej z nich, a zatem jest mniejsza od wigkszej z nich. Podobng
nieréwnosé dostajemy dla b, ¢, d:

c+0b

d < < max{b, ¢} < max{a,b}.
YLaczac uzyskane nieréwnoéci otrzymujemy:
max{a, b} < max{c,d}.

To jest jednak niemozliwe, bo nieskoniczony ciag liczb dodatnich

Inax{fn, fn-‘rl}

nie moze by¢ Scisle malejacy. A zatem rzeczywidcie pewne dwa elementy naszego ciagu musza by¢ rowne, a jak
pokazaliSmy wyzej, z tego wynika, ze od pewnego miejsca ciag ma te sama wartosc.

Teraz pokazemy, ze ta warto$é¢ to NWD(fy, f2). Niech a,b,c to trzy kolejne wyrazy naszego ciagu. Niech
NWD(a,b) = z, NWD(b, ¢) = y. Teza jest taka, ze x = y. Oczywiscie

a+b
on '

dla pewnego n calkowitego dodatniego. A zatem przeksztalcajac to wyrazenie dostajemy
2"c—b=a.

Liczby b, ¢ sa podzielne przez y. A zatem takze a jest podzielna przez y. Wiemy jednak, ze to = jest najwigkszym
wspolnym dzielnikiem a, b, wiec y < x.

7 drugiej strony, a = xa' oraz b = xb’. Oczywiscie x jest liczbg nieparzysta. A zatem c, jako najwickszy dziel-
nik nieparzysty liczby a + b réwne jest iloczynowi x oraz najwickszego dzielnika nieparzystego liczby a’ + b'.
W szczegdlnodei x jest wspolnym dzielnikiem zaréwno b, jak i c. Zatem = < y. W rezultacie dostajemy z = y.

A zatem wszystkie kolejne NWD kolejnych wyrazéw rozwazanego ciagu sa takie same i wynosza NWD(f1. f2).
Skoro, na mocy pierwszej czesci dowodu od pewnego momentu ciag ten jest staly, to wladnie owa stala wartosé
wynosi NWD(f1, fa).

|



Zadanie 6 (LX OM, 1 etap). Dana jest liczba calkowita n > 2. Niech r1,72,73,...,7m—1 bedg odpowiednio
resztame z dzielenia liczb

1, 142, 14+2+3,--+, 1+24+...+(n-1)
przez n. ZnaleZé wszystkie takie wartodci n, zZe cigg (r1,72,...,Tn—1) jest permutacjq ciggu (1,2,...,n —1).

ROZWIAZANIE. Rozwigzanie za Archiwum OM?. Odpowiedz: n = 2%, dla k = 1,2,3, ...

Wykazemy najpierw, ze potegi dwojki spelniaja warunki zadania. W tym celu wystarczy udowodnié¢, ze jezeli
n = 2%, dla pewnego calkowitego k > 1, to reszty r1,72,73,...,7n—1 s parami rézne i zadna z nich nie jest
rowna zeru. Gdyby ktoras z tych reszt, powiedzmy r,,, byta rowna zeru, to liczba

m(m+ 1)

2

bylaby podzielna przez 2*. Zatem dla pewnej wartosci m € {1,2,...,2¥ — 1} iloczyn m(m + 1) byltby podzielny
przez 281, Lecz jedna z liczb m, m + 1 jest parzysta, a druga — nieparzysta. Stad jedna z nich musiataby by¢
podzielna przez 281, wbrew temu, Ze obie te dodatnie liczby nie przekraczaja 2%.

1424+...+m=

Gdyby z kolei dwie z rozwazanych reszt byly réwne — powiedzmy r; = r,, gdzie 1 <1 < m < n — 1, woéwczas
liczba:
m(m+ 1 (l+1 m2—12+m—1 m—Um+1+1
I1+2+...4m)—(14+24+...+1) = ( ) _X ): :( N )
2 2 2 2

bytaby podzielna przez 2¥. Suma czynnikéw w liczniku to 2m + 1, czyli liczba nieparzysta. Tak jak wczeéniej
wynika stad, ze jedna z liczb m — I,m + [ + 1 musi by¢ podzielna przez 281, Jednakze liczby I, m sg rézne,
dodatnie i mniejsze niz 2¥, co ponownie daje sprzecznosé.

Aby dokonczyé¢ rozwiazanie, wystarczy dowie$é, ze gdy liczba m ma nieparzysty dzielnik pierwszy p, to ciag
(r1,72,...,7p—1) nie jest permutacja ciagu (1,2,...,n — 1). Zauwazmy w tym celu, ze dla dowolnej liczby
catkowitej dodatniej ¢ liczby:

tp(tp — 1) tp(tp+ 1)

2 ’ 2
sg podzielne przez p, gdyz nieparzysty czynnik pierwszy p w liczniku nie skraca sie z mianownikiem. W zwiazku
Z tym reszty:

1+24+...+(tp—2)+(tp—1) = IL+24...+(tp—1)+tp=

Tp—1,Tp, T2p—1,T2p, T3p—1,"3p; RS Tn—p—1,"n—p, Tn—1
sa podzielne przez p. Zatem w ciagu (r1,72,...,7,—1) CO Najmniej 2% — 1 liczb jest podzielnych przez p. W ciagu
(1,2,...,n—1) wystepuje za$ jedynie %71 liczb podzielnych przez p. Tak wiec liczba n nie ma zadanej wlasnosci.

Zadanie 7 (LXIV OM, 1 etap). Niech n bedzie dodatniq liczbg catkowitq. Wykazad, ze jesli suma wszystkich jej
dodatnich dzielnikéw jest nieparzysta, to liczba n jest kwadratem lub podwojonym kwadratem liczby catkowites.

ROZWIAZANIE.* Niech n = 2% - [, gdzie | jest dodatnia liczba nieparzysta. Zauwazmy, ze kazdy nieparzysty
dzielnik liczby n musi by¢ dzielnikiem liczby (. Ile jest tych nieparzystych dzielnikéw?

Suma parzystych dzielnikéw liczby n jest parzysta, jesli wigc suma wszystkich dodatnich dzielnikéw liczby n jest
nieparzysta, to nieparzystych dzielnikow n jest nieparzyscie wiele. A zatem [ ma nieparzyscie wiele dzielnikow.
Wynika stad, ze [ jest kwadratem pewnej liczby catkowitej m. A zatem

n=2F.m2

Jedli k jest parzysta, to k/2 jest calkowita nieujemna i n jest kwadratem:

. 2
n:(25-m) .

Jesli zas k jest nieparzysta, to liczba % jest calkowita i wtedy n jest podwojonym kwadratem:

k—1 2
n:2~(27-m) .

Shttps://archom.ptm.org.pl/?q=node/9, uwaga na literéwki
4J. Jaszutiska, Kwadraty i dzielniki raz jeszcze, Gezetka OMJ Kwadrat, nr 12 (2004), https://omj.edu.pl/gazetka-omj.



Zadanie 8 (LXIII OM, 2 etap). Niech m,n bedg takimi dodatnimi liczbams catkowitymi, ze w zbiorze {1,2,...,n}
znajduje sie doktadnie m liczb pierwszych. Dowiesé, ze wsrod dowolnych m+1 rézZnych liczb z tego zbioru mozna
znalezé liczbe, ktora jest dzielnikiem iloczynu pozostalych m liczb.

ROZWIAZANIE. Rozwigzanie za strona OM. Rozumujemy nie wprost. Zalézmy, ze teza zadania jest nieprawdzi-
wa. Oznaczaloby to w przypadku naszego zadania istnienie m + 1-elementowego zbioru A zawartego w zbiorze
{1,2,...,n} (przy czym istnieje doktadnie m liczb pierwszych mniejszych od n) takiego, ze zadna liczba © € A
nie jest dzielnikiem iloczynu pozostatych m elementéw zbioru A. I co dalej?

Pomyst opiera sie on na ogdlnej obserwacji méwiacej, ze liczba a jest dzielnikiem liczby b wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdej liczby pierwszej p wyktadnik, z jakim liczba p wchodzi do rozktadu a na czynniki pierwsze jest
nie wiekszy, niz wyktadnik, z jakim p wchodzi do rozkladu b na czynniki pierwsze. Co ta obserwacja wnosi do
rozwazanego problemu? Otz to, ze kazdemu elementowi x zbioru A, ktéry ma byé $wiadkiem nieprawdziwosci
tezy, przypisa¢ mozna liczbe pierwsza p taka, ze x = p°z’ oraz w rozkladzie iloczynu pozostalych m elementéw
zbioru A na czynniki pierwsze liczba p wystepuje mniej niz s razy. Innymi stowy kazdemu elementowi zbioru A
przypisujemy liczbe pierwsza, ktéra jest przyczynag braku podzielnosci tego elementu przez iloczyn pozostatych
m elementéw zbioru A.

Zbiér A ma m + 1 elementéw, a wiemy, ze zawarty jest w zbiorze {1,2,...,n}, w ktérym jest tylko m liczb
pierwszych. W rezultacie pewna liczba pierwsza zostata przypisana dwém réznym elementom z,y € A. Niech w
oznacza iloczyn m — 1 elementéw zbioru A réznych od z,y. Na mocy okreslenia liczby p istnieja takie nieujemne
catkowite wyktadniki ki [, ze:

e pF jest dzielnikiem x, ale p* nie jest dzielnikiem wy,
o p' jest dzielnikiem y, ale p' nie jest dzielnikiem wz.

Zatem w rozkladzie wzx - wy liczba p wystepuje z wykladnikiem nizszym niz k + [, mimo, ze iloczyn ten jest
podzielny przez liczbe xy, ktéra z kolei jest podzielna przez p*+!. Uzyskana sprzecznoéé konczy rozwigzanie. B

Zadanie 9 (Obéz naukowy OM, 2007). Rozstrzygnad, czy dla dowolnych liczb calkowitych a > b > 0 istnieje
nieskoriczenie wiele liczb calkowitych dodatnich n, zZe liczba a™ + b™ jest podzielna przez n.

ROZWIAZANIE. Rozwiazanie za strona OM. Rozpatrujemy przypadki, gdy a+b jest liczba parzysta i nieparzysta.

e Przypadek 1, gdy a + b jest nieparzysta. Przypusémy, ze n|a™ + b™. Skonstruujemy wieksza liczbe m,

dla ktérej m |a™ + b™. Zauwazmy w tym celu, ze liczba a™ + b™ jest wieksza od n, wiec istnieje dzielnik
pierwszy p liczby %. Mamy wtedy pn|a™+b", a poniewaz liczba p jest nieparzysta (z zal.), prawdziwa
jest podzielnogé: a™+b" | a?™ +bP™. Wystarczy zatem przyja¢ m = pn. Rozpoczynajac od n = 1 dostajemy
w ten sposéb indukcyjnie rosnacy ciag liczb catkowitych dodatnich spelniajacych teze.

e Przypadek 2, gdy liczba a + b jest parzysta. Jesli obie liczby a, b sa parzyste, to oczywiscie kazda z liczb
postaci n = 2% dlak = 0,1,2,... spelnia warunek n | a” +b", gdyz wynika to z podzielnoéci 2* | 22k, ktora
jest natychmiastows konsekwencja nieréwnoéci 2% > k.

Zalézmy z kolei, ze liczby a i b sa nieparzyste. Wowczas a? + b? = 2 mod 4, oraz a? + b? > 2, wiec istnieje
nieparzysty dzielnik pierwszy p | a? +b%. Dalej rozumujemy jak w przypadku pierwszym, rozpoczynajac od
przypadku n = 2. Przypusémy, ze liczba parzysta n spelnia podzielno$é n|a™ 4+ b™. Wtedy liczby n oraz
a™ + b" sa parzyste i niepodzielne przez 4, wiec liczba % ma nieparzysty dzielnik pierwszy p. Liczba
m = pn jest w tej sytuacji wieksza od n i ré6wniez spelnia m |a™ + b™.

Zadanie 10 (St. Peterburg, 2001). Pokazad, ze istnieje nieskoriczenie wiele dodatnich liczb catkowitych n takich,
ze n* + 1 ma dzielnik pierwszy wickszy niz 2n.

ROZWIAZANIE. Patrz (3), str. 19 lub (7), Zad. 3.29. Pokazemy, ze zbi6ér P dzielnikéw pierwszych liczb w ciagu
n* + 1 jest nieskonczony. Istotnie, gdyby liczby p1,pa, ..., pr byly jedynymi elementami zbioru P, to dla do-
wolnej liczby pierwszej p dzielacej liczbe (p1pa-. . .-pr)* + 1 mielibyémy p # p; dlai € {1,2,...,k} — sprzecznosé.

Dla p € P istnieje liczba calkowita m taka, ze p dzieli m* 4+ 1. Jedli r jest reszta z dzielenia liczby m przez p
to tatwo widzimy, ze p dzieli liczby r + 1 oraz (p — r)* + 1, stad dla n = maz{r,p — r} mamy p > 2n oraz p
dzieli n* + 1, co oznacza, ze dla p € P znalezliSmy liczbe n, =: n spelniajaca warunki zadania. Wystarczy teraz
zauwazy¢, ze nieskoficzonosc¢ zbioru P oraz nieréwnosé n, > /p — 1 dla kazdego p € P daje tezg. [ ]



Wyktadnik p-adyczny i rozklad na czynniki pierwsze

Definicja. Dana jest liczba pierwsza p oraz liczba catkowita dodatnia n. Wyktadnikiem p-adycznym liczby
n nazywamy taka liczbe calkowita nieujemna k, ze:

e p” jest dzielnikiem n,
e p**! nie jest dzielnikiem n.
Piszemy wéwczas: v,(n) = k.
Zadanie 1 (XVIII OM, 3 etap). ZnaleZé najwyzszq potege liczby 2 bedgcq dzielnikiem liczby
L,=Mn+1)(n+2)-...-2n,
gdzie n jest liczbg naturalng.

ROZWIAZANIE. Rozwiazanie za Archiwum OM.5. Zauwazmy, ze

n!- L, = (2n)!.
Zatem
(2n)!  1-2.3.-...-2n 2:4-6-...-2n
L,= = =1-3-5-...-(2n—1).- 22T 3.5, .. (20— 1) 2™
nl 1-2:3-...n A T Ty (2n —1)
Stad wynika, ze L™ jest podzielne przez 2", ale nie jest podzielne przez 27*1. |

Zadanie 2. Niech n bedzie liczbg naturalng. Wyznaczyé vs(2™ + 1).
RozwiAzANIE. Patrz (2), Zad. 1. Rozwazmy najpierw problem podzielnosci 2" + 1 przez 3 oraz przez 9.

o Jesli n = 2m jest parzyste, to 2" = 4™ = 1 mod 3 i zatem vy + 1 nie jest podzielne przez 3, tzn.
v3(2™+1) =0.

e Jesli n jest nieparzyste oraz niepodzielne przez 3, to mamy n = 6m + 1 lub n = 6m + 5, czyli
2" = 20mH+l — 4™ .2 =2 mod 9 lub 2" =25 =64 .32 =5 mod 9,
zatem 2™ + 1 jest podzielne przez 3, ale nie jest podzielne przez 9, czyli vs(2™ + 1) = 1.
Ogodlnie natomiast nalezy zauwazy¢, ze:

23n+1
2 + 1

=92" _ 9" 4 1.

Zauwazmy, ze mamy 25"+F = 64 . 2% = 2% mod 2F, oraz:

k. Jo[1]2]|3]4]5
2"mod 9 [1[2]4[8]7]5
czyli gdy n jest nieparzyste mamy
2" +1

=92 _9n 4 1= do.
1 + 3 mod 9

Oznacza to, ze
v3(25" 4+ 1) = wg(2" + 1) + 1.

W szezegblnosci gdy n = 3v3(") . m jest nieparzyste, gdzie 3 fm, to zgodnie z drugim punktem wyzej mamy

U3(23v3(n)‘m + 1) _ ,U3(2m 4 1) 4 Ug(n) -1 + U3(n).

Shttps://archom.ptm.org.pl/?q=node/1324



Wriasnosci wyktadnika p-adycznego

Zadanie 3. Dane sq liczby calkowite x,y takie, Ze suma

jest liczbg catkowitq. Udowodnié, ze obydwa skladniki powyzszej sumy sq liczbami calkowityms.

ROZWIAZANIE. Patrz (6), Zad. 1. Wykazemy, ze dla dowolnej liczby pierwszej p zachodzi v,(y) < vp(z?) =
2vp(x). Ulamek:

22 2 ad 4P

Y x ry
jest liczba calkowita, wiec dla dowolnej liczby pierwszej p zachodzi:

vp(2y) = vp(x) +vp(y) < vp(m?) + yg)'
Rozwazamy dwa przypadki:

e Liczby v,(23) oraz v,(y?) sa rézne. Wtedy:

'Up(m3) > 'Up(xs + y3) = min{vp($3), 'Up(yg)} = min{3v, (), 3vp(y) } > vp() + vp(y)-

czyli vy (23) = 3v,(x) > vp(x) + vp(y), a zatem 2v,(y) > vy(x).

o Jesli vy (23) = v,(y?), to vp(x) = v,(y), a zatem nieréwnosé¢ 2v,(x) > v,(y) jest réwnowazna nieréwnosci
vp(x) > 0.

Zadanie 4. Niech a,b, ¢ bedg liczbami catkowitymi dodatnimi takimi, e a® | b¢ oraz a®|cb. Udowodnié, Ze a? | be.

ROzWIAZANIE. Patrz (6) Zad. 6. Niech p bedzie dowolng liczba pierwsza. Z warunkéw zadania mamy c-v,(a) <
b-vy(c) oraz b-vp(a) < c-vp(b), co réwnowaznie daje:

© (@) S p(0), 2 pla) < (D).

Po dodaniu stronami otrzymujemy:

b ¢

¢ + b vp(a) < vp(b) + vp(c) = vp(be).
Nierownosé 2 < g + 7 jest oczywiscie znanym folklorem dla b, ¢ > 0:

b
2< -+ = <V 4+ = 0<(b-c)

SO



Zadanie 5. Najwiekszy wspolny dzielnik liczb naturalnych a,b,c jest rowny 1. Udowodnié, Ze jezeli zachodzi
réwnosé ab = c¢(b — a), to liczba b — a jest kwadratem liczby calkowitej.

R0OzWIAZANIE. Trzeba pokazad, ze dla kazdej liczby pierwszej p liczba v, (b — a) jest parzysta. Réwnosé posta-
wiona w zadaniu implikuje, ze:

vp(a) + vp(b) = vp(ab) = vy(c(b — a)) = vp(c) + vp(b — a).
Rozwazamy przypadki:
e Niech vp(a) # vp(b), np. vp(a) > vp(b). Wowezas wypisana wyzej réwnosé ma postaé
vp(a) + vp(b) = vp(c) + vp(b),

czyli vy(a) = vp(c). Jednak NWD(a,b,c) = 1, wigc albo v,(a) = wvy(c) = 0, albo v,(b) = 0.
Pierwsza mozliwo$é nie moze zaj$é, bo 0 = v,(a) > v,(b), za$ druga oznacza v,(b — a) = v,(b) = 0.

e Niech v,(a) = v, (b). Woéwezas albo v,(a) = v,(b) = 0, albo v,(c) = 0. W pierwszym przypadku v,(c) =
vp(b—a) = 0. W drugim za$ dostajemy réwnosé

vp(a) +vp(a) = vp(b — a),

czyli vy (b — a) jest liczba parzysta.

Formuta Legendre’a

Zobaczmy krétki szkic dowodu. Mamy:
vp(n!) = vp(1) +vp(2) + ... +vp(n — 1) + vp(n).

Jedynie dzielniki liczby p sa niezerowymi sktadnikami tej sumy. Niech r bedzie najwieksza liczba calkowita
dodatnia taka, ze rp < n. Wowczas:

vp(n!) = vy(p)+vp(2p)+. . . Avp(rp) = vp(1)Fvp(2)+. . vy (r)+r-v,(p) = vp(1)4vp(2)+. . . Avp(r)+r = vy (r!)+r.
Oczywiscie r = [%} Postepujac analogicznie jak dla n widzimy, ze vy (r) = vp(1) + ... + vp(s) + s, gdzie

(-3

Wzér powyzej trzeba by oczywiscie uzasadnié, podobnie jak wzér [[n/p*]/p] = [n/p*+1], dla k > 1, co zosta-
wiam jako ¢wiczenie. Postepujac w ten sposéb dalej uzyskujemy kolejne sktadniki sumy wystepujacej we wzorze
Legendre’a. Po pewnej liczbie krokéw zostanie nam do obliczenia v,(q!), gdzie ¢ < p, co jest réwne 0.

Typowym (i zapewne jednym z prostszych) zastosowaniem wzoru Legendre’a jest wyznaczanie liczby zer, ktéra
konczy sie rozwiniecie dziesigtne liczb typu n!, i podobnych.

Na przyktad dla 2020! chodzi o przedstawienie jej w postaci 10 - y, gdzie y jest liczba niepodzielna przez 10.
Zauwazmy, ze x = v5(2020). Istotnie, nietrudno sprawdzié, ze v2(2020!) > v5(2020!), poréwnujac ze soba kolejne
skladniki [2020/2%] oraz [2020/5%] sum opisujacych te wielkoéci. A zatem liczba 2020! ma na koficu 503 zera,
zgodnie z ponizszym rachunkiem.

v5(2020!)={2020] [2020] [2020] [2020

= 404 16 + 3 = 503.
: o oF 625] 04+ 80 + 16 + 3 = 503



Zadanie 6. Pokazad, Ze dla Zadnej liczby calkowitej dodatniej n liczba 2™ nie jest dzielnikiem liczby n!.

RoOzZWIAZANIE. Musimy pokazaé, ze dla kazdego n > 0 mamy v5(2") > va(n!). Ze wzoru Legendre’a

ot = 3]+ [2] -+ [2].

gdzie 28 < n < 281 A zatem mamy:

va(n!) <

n+n+ Jrnin 1+1+ n 1
sttt =3 5Tt o)

Ze wzoru skréconego mnozenia (trzeba sie ich juz na tym etapie uczy¢é):
a"—1=(a—1)(a" ' +a"2+.. . +a+1),

mamy:

A zatem mamy:

Zadanie 7 (Obo6z naukowy OM, 2012). Udowodnié, ze dla dowolnej dodatniej liczby calkowitej n liczba
(2m —29) (2™ —2h)(2m —22) ... (2" — 2" )
jest podzielna przez n!

RozwiazANIE. Korzystajac z formuly Legendre’a wiemy, ze dla dowolnej liczby pierwszej p mamy:

v(n')<ﬁ+£+ _TL<1+1+ >—n. 1 __n
p(1 \p > » » » 1_% p—l.

A zatem nalezy udowodnié, ze wykladnik, z jakim dowolna liczba pierwsza p wchodzi ro rozkladu liczby
M = (27 — 20)(2" — 21)(2" — 22) ... (2" — 2~ 1) to co najmnicj [%} .
P

Liczba M jest podzielna przez
20 . 21 . 22 e 2%—1 — 271,(77,—1)/2

a wyktadnik %n(n — 1) jest réwny co najmniej n dla kazdej wartosci n > 3. To oznacza, ze ostatnie zdanie po-
przedniego akapitu jest prawdziwe dla liczby pierwszej p = 2 i dowolnej liczby n > 3. Bezpoérednie sprawdzenie
dowodzi, ze teza zadania jest prawdziwa takze dlan =11in = 2.

Niech p bedzie nieparzysta liczba pierwsza. Wtedy na mocy maltego twierdzenia Fermata liczba
p|2r~t —1.
Dla dowolnej nieujemnej liczby catkowitej k < n mamy
on — ok — gk(gn—k _ 1),

Jesli ponadto réznica n — k jest podzielna przez p — 1, to n — k = I(p — 1) dla pewnej liczby calkowitej [, a wiec
liczba

onk _1=(2r" )l 1
jest podzielna przez 2P~ — 1 i tym bardziej przez p. Inaczej méwiac z podzielnoéci n — 1|n — k wynika, ze
czynnik 2" — 2% wystepujacy w iloczynie definiujacym liczbe M jest podzielny przez p. Zatem vp (M) réwny jest
co najmniej liczbie wartosci k € {0,1,...,n — 1}, dla ktérych réznica n — k jest podzielna przez p — 1, czyli —
co najmniej liczbie elementéw zbioru {1,2,3,...,n} podzielnych przez p — 1. Ta ostatnia liczba jest oczywiscie

réwna [L} , co konczy rozwiazanie. |
p—1



Zadanie 8 (LVIII OM, 1 etap). Niech F'(k) bedzie iloczynem wszystkich dodatnich dzielnikow liczby calkowitej k.
Rozstrzygnad, czy istniejg rézne liczby calkowite dodatnie m,n, dla ktérych F(m) = F(n).

RozwiAZANIE. Niech 1 = dy < dy < ... < di = n beda wszystkimi dodatnimi dzielnikami ustalonej liczby
calkowitej dodatniej n. Wéwczas n/dy, n/ds, ..., n/dy takze sa wszystkimi dodatnimi dzielnikami liczby n,
zatem mozemy napisac:

n o n n
Fn)=dy -do-...-dpy=—+— —
(n) 1 G2 k 4 do dr
Stad wynika, ze:
n n

gdzie d(n) oznacza liczbe wszystkich dzielnikéw liczby n.

F(Tl)\/dldekn R nk:nd(”)/z,

Przypusémy teraz, ze dla pewnych liczb catkowitych dodatnich m, n zachodzi réwnosé F(m) = F(n). Wtedy
mdm)/2 = pd(n)/2 wiee
md(m) — nd(n)

Twierdzimy, ze m,n jest dodatnimi potegami pewnej liczby calkowitej. Po ewentualnym wzieciu pierwiastka
stopnia NW D(d(m),d(n)) mamy réwnoéé m® = nb, gdzie NW D(a,b) = 1. Teraz dla dowolnej liczby pierwszej
p mamy:

b-vp(n) =a-vy(m).

Skoro a, b sa wzglednie pierwsze, to b |v,(m). Zatem kazdy dzielnik pierwszy liczby m wchodzi do rozkladu m z
wielokrotnoécia b, czyli m jest b-ta potega pewnej liczby catkowitej r. A zatem wobec m® = r® = nb dostajemy,
ze m,n sg potegami 7.

Niech m = r4 n = B, dla pewnych A, B calkowitych. Niech A < B. Stad wynika, ze m < n oraz, poniewaz
kazdy dzielnik liczby m jest (teraz) dzielnikiem liczby n zachodzi d(m) < d(n). Wobec tego m?(™) < nd(™) j
otrzymujemy sprzeczno$¢. Podobna sprzeczno$é¢ powstaje przy zalozeniu B > A. Stad A = B, co oznacza, ze
m=n. |

Zadanie 9 (LVIITI OM, 3 etap). Liczbe calkowitq dodatnig nazwiemy bialq, jezeli jest réwna 1 lub jest iloczynem
parzystej liczby liczb pierwszych (niekoniecznie réznych). Pozostale liczby catkowite dodatnie nazwiemy czarnymi.
Zbadaé, czy istnieje taka liczba catkowita dodatnia, zZe suma jej biatych dzielnikow jest rowna sumie jej czarnych
dzielnikow.

RozwIAZANIE. Dla liczby calkowitej k > 1 niech B(k) oznacza sume biatych dzielnikéw liczby k, C(k) — liczbe
czarnych dzielnikéw liczby k oraz niech D(k) = B(k) — C(k). Szukamy takiego k, by D(k) = 0. Pokazemy
najpierw, ze dla dowolnych wzglednie pierwszych liczb catkowitych dodatnich [, m prawdziwa jest rownosé:

D(lm) = D(I) - D(m).

Zobaczymy najpierw co wynika z tej réwnosci, a potem ja pokazemy. Przypusémy, ze dla pewnej n > mamy
D(n) = 0. Rozlézmy n na iloczyn poteg réznych liczb pierwszych:

— 1 75
n=p-...-p;.

Na mocy uzyskanego wzoru mamy:
D(n) = D(py') - D(p}’) = 0.

Wobec tego istnieje liczba pierwsza p i liczba calkowita dodatnia r, dla ktérych D(p") = 0. Jest to jednak
niemozliwe: wszystkimi bialymi dzielnikami p” sa liczby 1, p?,p%, ..., a wszystkimi czarnymi dzielnikami — liczby
p,p3,p°, ..., 1w konsekwencji zachodzi réwnosé

D) =1=p+p*=p’+...+ (=1,
za$ liczba stojaca po prawej stronie réwnosci nie jest podzielna przez p, wiec nie moze by¢ zerem.
Dowodzimy D(Im) = D(1)-D(m)., dla NW D(l, m) = 1. Wyrazimy B(Im) oraz C(Im) przez liczby B(l), B(m),C(l),C(m).

Oczywiscie kazdy dodatni dzielnik d iloczynu Im ma jednoznaczne przedstawienie w postaci d = ab, gdzie a jest
dzielnikiem liczby [, za$ b jest dzielnikiem liczby m.



Suma wszystkich iloczynéw postaci ab, gdzie a, b sa bialymi dzielnikami réwna jest B(l)B(m), zas suma wszyst-
kich takich iloczynéw, w ktérych dzielniki a, b sa czarne wynosi C'(1)C(m). Liczac B(Im) zauwazamy, ze dzielnik
d liczby Im jest bialy wtedy i tylko gdy [ i m maja taki sam kolor. Zatem:

B(lm) = B(l)B(m) + C(1)C(m).
Skoro B(lm) + C(lm) = B(1)B(m) + C(I)C(m) + B(1)C(m) + C(I)B(m), to mamy takze:
C(lm) = B(l)C(m) + C(1)B(m).

Zatem

Zadanie 10 (Wietnam, 1992). Niech n bedzie liczbg calkowitq dodatniq. Oznaczmy przez f(n) liczbe dzielnikdéw
dodatnich liczby n, ktérych cyfra jednodci to 1 lub 9, za$ przez g(n) oznaczmy liczbe dzielnikéw dodatnich liczby n,
ktorych cyfra jednosci jest 3 lub 7. Pokazaé, ze f(n) > g(n).

ROZWIAZANIE. Po pierwsze niech n = 2% - 5Y . k, gdzie x,y sa catkowite nieujemne oraz k jest nieparzysta,
niepodzielna przez 5. Zauwazmy, ze f(n) = f(k) oraz g(n) = g(k). Istotnie, dzielniki n o cyfrach jednosci
1,3,7,9 sa nieparzyste i niepodzielne przez 5, wiec sa wzglednie pierwsze z 2 i 5. W rezultacie sa tez dzielni-
kami k, i to wszystkimi mozliwymi. A zatem mozemy zakladaé, ze n jest liczba nieparzysta, niepodzielng przez 5.

Niech A bedzie zbiorem liczb catkowitych o cyfrach jednoéci 1 lub 9, za§ B niech bedzie zbiorem liczb calkowi-
tych o cyfrach jednosci 3 lub 7.

Rozwazmy przypadek, gdy n nalezy do B. Wéwczas biorac dowolny jej dzielnik m z B mamy, Ze .- jest elemen-
tem A. W szczegdlnosci kazdemu dzielnikowi n z B odpowiada dokladnie jeden dzielnik z A, czyli f(n) = g(n).

Pozostaje rozwazy¢ trudniejszy przypadek, gdy n jest elementem A, a wiec ma cyfre jednoéci 1 lub 9. Niestety
podzielenie elementu z A przez dzielnik ze zbioru A moze daé zaréwno dzielnik z A, jak i z B, wiec analogicz-
ny argument jak wyzej nie zadziala. Musimy zbadaé rozktad n na czynniki. Pokazemy, ze w tym przypadku

f(n) > g(n).

Wezmy dowolny dzielnik pierwszy p liczby n i oznaczmy przez a liczbe p?»(™ | czyli najwyzsza potege p dzielaca
n. Liczbe n/a oznaczamy jako b. Bedziemy zliczaé dzielniki n, osobno ze zbioru A i osobno ze zbioru B. Skoro
n = ab, to kazdy dzielnik d liczby n mozna przedstawi¢ w sposoéb jednoznaczny jako iloczyn dzielnika d, liczby
a 1 dzielnika dp liczby b. Jesli d, oraz dy, sa z A, to d tez. Jedli d, oraz dy sa z B, to d jest z A. Jesli d, nalezy
do A oraz d nalezy do B, to d nalezy do B, i odwrotnie — jesli d, nalezy do B oraz dj, nalezy do A, to d nalezy
do A. Wynikaja stad wzory:

f(n) = f(a)f(0) +g(a)g(b), g(n) = f(a)g(b) + f(b)g(a).

Istotnie, aby jednak dosta¢ dzielnik z A trzeba przemnozyé dwa dzielniki typu A lub dwa dzielniki typu B,
za$ aby dostaé dzielnik z B trzeba przemnozy¢ dwa dzielniki réznych typéw. Na ile sposobéw? Dzielnik liczby
a ze zbioru A mozna wybraé na f(a) sposobéw, a dzielnik b ze zbioru A mozna wybraé na f(b) sposobéw.
Zatem iloczyn tych dzielnikéw mozna wybraé na f(a)f(b) réznych sposobéw. Osobno zliczamy dzielniki n typu
A powstajace przez przemnozenie dzielnikéw typu B: te iloczyny mozna uformowaé na g(a)g(b) sposobéw. Stad
wzér na f(n). Aby dostaé dzielnik typu B trzeba przemnozy¢ dzielnik typu A z dzielnikiem typu B, stad wzér
na g(n). A zatem:

f(n) —g(n) = f(a)f(b) + g(a)g(b) — f(a)g(b) — f(b)g(a) = (f(a) — g(a))(f(b) — g(b)).

W szczegdlnosci teza f(n) —g(n) > 0 jest réwnowazna temu, ze f(a) —g(a) > 0 oraz f(b) —g(b) > 0. Wystarczy
wiec, ze rozstrzygniemy zadanie dla n = p*, gdzie n jest elementem A, bo wtedy zadanie sprowadza sie do
rozstrzygniecia nieréwnosci f(b) — g(b) > 0, ktéra mozemy wykonaé analogicznie, jak dla a, wydzielajac kolejny
czynnik pierwszy.

Czym jest f(p*), gdzie p € A? Jest to k+1. Czym jest g(p*), gdy p € A? Jest to 0. Tu wiec nieréwnosé zachodzi.
Czym jest f(p*), jedli p nalezy do B? Woéwczas pamietamy, ze k musi byé parzyste i wtedy dzielniki z A to
1,p?, p4, ..., p*/2 czyli f(p*) = [k/2] + 1. Natomiast g(p") zlicza dzielniki postaci g, g%, ..., ¢" ", ktérych jest
[k/2]. A zatem w obydwu przypadkach f(n) > g(n), co konczy dowdd.

|



Zrédla rozwiazan (czasami nieco zmodyfikowanych lub poprawionych, a czasami catkowicie zapozyczonych).
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