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Zadanie 1. Podaj najmniejszq liczbe 10-cyfrowq zapisang réznymi cyframi, ktora dzieli sie przez 36.

ROZWIAZANIE. Zauwazmy, ze suma cyfr podanej liczby to 45, a zatem jest to zawsze liczba podzielna przez 9.
Trzeba zatem, by byta to takze liczba podzielna przez 4. Do tego wystarczy, by dwie jej ostatnie cyfry byty
podzielne przez 4. A zatem szukana liczba to 10234567896. ]

Zadanie 2. lle jest takich 100-cyfrowych liczb, ktorych iloczyn cyfr jest réwny 6, i ktore sq¢ parzyste?

R0OzZwWiAZANIE. Aby iloczyn cyfr danej liczby byl réwny 6, zadna z cyfr nie moze by¢ zerem i ostatnia cyfra musi
by¢ parzysta. Cyfra jednosci nie moze by¢ jednak 4, ani 8, bo liczby nie dziela iloczynu cyfr. A zatem musi to
by¢ 6 lub 2. W pierwszym przypadku pozostate cyfry sa rowne 1. W drugim przypadku pozostate cyfry to 98
jedynek i jedna trojka. Takich liczb jest 99. A zatem wszystkich liczb o zadanej wlasnosci jest 100. ]

Zadanie 3. Dane sq liczby naturalne 1,2,3,4,5,6,7,8,10. Czy z tych liczb mozna uloZyé kwadrat magiczny?

ROZWIAZANIE. Sumy liczb z kazdego wiersza kwadratu magicznego sa rowne, wiec suma wszystkich liczb w
kwadracie magicznym, ktory ma 3 wiersze, jest podzielna przez 3. A zatem gdyby dalo sie z wymienionych liczb
ulozy¢ kwadrat magiczny, to ich suma musialaby byé réwna 3. Tak jednak nie jest, bo 14+2+3+44+5+6+
7+ 8+ 10 = 46. |

Zadanie 4. Czy cyfry 1,2,3,4,5,6 mozna ustawi¢ w takiej kolejnosci, aby otrzymaé 6-cyfrowq liczbe pierwszq?

RozwiazANIE. Gdyby bylo to mozliwe, wéwczas suma cyfr owej liczby pierwszej bylaby réwna 21, co stanowi
liczbe podzielng przez 3. Skoro za$ liczba sze$ciocyfrowa jest wigksza od 3, to oznacza, ze zadna liczba opisana
w zadaniu nie moze by¢ pierwsza. |

Zadanie 5. Czy cyfry 1,2,3,4,5,6 mozna ustawié¢ w takiej kolejnosci, aby otrzymac 6-cyfrowq liczbe podzielng
przez 11%

ROzZwWIAZANIE. Liczba jest podzielna przez 11 wtedy i tylko wtedy, gdy réznica sumy cyfr na miejscach parzy-
stych i miejscach nieparzystych jest podzielna przez 11. Zauwazmy, ze najwieksza mozliwa réznica, jaka mozna
otrzymaé odejmujac trzy z liczb 1,2, 3,4, 5,6 od trzech pozostatych to

44+54+6-1-2-3=09.

A zatem jedli 1,2, 3,4,5,6 da si¢ ustawi¢ w takiej kolejnosci, aby powstala liczba podzielna przez 11, to réznica
sum cyfr na parzystych i nieparzystych miejscach musi wynies¢ 0. Zauwazmy jednak, ze w rozwazanym zestawie
liczb mamy 3 nieparzyste i trzy parzyste. Niezaleznie od wyboru znakéw w ponizszym dzialaniu

+1+24+3+£4+5+6

dostajemy sume szesciu liczb, z ktorych trzy daja reszte 1, a trzy reszte 0 z dzielenia przez 2. A zatem ich suma
jest nieparzysta. [ ]

Zadanie 6. Kazda sposrod pewnych szesciu réznych cyfr jest niezerowa. Czy mozna te cyfry zapisaé w takiej
kolejnosci, aby otrzymad 6-cyfrowq liczbe podzielng przez 47

ROZWIAZANIE. Problemem zadania jest, ze nie wiemy o jakich szesciu cyfrach mowa. Wiadomo jednak, ze
jedna z nich musi byé parzysta. Okazuje sie¢ jednak, ze przy specyficznym wyborze cyfr nie jest to mozliwe.
Wezmy cyfry 1,3,5,7,9 oraz 4. Jedynym sposobem, aby uzyskaé liczbe parzysta jest umieszczenie cyfry 4 na
koncu. Jednak woéwczas dwucyfrowa koncéwka moze byé rowna tylko 14,34, 54, 74 lub 94, a wiec na mocy cechy
podzielnoéci przez 4, cala liczba nie jest podzielna przez 4. |



Zadanie 7. Z cyfr1,2,...,8 utworzono dwie liczby 4-cyfrowe, wykorzystujoc kazdg cyfre dokladnie raz. Wykaz,
ze suma uzyskanych liczb jest podzielna przez 9.

Dowdd. Sposéb pierwszy polega na skorzystaniu z faktu, ze suma cyfr dowolnej liczby naturalnej daje taka sama
reszte z dzielenia przez 9, co sama liczba. Idea jest bardzo prosta: widaé¢ ja bez problemu na przyktadzie liczby
czterocyfrowej n postaci: 1000a + 1000 + 10c + d, czyli tez 999a + a4+ 99b+ b+ 9c+ ¢+ d. A zatem jest jasne, ze
niezaleznie od przydziatu oémiu cyfr do dwéch liczb 4—cyfrowych otrzymamy liczby, ktérych sumy cyfr dodane
do siebie daja taka sama reszte z dzielenia przez 9, jak suma 1+ 2+ ... 4 8 = 36. A zatem suma bedzie liczba
podzielna przez 9. O

Zadanie 8. Dane sq liczby naturalne a,b, c spelniajgce warunek a - b-c = 71286. Uzasadnij, Ze co najmniej
jedna z sum a + b, b+ ¢ nie jest podzielna przez 3.

ROZWIAZANIE. Suma cyfr liczby 71286 réwna jest 24, a zatem jest to liczba podzielna przez 3, ale niepodzielna
przez 9. Oznacza to, ze tylko jedna z liczb a, b, ¢ jest podzielna przez 3. Zauwazmy, ze gdyby obydwie powyzsze
sumy byly podzielne przez 3, to jedna z sum mialaby za sktadnik jedng z liczb podzielnych przez 3. Wtedy
jednak i drugi sktadnik tej sumy musiatby by¢ podzielny przez 3, co przeczy wcze$niejszym naszym obserwacjom.
|

Zadanie 9. Uzasadnij, Ze liczba 94387 — 24387 jest podzielna przez 4.

ROZWIAZANIE. Zauwazmy, ze

94387 = (900 + 43)(900 + 43) ... (900 + 43) .

87

Interesuja nas tylko dwie ostatnie cyfry tego iloczynu. Po wymnozeniu nawiaséw mamy sktadniki zlozone z
87 czynnikéw, z ktérych tylko jeden sktadnik nie zawiera czynnika 900. Jesli suma zawiera czynnik 900, to jej
ostatnie dwie cyfry sa zerami, na mocy cechy podzielnosci przez 100. A zatem o ostatnich dwdch cyfrach liczby
94337 decyduje to jakie sa ostatnie dwie cyfry liczby 43%7 — owego jedynego skladnika powstalego z wymnozenia
nawiaséw wyzej, ktory nie jest podzielny przez 100. Podobnie jest dla 24387 — ostatnie dwie cyfry tej liczby sa
takie same, jak ostatnie dwie cyfry liczby 43%7. A zatem odejmujemy od siebie dwie liczby 94387, 243%7, ktére
maja identyczne dwie ostatnie cyfry. A zatem dwie ostatnie cyfry ich réznicy to dwa zera. Ta réznica jest zatem
podzielna przez 100, a wiec takze przez 4. |

Zadanie 10. Udowodnij, ze liczba 55...511...1 nie jest kwadratem liczby naturalne;.
S——
40 40

ROZWIAZANIE. Suma cyfr podanej liczby to 5-40 + 1 -40, czyli 240. Liczba ta jest zatem podzielna przez 3, ale
nie jest podzielna przez 9. Nie moze by¢ zatem kwadratem liczby catkowitej. |

Zadanie 11. Czy liczba 677...71 jest podzielna przez 20132
——
2019

ROZWIAZANIE. Mamy 2013 = 3 - 11 - 61. Suma cyfr opisanej liczby to 7 - 2020, co nie jest liczba podzielng przez
3. A zatem opisywana liczba nie jest podzielne przez 2013. |

Zadanie 12. Czy liczba 677...71 jest podzielna przez 20132
—
2021

ROZWIAZANIE. W tym przypadku suma cyfr wynosi 7-2022, czyli jest to liczba podzielna przez 3. Trzeba zatem
sprawdzi¢ podzielno$¢ przez 11 oraz 61. Podzielnos¢ przez 11 jest wtedy, gdy suma cyfr na parzystych miejscach
pomniejszona o sume cyfr na nieparzystych miejscach daje liczbe podzielna przez 11. A zatem liczba ta jest
podzielna przez 11. A czy jest podzielna przez 617 Owszem, prosze zauwazy¢, ze 61 - 11 = 671, 61 - 111 = 6771
itd. |



Zadanie 13. Po wymazaniu cyfry jedno$ci pewnej liczby n, a nastepnie dodaniu do uzyskanej w ten sposcb
liczby 33-krotnosci cyfry jednosci liczby n uzyskano liczbe 9400. Wykaz, Ze liczba n jest podzielna przez 47.

RoOzZwWIAZANIE. Niech b bedzie ostatnia cyfra n. Zapiszmy rownanie, ktére wynika z tresci zadania:

n—=b

b = 9400.
0 + 33b = 9400

A zatem po wymnozeniu przez 10 mamy n + 3290 = 9400. W szczegdlnosci n = 47(20 — 7b). ]

Zadanie 14. Po wymazaniu cyfry jednosci pewnej liczby n, a nastepnie odjeciu od uzyskanej w ten sposcb liczby
14-krotnosci cyfry jednosci liczby n uzyskano wielokrotnosé liczby 47. Wykaz, Ze liczba n jest podzielna przez 47.

RozwiAZANIE. Niech b bedzie ostatnia cyfra n. Zapiszmy rownanie, ktére wynika z tresci zadania:

n—>b
10 14b = 47m,
dla pewnego m catkowitego. A zatem po wymnozeniu przez 10 mamy n — 1416 = 470m. W szczegdlnosci
n = 47(10m + 3b). O co chodzi w tym zadaniu (i poprzednim)? Chodzi o tworzenie wlasnych cech podzielnosci.
Przepis jest taki: jesli szukamy cechy podzielnosci przez liczbe m, niepodzielna przez 2 i przez 5, to szukamy
taka liczbe x, ze 10x daje reszte —1 z dzielenia przez m. Na przyktad dla 47 jest to 14, poniewaz 140 = 3-47—1.
Cecha dziala tak: wymazujemy z m ostatnia cyfre i odejmujemy x razy cyfre jednosci, ktora usunelismy. Jesli
n byto podzielne przez m, to uzyskana liczba tez musi by¢ podzielna w ten sam sposéb. Dlaczego to dziata? B

Zadanie 15. Zapis dziesietny liczby n sklada sie z blokow cyfr postaci 001,002, ...,999 ustawionych obok siebie
w pewnej kolejnodci (uzywamy wszystkich 999 blokéw). Udowodnij, Ze liczba n jest podzielna przez 37.

RozwiazZANIE. Cecha podzielnosci przez 999 moéwi, ze liczba n jest podzielna przez 999 wtedy i tylko wtedy,
gdy suma trzycyfrowych blokéw tej liczby jest podzielna przez 999 (jesli liczba nie ma 3k cyfr, to z przodu
dopisujemy zera). A zatem nasza liczba n dzieli sie przez 999, bo suma liczb od 1 do 999 wynosi 999 - 499. A
skoro liczba n jest podzielna prze 999, to takze przez 37, bo 999 = 37 - 27. ]

Zadanie 16. Wyznacz wszystkie liczby pierwsze p, dla ktérych liczba p? + 2 jest pierwsza.

RozwiazZANIE. To zadanie nie jest na cechy, ale wazne by jakos umieé¢ do niego podejsé. Chodzi o stosowanie
reszt z dzielenia. Ot6z wyliczenie pierwszych kilku przyktaddw:

2242=6, 3>+2=11, 5°4+2=27, 7T>+2=51

Czy co$ z nich mozemy odczytaé? Otéz chciatbym wykazaé, ze dla p # 3 liczba p? 42 jest podzielna przez 3. Jak
to zrobié¢? Jesli liczba p jest wieksza od 3, to nie jest podzielna przez 3, a zatem daje reszte 1 lub 2 z dzielenia
przez 3. Gdy zatem wezmiemy liczbe p?, ona zawsze daje reszte 1 z dzielenia przez 3. |

Zadanie 17. Dane sq liczby naturalne a,b, c, ktore w zapisie dziesietnym sq zapisane takimi samymi cyframi
(tzw. kazda cyfra liczby a wystepuje w jej zapisie dziesietnym tyle samo razy, co w zapisie kazdej z liczb b i c).
Czy jest mozliwe, aby a + b+ ¢ = 10'%°1 2 Odpowied? uzasadnij.

ROZWIAZANIE. Nie jest to mozliwe. Suma cyfr kazdej z liczba a, b, ¢ jest taka sama. A zatem suma a+ b+ ¢ daje
taka samg reszte przy dzieleniu przez 3. W szczegdlnoéci liczba a + b + ¢ jest podzielna przez 3. Liczba 101001
nie jest podzielna przez 3. ]

Zadanie 18. Dla kazdej liczby naturalne; mozemy przeprowadzié nastepujgcg operacje: bierzemy sume wszyst-
kich jej cyfr, nastepnie sume wszystkich cyfr tak powstalej liczby itd., dopdki nie otrzymamy liczby jednocyfrowej.
Przeprowadimy te operacje na wszystkich liczbach naturalnych od 1 do 1000. Jakich cyfr otrzymamy wiecej —
jedynek czy dwdjek?

ROZWIAZANIE. Suma cyfr z danej liczby daje taka sama reszte przy dzieleniu przez 9, co ta liczba. A zatem
dla kazdej liczby od 1 do 1000 cyfra otrzymana w wyniku wielokrotnego sumowania cyfr ma taka sama reszte z
dzielenia przez 9, co ta liczba. Zauwazmy, ze 1000 = 999 4 1, a zatem 1000 daje reszte 1. Kazda kolejna liczba
catkowita daje kolejna reszta, a zatem wsrdd liczb od 1 do 999 jest tyle samo liczb dajacych reszte 1, co i reszte
2 7 dzielenia przez 3. A zatem uwzgledniajg liczbe 1000 widzimy, ze wigcej otrzymamy 1. ]



Zadanie 19. Pokaz, zZe wsréd dowolnych 39 kolejnych liczb naturalnych musi istnieé taka, ktdrej suma cyfr
dzieli sie przez 11.

R0OzwiAZANIE. Niech m bedzie liczba, ktérej suma cyfr dzieli sie przez 11. Pokazemy, ze taka liczba jest nie
wieksza niz m + 39. Przygladamy sie ostatniej i przedostatniej cyfrze m.

e Jesli ostatnia cyfra m nie wynosi 0, to dodawanie pisemne do m liczby 9 powoduje ,przenoszenie”. Co
zmienia przenoszenie? Obniza cyfre jednosci o 1, a powieksza cyfre dziesiatek o 1 chyba, ze cyfra dziesiatek
do 9. A wigc dla przypadku gdy ostatnia cyfra to nie jest 0, a przedostatnia to nie jest 9 mamy rozwigzanie.

e Jesli przedostatnia cyfra liczby m wynosi 9 — co wtedy? Okazuje sig, ze mozemy doda¢ do m co najwyzej
10, aby otrzymac liczbe majaca na koncu dwa zera. Jesli do tej powigkszonej liczby zaczniemy dodawac 0,
1, ..., 19, to otrzymamy 19 liczb o sumie cyfr dajacych kolejne reszty z dzielenia przez 11. A wigc jedna
z nich ma sume cyfr podzielna przez 11. A zatem do m dodaliSmy nie wiecej niz 29 i dostalisémy liczbe o
sumie cyfr podzielne przez 11.

e Jesli ostatnia cyfra m wynosi 0, a przedostatnia nie wynosi 8 ani 9, to m + 29 spelnia warunki zadania,
bo nie mamy przy dodawaniu zadnego przenoszenia i do liczby o sumie cyfr 11 dodalismy liczbe o sumie
cyfr 11 (bez przenoszenia).

e Ostatni przypadek jest gdy przedostatnia liczba wynosi 8. Tylko nas interesuje przypadek, gdy ostatnia
cyfra to 0. W przeciwnym przypadku juz mamy rozwigzanie. W tym jednak przypadku mozemy dodawaé
do liczby o koncéwce 80 liczbe 20 i otrzymad liczbe majacag na koncu dwa zera. Nie wiemy jaka jest
suma cyfr (reszta z dzielenia przez 11), ale jak dodamy kolejne 19 liczb to suma cyfr bedzie sie stopniowo
powieksza i jedna sum bedzie podzielna przez 11.

Zadanie 20. Znalezé wszystkie liczby czterocyfrowe, w ktorych cyfra tysiecy jest rowna cyfrze setek, a cyfra
dziesigtek - cyfrze jednosci i ktore sq kwadratami liczb calkowitych.

ROZWIAZANIE. Z cechy podzielnosci przez 11 wiemy, ze szukana liczba jest podzielna przez 11. Jesli ma by¢
kwadratem, to musi byé¢ podzielna przez 121. A zatem 1000a¢ + 100a + 10b = b = 121k2. Przeksztalcajac
otrzymujemy 100a + b = 11k%. A zatem a + b = 11(k* — 9a). Zatem liczba a + b jest podzielna przez 11.
Wiemy, ze b to ostatnia cyfra kwadratu, wiec nie jest réwna 2, 3,7, 8. Patrzac na powyzsza sume widzimy, ze
ostatnia nie moze by¢ tez réwna 0 lub 1. A zatem pozostaja opcje: 4,5, 6,9. Odpowiednie wartosci a to 7,6, 5, 2,
wiec wartoéciami szukanej liczby moga by¢ jedynie 7744, 6655, 5566, 2299. Tylko pierwsza z nich jest kwadratem
liczby caltkowitej. A zatem do m dodaliSmy nie wigcej niz 39, otrzymujac liczbe o sumie cyfr rowniej 11. ]
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