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W zadaniach konkursowych dotyczacych zapisu dziesietnego popularne sa dwa podejécia. Pierwsze — intuicyj-
ne, oparte jest na regutach mnozenia pisemnego i cechach podzielnoéci. Wykorzystujemy w nim nastepujace
przedstawienie m + 1-cyfrowej liczby n w postaci

n =andm-1...0a10a9,

gdzie ag jest cyfra jednosci liczby n, dalej ap jest cyfra jednosci liczby n, agy — cyfra setek itd., przy czym a,, # 0.
Drugie podejscie jest formalne — oparte na reprezentacji tej samej liczby calkowitej dodatniej n w postaci:

N =y - 10™ 4 apm_1 - 10"+ 4 ay - 10+ag, (%)

W przypadku zadan dotyczacych liczb o malej liczbie cyfr notacje te uzupelniaja si¢ i nawet na poziomie szkoty
podstawowej stosujemy niekiedy zapis postaci abc = 100a + 100 + ¢, gdzie a # 0, b, ¢ sg cyframi.

Zadania olimpijskie wymagaja nierzadko rozumowan dotyczacych liczb naturalnych o dowolnej, nieustalonej
7 gory liczbie cyfr. Obydwa przedstawione wyzej podejécia sa stosowalne do rozwiazywania i takich zadan.
Kazde podejscie ma wady i zalety. Wada pierwszego podejscia bywa zatarcie granicy miedzy tym co oczywi-
ste, a tym, co nalezy wytlumaczy¢ w rozwiazaniu. Jego zaleta jest intuicyjno$é¢. Zaleta drugiego podejscia jest
uniwersalnosé. Wada — mozliwoéé ,zaplatania” sie¢ w notacji i rachunkach tak, ze nie widzimy juz co sie tak
naprawde w rozwiazaniu dzieje. Wymaga ono duzego wyrobienia i algebraicznej $wiadomosci.

Naszym celem podczas tego, i nastepnego referatu, bedzie zwrédcenie uwagi na pewne proste wlasnosci wynika-
jace ze wzoru (x), ktére sa na tyle intuicyjne, ze nie wymagaja, jak sie wydaje, nawet formalnego przedstawiania
go uczniom w ogdlnej postaci (choé¢ oczywiscie do niej prowadza). Wiaza sie one z operacjami modyfikujacymi
zapis dziesigtny: dodawaniem lub usuwaniem z niego cyfr, a takze ich przestawianiem. Algebraiczna interpretacja
tych modyfikacji prowadzi do prostych réwnan i nieréwnosci. Trudnosé polega tu nie tyle na ich rozwigzaniu, ale
na ich poprawnym sformutowaniu. Niekiedy potrzeba tu sporej kreatywnoéci. Przyjrzyjmy sie kilku przyktadom.?

Zadanie 1. (XV OMJ, 1 etap) Do pewnej dodatniej liczby catkowitej n dopisano na koncu pewna cyfre, uzy-
skujac w ten sposéb liczbe 13 razy wigksza od liczby n. Wyznacz wszystkie liczby n o tej wlasnosci.

Kluczowym elementem zadania jest zapisanie w formie algebraicznej liczby powstalej przez dopisanie na koncu
liczby n cyfry, powiedzmy c. Jest to liczba
10n + c.

Rzeczywiscie, wynika to z intuicyjnie jasnej wlasnosci, ktérej formalny dowdd wymaga uzycia wzoru (x):

AmGm—1 - - -a1000 = 10 - Tpy@pp—1 - - - G100

To pozwala utozy¢ réwnanie
10n 4+ c=13n,

co prowadzi do rozwiazan n = 1,2, 3.

Przydaloby sie teraz znalez¢ wiecej zadan, ktére moglyby poméc naszemu uczniowi w ulozeniu jeszcze kilku
rozumowan podobnego typu. To typowa praca z zadaniami olimpijskimi — nie wystarczy zrozumienie jednego,
potrzeba kilku lub kilkunastu takich zadan. Jakich zadan szuka¢? Oczywiscie dostepne zbiory oferuja mnéstwo
propozycji w dziatach ,réwnania”, réwniez zadania z trescia, ktére w sposob naturalny prowadza do ukladania
rownan. Zauwazmy jednak, ze w zadaniu wyzej trzeba bylo poczyni¢ obserwacje matematyczna: dopisanie na
koncu liczby n cyfry ¢ daje liczbe 10n + ¢. Szukajmy zadan, gdzie bedzie wiecej takich pomystéw. A przede
wszystkim — przy kazdym zadaniu probujmy stawiaé¢ jak najwiecej pytan, eksperymentowadé, bawié sie dobrze.

1Czytelnika zainteresowanego znacznie wigksza, liczba, (takze trudniejszych) zadaii w tej tematyce (usuwanie, dopisywanie, prze-
stawianie cyfr) odsylam do encyklopedycznego Zrédta podobnych ciekawostek — tomu drugiego Podrdzy po Imperium Liczb autorstwa
prof. Andrzeja Nowickiego z Uniwersytetu Mikotaja Kopernika w Toruniu, zatytulowanego: Cyfry liczb naturalnych (152 strony).
Rozwigzania mozna (w wigkszosci) znalezé w starej, ale pieknej ksigzce D. O. Shklarsky, N. N. Chentzov, I. M. Yaglom, The USSR
Olympiad Problem Book, W.F. Freeman and Company, San Francisco, Londyn, 1962.



Zadanie 2. Jezeli w pewnej liczbie pieciocyfrowej n dopiszemy jedynke z lewej strony, to otrzymamy pewna
liczbe szesciocyfrowa. Jezeli za$ jedynke dopiszemy z prawej strony tej liczby, to otrzymamy liczbe szesciocyfro-
wa, ktéra jest trzykrotnie wicksza od poprzednio otrzymanej liczby. Znajdz ta liczbe pieciocyfrowa?.

To zadanie jest przygrywka do zagadnien, ktérymi zajmowaé sie bedziemy jutro. Mamy w nim bardzo konkret-
na konfiguracje, w ktorej operujemy na liczbach o znanej liczbie cyfr. To, ze po przeniesieniu cyfry z konca na
poczatku (lub odwrotnie) uzyskujemy wielokrotno$é wyjsciowej liczby nie jest oczywiste, a czasem po prostu
nie jest wykonalne. W czedci zajeé dotyczacej uktadania nieréwnosci, zobaczymy to wyraznie.

PrzejdZzmy do rozwiazania zadania. Juz wiemy jak zapisaé liczbe powstala przez dopisanie jedynki z prawej
strony (na konicu) liczby n. Bedzie to liczba
10n + 1.

Jak zapisaé liczbe, ktéra powstaje przez dopisanie jedynki z lewej strony (na poczatku)? Bedzie to liczba
n -+ 100000.

Warto sprébowaé uogélni¢ ta obserwacje. Jak wygladalaby liczba powstala przez dopisanie z lewej cyfry 27
Oczywiscie n + 200000, Ogdlnie, dopisanie cyfry ¢ do liczby m-cyfrowej n daje liczbe:

n+c-10™,
co wynika z (%), ale co jest réwniez (na poziomie intuicji) nastepstwem algorytmu dodawania pisemnego.
Rozwiazanie naszego zadania jest teraz bardzo proste. Ukladamy réwnanie, w ktérym po lewej stronie umiesz-

czamy liczbe powstala przez dopisanie jedynki na konicu liczby n, a po prawej stronie umieszczamy trzykrotnoéé
liczby powstaltej przez dopisanie jedynki do lewej stronie liczby n:

10n + 1 = 3(n + 100000).

Rozwigzaniem jest x = 42857. Nie jest to przypadkowa liczba®. Trudne bylo nie tyle samo rozwiazanie tego
réwnania, co jego sformulowanie.

Zadanie 3. (Migdzynarodowa Olimpiada Matematyczna 1962) ZnaleZé najmniejsza liczbe n zakoniczona cyfra
6 o tej wlasnodci, ze przeniesienie cyfry 6 na poczatek liczby n da nam liczbe 4n.

Jest kilka sposobdéw rozwiazania tego zadania, ale z naszego punktu widzenia interesujace bedzie zapisanie liczby
powstajacej przez przeniesienie cyfry 6 z konca na poczatek zapisu dziesietnego liczby n. W tym celu wpro-
wadzimy (tylko na niby) nowe pojecie: LICZBE dziesiatek liczby calkowitej n. C6z to takiego? Jest to wynik
dzielenia n przez 10, bez reszty. Jesli n = @, am—1 - - - G1ag, to liczba dziesiatek n wynosi G am—1 - .- a1

Niech z bedzie liczba dziesiatek liczby n. Wiedzac, ze na kohcu n jest cyfra 6 mamy (ze znanych juz wlasnosci):
n = 10z + 6.

Zalézmy teraz, ze n ma m cyfr®, To znaczy, ze  ma ich m — 1. Co otrzymamy, prébujac dopisaé¢ 6 z przodu
liczby x? Nowa liczba to zgodnie z wczesniejszymi rozwazaniami

6-10m ! 4 .

Teraz mozemy ulozyé¢ réwnanie wiazace 4n oraz liczbe, ktéra powstala z n przez przestawienie ostatniej cyfry
na poczatek:
410z +6) =6 - 10™ ! 4 .

Sprobujmy wyznaczy¢ x z tego réwnania.
402 +24=6-10"""+z
39z = 6(10™ ! — 4)
132 = 2(10m~ 1 — 4)

10m=1 —4
rT=2 —.
13
27r6dto: Bobinski Z., Nodzynski P., Uscki M.: Kolo matematyczne w gimnazjum. Wydawnictwo Aksjomat
3Po dopisaniu jedynki z przodu uzyskujemy liczbe 142857, a przeciez... % =0, (142857).

4A jedli to nam si¢ nie podoba, to przyjmijmy np. m = 3 i sprawdzmy czy istnieje rozwiazanie. Lub m = 6.



Widzimy, ze liczba dziesigtek liczby n spelnia osobliwy warunek. Jego WEASCIWA INTERPRETACJA to
kolejne wyzwanie, bowiem celem zadania nie jest znalezienie wszystkich liczb x spetniajacych warunek wyzej,
ale jedynie najmniejszej mozliwej liczby catkowitej dodatniej x, ktéra go spelnia (inna sprawa, ze jak znajdziemy
jedna, to bedzie wiadomo jak znalezé wszystkie). Czy taka liczba w ogéle istnieje? Tu widzimy, ze wcale nie
jest to oczywiste. Nie jest tez jasne, czy biorac np. 5n zamiast 4n dostaliby$my jakies rozwigzanie. Jutro okaze
sig, ze nie. Zatrzymanie si¢ w tym miejscu i dyskusja jest kluczowa. Ladne zadanie to takie, ktére prowadzi do
nowych pytan, a tu jesteSmy w miejscu, ktére wyraznie sugeruje, ze takie pytania warto postawic.

Liczby 10™~! — 4 maja bardzo konkretna postaé:

6,96, 996, 9996, 99996, . . .

Szukamy wérdd takich liczb najmniejszej, podzielnej przez 13, o ile istnieje. Juz samo przekonanie, ze taka liczba
podzielna przez 13 musi w tym ciagu istnie¢ to pewne wyzwanie. Dla os6b doswiadczonych jest to oczywiste.
Zanim dowiemy sie dlaczego tak jest powiedzmy, ze szukana liczba jest 99996. Mamy 99996 = 13 - 7692 i
r = 27692 = 15384. Stad szukana liczba rowna jest

153846.
Skad wiedzieliSmy, ze warto szukaé liczby 999967 Mozna to zrobié¢ intucyjnie (czyli dosé pomystowo) lub wyko-
rzystujac narzedzia teorii liczb, czego oczywiscie oczekiwaliby$my od uczestnikéw zawodéw miedzynarodowych.
Sposéb sztuczkowy jest taki, ze 13 mnozone przez liczby zlozone z samych cyfr 7 daje wyniki bliskie poteg 10:
13-7=91, 13-77=1001, 13.-777=10101, 13.-7777=101101, 13.-77777=1011101,...

,Nietrudno” widzieé, ze 13 - 7777 — 13 - 77 = 100100, a skoro 13 - 8 = 104, to 99996 jest podzielne przez 13.
Intuicja ,,0soby doswiadczonej” jest taka, ze kolejne potegi 10 daja przy dzieleniu przez 13 reszty, ktére ,musza
sie zapetlié” i to ,do$é¢ szybko”®. Stad szybko dowie sie czy liczba 4 wystepuje wéréd tych reszt. Oto one.

wykladnik [0 1 2 3 4 5 6
reszta |1 10 9 12 3 4 1

Jak uzyskiwaé kolejne reszty? Mnozymy poprzednig reszte przez 10 i bierzemy reszte MODULO 13 (dlaczego?).
Widaé zatem, ze 10° — 4 = 99996 daje reszte 0, czyli jest podzielne przez 13.

Wyposazeni w metode dopisywania cyfr z dwéch stron danej liczby calkowitej mozemy zrobi¢ zadanie, ktérego
tre$¢ zupelnie nie sugerowala ukladania jakichkolwiek rownan. Bylo to jedno z trudniejszych zadan konczacej
sie¢ XVII Olimpiady Matematycznej Junioréw. Teraz dysponujemy nowymi narzedziami do jego rozwigzania.

Zadanie 4 (XVII OMJ, 1 etap) Wybrano n (niekoniecznie réznych) cyfr, z ktérych zadna nie jest réwna 0
ani 7. Okazalo sie, ze kazda liczba n-cyfrowa zapisana wszystkimi wybranymi cyframi jest podzielna przez 7.
Udowodnij, ze liczba n jest podzielna przez 6.

Niech a bedzie dowolna z wybranych cyfr, a m — dowolna liczba (n-1)-cyfrowa zlozona z pozostalych wybranych
cyfr. Dopisujemy a do liczby m — raz z prawej, a raz z lewej strony, za kazdym razem otrzymujac liczbe
spetniajaca warunki zadania. Wiemy juz, ze dostajemy w ten sposob:
10m+a, a-10""1+m,
A zatem wypisane wyzej liczby sa, zgodnie z warunkami zadania, podzielne przez 7. Czas na kluczowa obserwacje,
ktora réwniez mozna nazwaé ,uktadaniem réwnania”, czy doktadniej — ukladaniem podzielnosci. Méwi ona, ze
réwniez dowolna catkowitoliczbowa kombinacja powyzszej wypisanych liczb jest podzielna przez 7. Oto jedna
z nich:
10-(a-10"" +m) —1-(10m +a) =a- (10" — 1).
Jesli teza zadania ma by¢ spelniona, to liczba a - (10™ — 1) ma byé podzielna przez 7. Skoro a jest cyfra, a 7 jest
liczba pierwsza, wiec sprowadziliSmy wyjéciowy problem do problemu podzielnosci przez 7 liczb postaci:
10" —-1=9-11...1 .
—
n jedynek

A jak to rozstrzygna¢? Znowu trzeba zobaczy¢, ze reszty z dzielenia 10™ przez 7 ,sie zapetlaja’. Powodzenial

5Innymi stowy osoba ta nie tylko zna, ale tez rozumie male twierdzenie Fermata.

SNazewnictwo wlasne: dla liczb catkowitych z,y calkowitoliczbows kombinacjg tych liczb nazywamy dowolng liczbe catkowita,
postaci ax + by, gdzie a, b sa liczbami catkowitymi. Wyrazenia tego typu wykorzystywane sa przy stosowaniu algorytmu Euklidesa,
ale tez w prostych dowodach i zadaniach teorioliczbowych, por. https://mimuw.edu.pl/ amecel/semNWD.pdf.



Zadania na cze$é warsztatowq

Przed nami cztery zadania, bedace bezposrednimi zastosowaniami poznanych juz metod. Nastepnie zrobimy
trzy nieco bardziej niestandardowe przyklady. Uniwersalna porada jest nastepujaca: jesli nie wiemy co robié,
probujmy szukaé przyktadéw lub rozwiazywaé ,male zadania” dla niewielkiej liczby cyfr. Moze nam to daé
wazne intuicje i pomoéc w sformutowaniu odpowiednich rozumowan.

1. Znajdz wszystkie calkowite dodatnie liczby n, dla ktorych liczba uzyskana przez wymazanie ostatniej cyfry
n jest dzielnikiem n.
ROZWIAZANIE. Zauwazmy, ze jest to uogdlnienie Zadania 1 z pierwszego etapu XV OMJ, ktére rozwiazy-
walismy wyzej. Niech a bedzie liczba dziesiatek liczby n, zas b jest cyfra jednosci. Mamy zatem n = 10a+0.
Liczba a jest dzielnikiem n, a zatem n — 10a = b jest wielokrotnoscia liczby a. Stad a jest dzielnikiem b.
Oznacza to jednak, ze a jest cyfra i ,nietrudno stad widzie¢”, ze n jest jedna z liczb:

11,12,...,19,22, 24, 26, 28, 33, 36, 39, 44, 48, 55, 66, 77, 88, 99.

Koniec? Niezupelnie, jest jeszcze maly detal. Cyfra b moze byé réwna 0 i wtedy powyzsze ,nietrud-
no widaé¢” przestaje by¢ prawda. Zero jest wszak wielokrotnoécia kazdej liczby calkowitej. A zatem do
powyzszych wynikéw nalezy dolaczy¢ wszystkie liczby n kohczace sie cyfra 0, czyli podzielne przez 10.
Powtorzmy — przed sformutowaniem powyzszego rozumowania warto poprosi¢ uczniéw o wskazanie kilku
przykladéw liczb o postulowanej wlasnoéci. Wtedy ,,przypadek z zerem” raczej nie zostanie pominiety. B

2. Znajdz wszystkie liczby zlozone n zaczynajace si¢ cyfra 6, ktére maleja 25 razy, gdy ta pierwsza cyfra jest
7 zapisu n usunieta.

ROZWIAZANIE. Zalézmy, ze poszukiwana liczba ma m cyfr (lub zacznijmy od m = 3,4,...). Wtedy mozemy
zapisaé, ze: n = 6-10™ !4y, gdzie y to liczba powstajaca po usunieciu 6 z zapisu n. Zatem mamy warunek:
6-10m-1t 10m!

24 4
Widzimy stad, ze m > 3, aby zachodzita podzielnoéé¢ przez 4, i mamy:

y=25-10m73,

6-10m ' +y=25y=y=

A zatem szukana liczba n ma, dla dowolnego m > 3, postaé:

62500...0.
—

m—3 zer

3. Pokaz, ze nie istnieje liczba zlozona n, ktéra maleje 35 razy, gdy usunie si¢ pierwsza cyfre od lewej.

ROZWIAZANIE. Postepujemy identycznie jak wyzej, nawet jesli tym razem nie znamy pierwszej cyfry.
Zakladamy, ze n ma m cyfr i zapisujemy ja w postaci:

n=x-10m"1 4y,

gdzie z € {1,2,...,9} oraz y powstaje po usunieciu pierwszej cyfry. A zatem pytamy czy spelniony jest
warunek:

3By =2-10""14+y < y=2z-10"""1 < 17y =2 -5-10m"2
Pamietajmy, ze 17 jest wzglednie pierwsze z 10™~2 oraz z 5, a zatem 17 jest dzielnikiem z, co nie jest
mozliwe. To juz bylo catkiem powazne rozumowanie teorioliczbowe. Przy okazji: zadanie zrobi sie znacznie
prostsze, jesli zalozymy, ze usuwamy pierwsza cyfre od prawej. Prostsze nie oznacza tu ,,malo ciekawe”. l

4. Pierwsza cyfra liczby 6-cyfrowej n jest 3. Jezeli ta pierwsza cyfre przesuniemy z pierwszego miejsca na
ostatnie, to otrzymamy czwartg czes¢ wyjéciowej liczby n. Znajdz ta liczbe szedciocyfrowa.
RozwIAZANIE. Usunigcie cyfry 3 z pierwszej pozycji liczby n daje nam liczbe © = n—3-100000. Dopisanie
do niej na koncu liczby 3 daje liczbe 10z +3. A zatem wykonana operacja przeniesienia liczby 3 z poczatku
na koniec n daje liczbe:

1
10(n — 300000) + 3 = Zn.
A zatem:

40n — 12000000 + 12 = n = 39n = 11999988 = 307692.

Odnotujmy, ze w uzyskanym rozwiazaniu po przesunigciu 3 na koniec dostajemy liczbe 76923, czyli druga
cyfra od lewej ,zniknela”. Mala niespodzianka, ale nasze rozumowanie jest wrazliwe na takie sytuacje. l



5. Wykaz, ze nie istnieje taka liczba catkowita dodatnia n, ze po przeniesieniu ostatniej jej cyfry na poczatek
uzyskamy liczbe dwukrotnie mniejsza.
RozwiazANIE. RobiliSmy juz podobne zadanie, wiec wiemy jak nalezy zapisaé nowo powstala liczbe.
Przyjmujemy, ze n ma m cyfr, gdzie ostatnia cyfra jest ¢, rézne od zera (dlaczego mozemy to zalozyé?).
Niech x bedzie liczba dziesiatek liczby n tak, by n = 10z + c. Wowczas liczba powstata przez przestawienie
ostatniej cyfry na poczatek to, podobnie jak podczas zajec:

c- 10"t g
A zatem rozwigzujemy rownanie:
20c- 10" 4 2) =102 +c=8r=c-(2-10™"! —1).

Liczba 2 -10™~! — 1 jest nieparzysta, wiec ¢ jest podzielne przez 8. Ale c jest niezerows cyfra skad ¢ = 8.
I teraz argument niespodzianka — liczba 2 = 2-10™~!—1 ma m cyfr, a powinna mieé m—1 cyfr! Dostaliémy
sprzeczno$¢. Motyw konczacy to rozumowanie bedziemy wykorzystywaé¢ w drugiej czesci szkolenia. |

6. Na tablicy zapisana jest (w systemie dziesietnym) dodatnia liczba calkowita N. Jedli nie jest to liczba
jednocyfrowa, wykonujemy nastepujace operacje: wycieramy ostatnia cyfre ¢ liczby N i zastepujemy uzy-
skang liczbe M przez liczbe M — 3c. Znajdz wszystkie liczby N, dla ktérych wielokrotne wykonywanie
opisanych operacji prowadzi do uzyskania liczby 0.

RozwIAZANIE. Jak wyglada liczba powstajaca po wykonaniu operacji na N? Starcie cyfry ¢ z konca to po
prostu wziecie N — ¢ oraz podzielenie przez 10. Trzeba jeszcze odjaé¢ 3¢, wiec nasza operacja ma postaé:

N —c N —3lc

0 T T

Jak przewidzie¢ czy mozna doj$¢ do zera? Trzeba zauwazy¢, ze w gre wchodzi podzielnoé¢ N przez 31.
Zauwazmy, ze jesli N jest podzielna przez 31, to N%g’lc tez. I w drugg strone, jesli N nie jest podzielne przez

N —

31, to Nzg’lc rowniez nie jest podzielne przez 31. A zatem tylko od liczb podzielnych przez 31 mozemy dojsé

do 0, bo réwniez 0 jest wielokrotnoscia 31. Ale czy od kazdej takiej liczby rzeczywiscie da sie dojé¢ do zera?

Odpowiedz brzmi: tak. Zalézmy przeciwnie, ze od pewnej wielokrotnosci 31 M nie mozna dosé¢ do zera
i niech M bedzie NAJMNIEJSZA liczba o tej wlasnosci. Jest jasne, ze jesli ¢ jest cyfra, to 31c konczy sie
liczba ¢, a wiec od 31lc przechodzimy w jednym kroku do zera. Zatem M > 9. To jednak oznacza, ze
po wykonaniu operacji na 31M przechodzimy do MNIEJSZEJ, ale DODATNIEJ wielokrotnoéci 31, od ktérej
(tez) nie da sie przej$é do zera, co oznacza sprzeczno$é z zalozeniem, ze M jest najmniejsza taka liczba. B

7. (VIIT OMG, I etap) Liczba naturalna n jest co najmniej trzycyfrowa. Jezeli pomiedzy cyfre setek a cyfre
dziesiatek tej liczby wpiszemy znak mnozenia, to po wykonaniu mnozenia otrzymamy polowe liczby n.
Wyznacz wszystkie liczby n o tej wlasnosci.

ROzZwWIAZANIE. Tym razem interesuje nas znajomo$¢ liczby setek liczby n, ktéra oznaczymy przez a,
i ktoéra zgodnie z warunkami zadania bedzie jednym z czynnikéw po wstawieniu znaku mnozenia miedzy
cyfre setek, a cyfre dziesiatek liczby n. Drugi z czynnikéw utworzony przez dwie ostatnie cyfry liczby n
oznaczmy przez b, co daje
n = 100a + b.

Wiemy réwniez, z warunkéw zadania, ze

1 1

a-b=-n=-(100a + b).
57 = 5(100a +b)

Ten typ rownania jest bardzo znany na konkursach matematycznych. Aby to zobaczy¢ musimy przedstawic¢
to réwnanie w réwnowaznych postaciach 2ab = 100a + b oraz

2ab — 100a — b = 0.

Teraz trzeba zauwazy¢, co jest znana olimpijskg metoda’, Zze wyrazenie po lewej wyglada jak efekt mno-
zenia dwoch wyrazen algebraicznych (konkretnie: dwumianéw), przy czym brakuje jednego skladnika.
Prébujemy zamieni¢ powyzsza réwnosé na iloczyn. Mozna to zrobi¢ dodajac do obydwu stron 50. Mamy:

2ab — 100a — b+ 50 = 50 <= (2a — 1)(b — 50) = 50.

Stad wynika, ze liczba 2a — 1 jest dodatnim i nieparzystym dzielnikiem liczby 50, a zatem jest réwna 1,5
lub 25. Stad latwo dochodzimy do dwd6ch rozwiazan (dla 2a — 1 = 1 liczba b nie jest dwucyfrowa), czyli
n = 360 oraz n = 1352. ]

7Zadaniom tego typu po$wiecony zostat artykut Michata Kiezy Sztuczka z iloczynem, Kwadrat nr 5 (dostepny na stronie OMJ).



Ukladanie nieréwnosci

Warsztaty ,,Praca z uczniem zdolnym” organizowane przez UMCS
Arkadiusz Mecel (a.mecel@mimuw.edu.pl)
Zoom, 26.03.2022 r.

W pierwszym dniu zaje¢ poswieciliSmy wiele czasu prostym zagadnieniom dotyczacym modyfikacji zapisu dzie-
sietnego cyfr. Zabawy te prowadza, jak mogliSmy zobaczy¢, do wielu naturalnych sytuacji, gdzie formulowaé
nalezy réwnania. Dzi§ natomiast przyjrzymy sie w jaki sposéb te same zagadnienia poprowadza nas w sposéb
naturalny do oszacowan, nieréwnosci, a nawet drobnych niezmiennikéw. Motywem przewodnim bedzie bardzo
stare zadanie, uogélniajace przyklad rozwazany wczoraj.

Jedli n jest liczba naturalna, to przez n oznacza¢ bedziemy liczbe otrzymang z liczby n przez przestawienie jest
pierwszej liczby na koniec. Przyklad: jesli n = 123456, to n = 234561.

Zadanie 1. Jedli % jest liczba catkowita, to musi byé¢ ona réwna 1 lub 3.

Rozwiazanie rozbijemy na kilka etapéw®. Kazdy wymagaé¢ bedzie prostych, ale tadnych obserwacji. Punktem
wyjscia jest nastepujace, oczywiste stwierdzenie.

Liczby n oraz n maja po tyle samo cyfr.

e Obserwacja 1. Zachodzi nierownos¢:

* 0.
n

Ten fakt jest zupelnie intuicyjny, biorac pod uwage to, ze n oraz n maja po tyle samo cyfr — powiedzmy,
ze cyfr tych jest po m. Pamietajmy, ze iloraz liczb dodatnich rosnie zaréwno gdy zwiekszamy licznik, jak
i gdy zmniejszamy mianownik. Stad:

10 1=100...0<n, oraz n<99...9=10"—1,
S—— ——

m—1 m
czyli
no10m -1 0™
- < < = 10.
n 10m—1 10m—1
e Obserwacja 2. A
T e jest rowny 5,6, lub 8.
n

Rozumujemy nie wprost. Zalézmy, ze n = 5n. Jaka liczba moze sta¢ na poczatku przedstawienia liczby n
tak, by po przemnozeniu przez 5 dostac liczbe o tej samej liczbie cyfr? Musi to by¢ liczba 1. Docenmy to
— wykonalidmy w tym miejscu proste, ale blyskotliwe szacowanie. Jak si¢ okazuje, prowadzi ono w tatwy
spos6b do sprzecznosci. W ten sposéb okazuje sie bowiem, ze liczba 1 jest cyfra jednosci liczby 7, a wiec
7 nie jest podzielna przez 5. Uzyskana sprzecznosé oznacza, ze 1 # bn. Czy widza Panstwo, ze identyczne
rozumowanie dziala takze dla przypuszczen i = 6n oraz n = 8n? To jest zupelnie jasne, bo n dalej musi
rozpoczynac sie liczba 1, co oznacza, ze n jest liczba nieparzysta.
e Obserwacja 3.

™ e jest réwny 7 lub 9.
n

Ponownie rozumujemy nie wprost. Liczba cyfr liczby n nie wzrasta po przemnozeniu przez 7 lub 9, wiec
na poczatku liczby n musi ponownie znajdowac si¢ cyfra 1.

Wprowadzimy teraz motyw, ktory pojawil sie na poprzednich zajeciach. Mianowicie przyjmiemy, ze n ma
m cyfr i przez x oznaczmy liczbe co najwyzej m — l-cyfrowa powstajaca z usunigcia pierwszej cyfry 1
z zapisu n. Wowczas mamy

n=1-10""14+2z, orazn =10z + 1.

8Kazdy z etapéw mozna przeprowadzié metoda algebraiczna, lub analizg wynikajaca z algorytmu mnozenia pisemnego, por.
Barttomiej Zawalski Teoria cyfr, Kwadrat nr 23: https://omj.edu.pl/uploads/attachments/kwadrat23.pdf.



Warunek n = 7n implikuje:

7-10m 1 — 1
10x+1=7(10m_1+x)$3x=7-10m_1—1:>m:f.

Zalozyliémy jednak, ze x jest liczba nie wiecej niz m — 1 cyfrowa, czyli liczba mniejsza niz 10~ =
100...0. Tymczasem mamy:
—

m—1

3 m—1 __ . m—1
:7 10 1>6 10

> =2.10m" L
3 3

T

Uzyskana sprzeczno$¢ konczy dowdd. Zachecam Czytelnika do sprawdzenia, ze w identyczny sposob do-
prowadza sie do sprzecznosci zalozenie 1 = 9n.

e Obserwacja 4.

— nie jest rowny 2.
n

Liczba cyfr liczby n nie zmienia si¢ po przemnozeniu przez 2, wiec pierwsza cyfra n nie moze przekra-
czaé 4. Po raz kolejny wykonalidémy zatem proste szacowanie. Pojawilo si¢ nieco wiecej mozliwosci, niz we
weczesniejszych przypadkach, ale zaraz je ograniczymy. Pamietajmy, Ze po przeniesieniu pierwszej cyfry na
koniec dostajemy liczbe parzysta n = 2n, a zatem przenosi¢ musieliSmy — zgodnie z cecha podzielnosci
przez 2 — liczbe parzysta. A zatem n zaczynaé sie musi cyfra 2 lub cyfra 4.

Podobnie jak wczesniej przyjmiemy, ze n ma m cyfr i przez x oznaczmy liczbe nie wiecej niz m — 1-cyfrowa
powstajaca z usuniecia pierwszej cyfry (2 lub 4) z zapisu n. Wéwczas mamy:

n=2-10""14+2, orazn=10x+2

lub
n=4-10""142z, orazn =10z + 4.

Biorac jednak pod uwage zalozenie 7 = 2n, dostajemy w pierwszym przypadku (gdy n zaczyna sie od 2):

C4-10mt -2 2.10m7t -1
o 8 o 4 ’

22- 10" +2)=102+2 = =

a w drugim przypadku (gdy n zaczyna sie od 4):

8-10mt—4 2.10m 1 -1
2(4-10m 1+ 2) =100 +4 = = S = 5 :
Zauwazmy, ze zadna z otrzymanych formul na z nie jest mozliwa, bowiem z jednej strony z jest liczba
calkowita, a z drugiej strony formuly te opisuja ilorazy liczby nieparzystej przez liczbe parzysta, czyli
liczby niecatkowite. Uzyskana sprzecznos$¢ pokazuje, ze n # 2n.
e Obserwacja 5.

no .. ;
— nie jest réwny 4.
n

W tym przypadku wykonujemy juz tylko mieszanke wczesniejszych sposobéw. Mnozenie liczby n przez
4 nie zwieksza liczby cyfr, wiec nie mozemy mnozy¢ przez liczbe wigksza od 2. Z drugiej strony, po
przeniesieniu cyfry na koniec mamy otrzymac liczbe parzysta n = 4n. A zatem przenosi¢ musimy cyfre 2.
Ponownie przyjmujemy za x oznaczmy liczbe nie wiecej niz m — 1-cyfrowa powstajaca z usuniecia pierwszej
cyfry 2 z zapisu n, co daje:

8.10m"1 -2

4-(2-10m 4 2) =10z +2=> 2 = 5

Podobnie jak przy szacowaniu w przypadku Obserwacji 3, uzyskana liczba jest z pewnoscia m cyfrowa, co
po raz ostatni prowadzi do sprzecznosci.

Wykazalidmy zatem, ze jeli f/n jest liczba calkowita, to jedynie réwna 1 lub 3. Nietrudno wskazaé przyklady
w pierwszym przypadku, biorac liczby o tych samych cyfrach. W drugim przypadku trzeba zauwazy¢, ze warunek
71 = 3n wymusza, by n zaczynalo sie liczbg 1 lub 3. W pierwszym przypadku najmniejsza liczbg o postulowanej
wlasnosci jest liczba rozwazana wczoraj, czyli 142857.



W drugim zadaniu przyjrzymy sie kilku niezwykle interesujacym nieréwnosciom.

Zadanie 2. (Wlochy 1999) Dodatnig liczbe catkowita n nazwiemy zbalansowana, jesli liczba jej cyfr w zapisie
dziesietnym réwna jest liczbie jej parami réznych dzielnikéw pierwszych. Na przyktad 15 jest zbalansowana, a
49 nie jest. Pokaz, ze istnieje tylko skoficzenie wiele zbalansowanych liczb.

ROzZwWIAZANIE. Jaks intuicje mozna mie¢ w takim zadaniu? Wydaje sie ono z zupelnie innego $wiata niz za-
gadnienia omawiane w szkole podstawowej. Céz to znaczy, ze liczba cyfr réwna jest liczbie parami réznych
dzielnikéw pierwszych? Tu potrzeba kilku eksperymentéw, a potem wyciaggniecia wnioskéw.

Niech z bedzie n-cyfrowsa liczba zbalansowana. Mamy szacowanie wynikajace z liczby cyfr:
10" > .

Czy mozemy powiedzie¢ co$ wiecej? Jak zabra¢ si¢ do tych n parami réznych dzielnikow pierwszych liczby x?
Wiemy, ze liczba n rozklada sig¢ na czynniki pierwsze i z tresci zadania wynika, Ze jest ich co najmniej n (choé
moze byé¢ wiecej, np. 50 = 2 - 52 ma dwa rézne dzielniki pierwsze, ale jest iloczynem trzech liczb pierwszych).
Wazne jednak, ze liczba x ma dzielnik, ktéry jest iloczynem n liczb, a tak naprawde ma po prostu dzielnik®
P1- ... Pn. gdzie p1,...,pn to owe rézne n dzielnikéw pierwszych. Czego tu mozemy sie uchwyci¢?

Po co nam ta skomplikowana podzielno$¢? Tylko po to, by napisaé nieréwnosc:

0" >x>2pr ... pn
Teraz mozemy zaczaé szacowaé twierdzac, ze pi,...,p, nie moga by¢ wszystkie zbyt duze. Gdyby kazda byla
rowna co najmniej 11, to mielibySmy:
10" >x>pr-... pp>117,

co jest absurdem. Z drugiej strony mamy malo liczb pierwszych mniejszych od 10 — jedynie 4. Gdyby$my nawet
mieli pypepspy =2-3-5-7, to potem liczby pierwsze zaczynaja sie robi¢ znacznie wigksze niz 10, wiec wydaje
sie, ze bedzie jaki§ problem z iloczynem pozostalych czynnikéw pspg...p,. Dokladniej méwiac, przyjmujac
p1 <p2 <...<p, mamy, dlan > 4:

Py pn > 1074

Ta nieréwnosé zdaje si¢ jednak by¢ do poprawienia. Zauwazmy, ze liczb pierwszych mniejszych niz 100 jest tylko
25. A zatem dla n > 25 mamy:

P26 .- P > 100772 = 10%"72) = 10270,

Mamy zatem dla n > 25
02n—50.

0" >ax>2pr-c Py >P2g-e-e P> 1
Widzicie Panstwo problem? Przeciez po lewej stronie mamy liczbe n + 1-cyfrowa, a po prawej: 2n — 49-cyfrowa.
Zatem dla n > 50 mamy:
10?7720 > 10",

Oznacza to, ze liczba  nie moze mie¢ wiecej niz 50 cyfr (w istocie mozna znacznie poprawi¢ to ograniczenie).
Zatem liczb zbalansowanych jest skonczenie wiele.
|

Nie ma co ukrywaé, ze przedstawione rozumowanie jest do$¢ wyrafinowane i zapewne nie nalezaloby spodzie-
wacé sie go na zawodach dla szkot podstawowych. To jest jednak problem, ktéry mozna krok po kroku pokazaé
uczniowi szkoly podstawowej, bo nie wykonujemy zadnych szacowan, ktore opieralyby sie na wiedzy przekracza-
jacej program szkoly podstawowej. Niekiedy jednak wiedze ta trzeba wykorzysta¢ bardzo kreatywnie. Podobnie
bedzie w kolejnym rozwazanym przez nas zadaniu.

9Tutaj kluczowe sg wszystkie zalozenia. Z faktu, ze 2 oraz 4 sa dzielnikami liczby catkowitej m nie wynika, ze 8 jest réwniez
dzielnikiem tej liczby. W tym przypadku mozemy postuzy¢ sie¢ np. twierdzeniem o rozkladzie na czynniki pierwsze po prostu
wyciagajac z tego rozktadu czynnik pj ... pn. Mozemy tez skorzystaé z nastepujacego faktu: jesli liczba pierwsza p jest dzielnikiem
iloczynu ab liczb catkowitych a, b, to p jest dzielnikiem a lub jest dzielnikiem b. W szczegdlnosci jesli p nie jest dzielnikiem a, to
musi by¢ dzielnikiem b. Teraz jesli n = p1 - m, to p2 jest dzielnikiem p; - m. Ale p2 nie jest dzielnikiem p;, wiec p2 to dzielnik m.
Stad n = p1 - p2 - m’. Ale teraz ps jest dzielnikiem iloczynu p1ps oraz m’. Skoro ps nie jest dzielnikiem pips, to jest dzielnikiem m/’
itd.



Zadanie 3. Znajdz wszystkie dodatnie liczby catkowite n, ktére sa réwne sumie swoich cyfr powiekszonej o ilo-
czyn swoich cyfr.

ROZWIAZANIE. Niech n = ajas...a,, bedzie zapisem dziesietnym liczby calkowitej m-cyfrowej n o cyfrze
jednoéci a,, cyfrze dziesiatek a,,_1 itd., przy czym a; # 0. Zalézmy tez, ze liczba n spelnia warunki zadania,
czyli:

a1a2 ...y =a1 +a2+ ... +ap +a102...0,.
W tym rozwiazaniu pojawia sie do$¢ gleboka mys$l (ktéra zaraz okaze sie czym$ calkowicie oczywistym):
wyrazenie po prawej stronie ,nie jest zbyt duze” w poréwnaniu z wyrazeniem po lewej. Jak to zobaczy¢? Trzeba
nieco poeksperymentowac. Zachecam, aby przed rozwiagzaniem ogdlnego problemu sprébowaé ograniczy¢ sie np.
do liczb dwucyfrowych i trzycyfrowych. Korzysci bedzie kilka. Po pierwsze uczniowie znajda jakie$ rozwiazania
(jak sie okaze — wszystkie), a po drugie zobacza, ze to abstrakcyjne réwnanie zapisane wyzej méwi o jakiej$
bardzo nienaturalnej sytuacji. Inaczej méwiac — uchwyca sedno sprawy. To jest wazniejsze niz formalizmy.
Eksperyment 1. Szukamy takich cyfr a, b, gdzie a # 0, zZe:

ab=10a +b=a+ b+ ab.

Od razu widzimy, ze 9a = ab, czyli b = 9. Mamy 9 rozwiazan dwucyfrowych (jednocyfrowych nie ma).

Eksperyment 2. Prosze wykazaé, ze dla dowolnych cyfr a,b, ¢ (a # 0) mamy:
abc=100a +10b+c=a+b+c+99a + 9b > a + b+ c + abe.
To jest oczywiste. Przeciez 99a > abc, bo 99 > ab. Sktadnik 100a byt kluczowy.

Prosze powtorzyé to rozumowanie dla liczb czterocyfrowych abed i zobaczyé, ze sktadnik 999a pelni analogiczna
role — szacuje z goéry iloczyn abed. Wszystko robi sie jasne. Nie ma innych rozwigzan niz dwucyfrowe. Dowdd to
uwaznie dobrane narzedzia i redakcja. To wszystko jest w zasiegu naszych uczniéw i gwarantuje — to sie spodobal

Czas przejéc¢ do formalnego rozwigzania. Wymaga ono wyrobienia przekraczajacego, jak si¢ wydaje, mozliwoéci
poziomu OMJ, ale mimo wszystko warto sprébowaé zobaczy¢, ze w istocie wykonujemy tu jedynie znane sza-
cowania, przebrane w formalizm. Skorzystamy nawet z postaci (), ale jedynie dla pewnej ilustracji. Zapiszemy
wyrazenie po lewej stronie w postaci sumy poteg dziesiatki przemnozonych przed odpowiednie cyfry:

a1 -10™ 4+ a9 -10™ 4+ 410 am_1 +am =a1 + a2+ ...+ am +a1az...an.
Przeniesiemy teraz na lewa strone sume a; + ... + a,, i odpowiednio pogrupujemy:
al(lom_l — 1) + ag(lOm_2 — 1) + ...+ 9am_1 =102 ...0;,- ("')
Co chcemy zobaczyé¢ w tej réwnosci? Otédz to, ze:
ar1as...ay, <a(10™ ' —1)=a;-99...9,
——
m-1 cyfr m-1 cyfr
przy czym réwnosé zachodzi tylko wtedy, gdy m = 2 i as = 9. Dlaczego tak jest? Otéz dla m > 2 mamy:
Az @z... Amo1 <as- 102 <9-10m72<99...9.
m-1 cyfr
Po odjeciu od stron réwnosci (1) liczby a;(10™~1 — 1) dostajemy réwnosé:
ag(10™™ 2 = 1)+ ...+ 941 = a1 - (az. .. am —99...9), (1)
m-1 cyfr

przy czym wyrazenie po lewej stronie jest nieujemne, a wyrazenie po prawej — niedodatnie! Wniosek jest taki,
ze obydwie strony powyzsze] réwnosci musza byé réwne zero! To bardzo pomystowe podejscie. Zakonczenie
rozwiazania jest teraz bardzo proste. Pamietajac, ze a; # 0 musimy mieé

as...a;,; =99...9.
m-1 cyfr

A zatem m = 2 oraz as = 9. Szukanymi warto$ciami n sa wiec liczby:

19, 29, 39, 49, 59, 69, 79, 89, 99.



Zadania na cze$é warsztatowq

1. Liczby 2™ oraz 5" zaczynaja sie ta sama cyfra. Jaka to cyfra?

Oczywiscie mozna sproébowaé policzy¢ potegi 2 oraz 5 dla malych n i zobaczyé przykladowa odpowiedz.
Mozemy pokusi¢ sie jednak o pomystowe rozwiazanie. Ot6z jaka by nie byla szukana pierwsza cyfra c,
z pewnoscia znamy pierwszg cyfre iloczynu 2™ -5 = 10™. Jest to 1. Co mozemy uzyskac na tej podstawie?
Skorzystamy z pomystu, ktory jeszcze si¢ nie pojawil. Zalézmy, ze 2™ ma k + 1 cyfr, a 5™ ma [ + 1 cyfr.
Woéwcezas mozna zapisaé:

2" = (c4r1)-10%, 5" = (c+ry) - 10,

gdzie ¢ jest szukana cyfra, a ri, ro: liczbami wymiernymi z przedziatu [0, 1). Krétko méwiac rq, ro powstaja
przez podzielenie 2" oraz 5" odpowiednio przez 10¥ oraz 10'. Na przyktad:
1024 = (1 +0,024) - 10%.
Teraz wykonujemy iloczyn:
2" . 5" = (c+71) - 10% - (c4rp) - 10%.

A zatem 0 < (c+ r1)(c+ r2) jest dodatnig potega liczby 10. Biorac jednak pod uwage, ze ¢ < 9 oraz
r1,72 < 1 mamy
0<(ct+r)(c+r:) <100 = (c+7r1)(c+1r2)=10.

To szacowanie daje nam od razu wynik ¢ = 3. Istotnie, mamy:
2+7)247r2) <9, (4+r)d+r2) > 16.
Nietrudno widzieé¢, ze biorac n = 5 mamy:
2° =32, 55 =3125.

Prosze sprobowaé pokazaé, ze jesli pierwsze dwie cyfry od lewej w przedstawieniu liczb 2™ oraz 5™ sa
identyczne, to sa to kolejno (od lewej) cyfry 3,1. Podpowiedz: opieramy sie tu na intuicji:

V10 =~ 3.16227766

Ostatnie trzy zadania dotycza liczb palindromicznych.

2. Pokaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n, wzglednie pierwszej z 10, istnieje liczba postaci 11...1 podzielna
przez n.

To dobrze znane zadanie postuzy nam jako wprowadzenie do kolejnych dwéch zadan dotyczacych liczb
palindromicznych. Oznaczmy przez e,, liczbe n cyfrowa 11...1. Wezmy liczbe n, wzglednie pierwsza z 10.
Rozpatrzmy liczby

€1,€2,...€n,Cn41.

Wiréd tych liczb istnieja co najmniej dwie takie liczby e, ey, gdzie a < b, ktérych reszty z dzielenia przez
n sa jednakowe (tych liczb jest wigcej niz wszystkich mozliwych reszt). Wtedy liczba e, — e, jest podzielna
przez n. Zauwazmy, ze

ep — €q = €p_q - 10%.

Poniewaz liczby 10 oraz n sa wzglednie pierwsze, to e, jest podzielna przez n.

Mozna pytaé czy zalozenie, ze n jest wzglednie pierwsze z 10 jest potrzebne. Nie jest ono konieczne, ale
oczywiscie jesli ostatnia cyfra liczby n jest zero, to nie ma takiej liczby k, by kn mialo same jedynki czy
byto jakakolwiek liczba palindromiczna. Okazuje sie, ze jest to jedyne ograniczenie. Nie wykazemy tego
(dowdd mozna znalezé w ksiazce prof. Nowickiego), ale pokazemy prosta obserwacje.

3. Pokaz, ze dla kazdej liczby naturalnej s istnieje liczba naturalna u taka, ze u - 2° jest palindromiczna.
Tym razem bedzie szacowanie. Zapis dziesietny liczby 2° < 10° ma co najwyzej s cyfr. Zapiszmy cyfry

liczby a = 2° w odwrotnej kolejnosci i otrzymana liczbe oznaczmy przez b. Dopiszmy do liczby b (z prawej
strony) s zer. Otrzymujemy liczbe b-10°. Wéwcezas liczba b-10™ +a jest palindromiczna i dzieli sie przez 2°.

Analogicznie pokazujemy, ze dla kazdej liczby naturalnej s istnieje liczba naturalna u taka, ze liczba u - 5°
jest palindromiczna.



4. Niech s(n) oznacza sume cyfr liczby naturalnej n. Pokazaé (choéby dla liczb o niewielkiej liczbie cyfr), ze
dla dowolnych liczb naturalnych a,b mamy:

s(a+b) < s(a) + s(b), s(ab) < s(a)s(b).

Na tej podstawie pokazaé, ze
s(2n) < 2s(n) < 10s(2n),

dla dowolnej liczby naturalnej n, a takze:

<7,

Ostatnie zadanie przeznaczymy na pokazanie ciekawego i pouczajacego zastosowania wzoru (%) podanego
na poczatku. Powyzsze nieréwnosci sg catkowicie zgodne z intuicja, ale jak je udowodni¢? Zaczniemy od
nastepujacej obserwacji, wykorzystujacej pojecie czesci catkowitej [x] liczby rzeczywistej .

Fakt. Dla kazdej liczby naturalnej n o m + 1 cyfrach zachodzi rownosé:
s =n-9(|557) + 7] + [5w] + -+ [57))
B 10 102 3] - Loml) T
Uzasadnienie jest proste. Niech

N=m - 10™ +apm_1-10"" 1+ ... 4+a;-10+ ao,

gdzie ag, ..., am—1 sa cyframi. Wéwczas:
[%1 =y 10" a1 -10™m 24 4 ay- 104 a4
[1%2 = G102 gy - 10™ 73 4+ oay
n o
[107"_ -

Dodajac te réwnosci stronami dostajemy:

n n

[ﬁ}+...+[ﬁ} — a1, A4agy 1-11...14... 4ag-11+a;-1 =
m m—1

am999+am_1999++a299+a19 =

m m—1

Ol =

_ é (am - (10" = 1)+ ...+ a1(10 = 1) + ap(1 — 1)) = %(n— s(n)).

Biorac pod uwage fakt, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej x istnieje m takie, ze [10%] = 0 mozemy

powyzsza sume traktowaé jako nieskoniczona. Bedzie nam tatwiej szacowaé. Teraz dowdd naszej nieréwnosci
jest juz bardzo prosty. Réznica s(a) + s(b) — s(a + b) jest teraz réwna:

”*9([1&01} + [1%2} +...)+b9<{131} + LH +) (a+b)+9({alglb} + h;b} +> -
:g(ﬁgﬂ B {1%1} B LSID +9<[a1?)r2b] B [1&02} B [132D o

Teraz trzeba tylko sprawdzié, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x,y zachodzi oczywista nieréwnosé
[x+y] > [z]+[y]- Dow6d wymaga rozwazenia kilku przypadkéw. Pokazemy jeden z nich. Niech z = [z]+7,
gdzie r > 0,5 oraz y = [y] + s, gdzie s < 0,5. Stad:

[z +y] = [lz] + [yl + 7+ 5] = [2] + [],

bowiem r + s < 1. Czytelnik juz bedzie wiedziat co robi¢ dalej.



Dowdd drugiej nieréwnosci sprowadzimy do dowodu pierwszej. Sprawdzamy najpierw, ze jesli a,b sa

cyframi, to
s(ab) < ab.

Nastepnie, wykorzystujac pokazana wyzej nieréwnosé oraz fakt, ze:
5(10% - n) = s(n),
wykazujemy teze jak nastepuje. Niech

a=am 10" +am_1-10"" 4+ ... +a;-10+ay, b=by 10" +by_1-10"" 1+ ... +bs-10+ by,

gdzie a;, b; sg cyframi. Wtedy iloczyn ab jest sumg wyrazen postaci a;b, 1077 . Mozemy zatem, uzywajac

notacji sumacyjnej, napisac:

s(nm) < Z Z s(a;b;j10"17) = Z Z s(a;bj) < Z Zaibj = (Z ai) (Z bj) = s(n)s(m).

Dowody pozostalych nieréwnosci sa juz teraz prostymi zastosowaniami wypracowanego rezultatu. Poka-

zemy jedynie nieréwnosé
s(2n) < 2s(n) < 10s(2n),

pozostawiajac pozostale fakty jako proste éwiczenia.

7 poprzednich faktéw mamy:

s(2n) = s(n+n) < s(n) + s(n) = 2s(n) = 25(10n) = 2s(5 - 2n) < 2s(5)s(2n) = 10s(2n).
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