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Interesuje nas problem wyznaczania liczby dodatnich dzielnikéw liczby naturalnej wiekszej niz 1. Zacznij-
my od ustalenia o co nam w zasadzie chodzi. Wezmy liczbe 30 i zapytajmy: ile ma dzielnikéw? Na tym
poziomie rachunkowym to nic trudnego, jesteSmy w stanie z pamieci wypisa¢ wszystkie dzielniki:

1,2,3,5,6,10,15,30,

czyli dzielnikow jest 8. A gdybym utrudnit sprawe i powiedzial, ze nie wolno sobie wszystkich dzielnikdéw
wypisywaé, bo w przypadku liczby 30000 zajmie to dtuzsza chwile, to co wtedy? Jak je policzy¢?

Wypisanie dzielnikow to jeszcze nie matematyka. Idea jest taka, zeby policzyé dzielniki a nie, zeby je
wypisa¢. To samo w sobie jest juz szalenie waznym tematem matematycznym. W matematyce wielokrot-
nie trzeba co$ udowodnié, sprawdzié¢, policzy¢ — nie majac mozliwo$ci wypisania sobie wszystkich opcji.
Typowe zadanie tego typu, pochodzace z innego dzialu matematyki to: uzasadnic, Ze co najmniej dwoch
mieszkanicow Warszawy ma w tym momencie dokladnie tyle samo wlosow na glowie. Czy jesteSmy w sta-
nie policzy¢ kazdemu wlosy na glowie? Jest niemozliwe by jednoczesnie zbada¢ wszystkich mieszkancow
stolicy, a tak trzeba by zrobi¢. Nie ma potrzeby! Nie ma zadnych watpliwoéci, ze teza jest prawdziwa.
Dlaczego? Badania pokazuja, ze mamy na glowie do kilkuset tysiecy wloséw, podobno nie wigcej niz
300000. A przeciez mieszancéw Warszawy jest dobrze ponad milion. A wiec niezaleznie od tego ile ma
kazdy wlosow na glowie, to jakby kazdemu dawaé zaswiadczenie ile ma tych wloséw i wydrukowaé 300000
zas$wiadczen, kazde z inna liczba wloséw, to nie starczy ich dla miliona ludzi. Wiec pewna para ludzi ma
ich tyle samo. Zadnych rachunkéw. Tego typu zadan nie brakuje i ilustrujg one co$ bardzo waznego.

Jak policzyé obiekty, ktérych nie umiemy wypisaé¢? Zagadnieniami tymi zajmuje sie dzial matematyki
zwany kombinatoryka. Chcemy poznaé jakie$ wlasnosci kombinatoryczne dzielnikéw, aby méc je zliczac.
Shuza do tego calkiem sympatyczne, z punktu widzenia dydaktycznego, narzedzia: opowiadania, kolo-
rowania, grupowania w druzyny, turnieje itd. Nie chodzi jednak o zadne zaawansowane metody. Mamy
dostepne jedynie metody szkolne. Wiemy czym jest dzielnik i znamy na poziomie intuicji dwie metody
zliczania: zasade mnozenia i zasade dodawania. Znamy tez rozklad na czynniki pierwsze. Wychodzac od
nich musimy reszte zbudowaé¢ sami. Wyprébujmy najpierw nasza intuicje na nastepujacym zadaniu.

Zadanie 1 (Torun 2004). ZnajdZ liczbe majacq cztery dzielniki, jesli wiadomo, ze jednym z nich jest 49.

C67z mozemy powiedzie¢ o szukanej liczbie? Uczen obeznany z metodami olimpijskimi powie zapewne: taka
liczba jest postaci 49k, gdzie k jest pewna liczba calkowita dodatnia. Nastepnie skorzysta z najprostszej
by¢ moze uwagi, jakg mozna sformutowaé na temat zliczania dzielnikéw. Oto jej nieformalna postac.

Uwaga 1. Dzielnik dzielnika jest dzielnikiem, czyli jesli a dzieli b oraz b dzieli c, to a dzieli c.

Czy widaé¢ dlaczego ten fakt jest prawdziwy? Mozna to oczywiscie pokazaé formalnie. Jesli axz = b oraz
by = ¢, dla pewnych liczb catkowitych dodatnich z,y, to ¢ = axy, czyli a dzieli c. Fakt ten ma przyjemny
skutek matematyczny.

Whniosek 1. Jesli m jest dodatnim dzielnikiem n, to m ma nie wiecej dzielnikow, niz n.

Prébujemy, korzystajac z tej obserwacji, wypisa¢ jakie$ dzielniki liczby 49k. Na pewno naleza do nich 1, k
oraz 49k, ale tez 7k, 7, 49. Wypisalidmy w ten sposéb szeé¢ liczb. To za duzo, bo przeciez miaty by¢ tylko
cztery dzielniki. Oznacza to, ze ktére$ z nich sa takie same. Czy wiemy, ze jakie$ z tych liczb na pewno
nie mogg by¢ rowne? Na pewno nie sa takie same zadne z trzech liczb: 1,7,49, ani tez zadne z trzech
liczb: k, 7k, 49k. Trzeba wiec zbadaé pozostale mozliwosci. Liczba 1 moze byé ewentualnie réwna k (na
pewno nie 7k czy 49k, dlaczego?). Wowcezas jednak nasza liczba to 49, ktéra ma tylko trzy dzielniki: 1,
7, 49. Moze wiec 7 réwne jest k lub 7k (na pewno nie jest réwne 49k)? Otéz jesli k = 7, to mamy liczbe



343 = 72. Ona ma tylko cztery dzielniki. Czy to widzimy? Sa to 1, 7, 49, 343. Mozliwoé¢, ze 7 = Tk od-
pada, bo wtedy k = 1, a to juz wykluczyliémy. Wreszcie, moze 49 réwne jest k, 7k lub 49k7 Sprawdzamy
to w poszukiwaniu kolejnej liczby o wtasnosci przedstawionej w zadaniu. Jedli k = 49, to nasza liczba to
74. A zatem ma ona... 5 dzielnikéw! Sa to 1,7, 72,73, 74 Za duzo. Przypadki, gdy 49 réwna jest 7k lub
49k juz rozwazyliémy. A zatem jest tylko 343 spelnia warunki zadania.

Rozwiazanie tego zadania nie tylko sprawdzito nieco nasza intuicje, ale tez po drodze pojawit si¢ kilka
razy motyw, ktéry powinien doprowadzi¢ do nastepujacej obserwacji.

Uwaga 2. Jesli p jest liczbg pierwszq, wowczas liczba p™ ma n + 1 dzielnikow.

Dlaczego ta uwaga jest prawdziwa? Juz wyjasniam. Jesli k jest dzielnikiem p™ to albo jest samo liczba
pierwsza, albo ma dzielnik pierwszy... STOP! Jak to? Dlaczego ma dzielnik pierwszy? Jak uczen tak
zacznie dopytywac, to mozemy sie zdenerwowaé, ale to tez okazja do nauczenia go czego$.

Najgorsze co mogliby$my w tym momencie zrobi¢, to powolac sie na twierdzenie o rozkladzie na czynniki
pierwsze. Prosze sie na mnie nie irytowaé! Taka odpowiedz to gotowiec, a nie odpowiedz. Mozna proscie;j.

Odpowiedz nie jest banalna. Kazda liczba catkowita wigksza od 1 ma dzielnik pierwszy. Gdyby tak nie
byto, to musialaby istnie¢ jaka$ najmniejsza liczba N, co nie ma dzielnika pierwszego. No to prébuje ja
dzieli¢ przez wszystkie liczby naturalne od 2 az do N — 1. Widzicie Panstwo, ze przez zadna z nich nie
moze byé¢ podzielna? Otéz nie moze, poniewaz kazda z liczb od 2 az do N — 1 jest mniejsza niz NAJ-
MNIEJSZA liczba bez dzielnika pierwszego, a wiec ma dzielnik pierwszy! No to N nie moze sie przez nig
dzieli¢, bo zgodnie z uwaga wyzej dzielnik dzielnika jest dzielnikiem! A zatem N nie dzieli si¢ przez NIC
poza 1 oraz sama soba. Czyli jest to liczba pierwsza. Ale to tez zle! Bo N miala by¢ niepodzielna przez
liczbe pierwsza. Wniosek? Takiego najmniejszego N > 1 bez dzielnikéw pierwszych nigdy nie bylo.

Czy teraz widzicie Panstwo jak pokazaé nasza uwage? Jedli dzielnik p™ ma dzielnik pierwszy, to to musi
by¢ p, i nic innego (kazda inna liczba pierwsza jest wzglednie pierwsza z ¢ — czy ja tu nie przemycam czegos
trudnego?). A wiec kazdy dzielnik p™ to musi byé potega p. A ich jest n + 1. Uwaga zostala uzasadnio-
na, a przy okazji przekonaliSmy sie, ze kazda liczba calkowita dodatnia jest liczba dzielnikéw pewnej liczby.

Odeszlismy nieco od gléwnego tematu. Czas na kolejng obserwacje o zliczaniu dzielnikéw.

Uwaga 3. Niech n bedzie liczbg catkowitq dodatnig. Wowczas kazdy dodatny dzielnik liczby n albo jest
kolezenski, albo jest samolubny.

Niech Panstwa nie zdziwi to niematematyczne sformutowanie. Kombinatoryka charakteryzuje sie formu-
towaniem rozmaitych opowiesci ulatwiajacych zrozumienie tego w jaki sposob mozna zliczaé rozne obiekty
matematyczne. O co chodzi powyzej? Ot6z, jezeli liczba d jest dzielnikiem liczby n, to sa dwie mozliwosci:

e istnieje liczba catkowita d’ # d taka, ze n = d - d’,
na przyktad dla dzielnika 2 liczby 30 takim kolega ,do pary” jest liczba 15,

e n = d-d, jak sie¢ dzieje na przyktad dla dzielnika 6 liczby 36. Dzielnik 6 mozna nazwaé¢ samolubnym.

Widzimy wiec, ze z kazda liczba catkowita n mozemy zwiazaé taka spolecznosé jej dzielnikow. Norma
jest, ze kazdy dzielnik ma rézny od siebie dzielnik do pary. Moze tez by¢ wyjatkowa sytuacja, gdy istnieje
jeden wyjatkowy dzielnik, ktéry nie ma innego do pary. Oznacza to, ze liczba n jest wyjatkowa — jest
kwadratem liczby calkowitej. Mozemy teraz wyslowié¢ nasza obserwacje w jezyku matematycznym.

Twierdzenie 1. Dodatnia liczba catkowita ma nieparzystq liczbe dodatnich dzielnikow wtedy i tylko wtedy,
gdy jest kwadratem liczby catkowite;.

Fakt ten byl motywem przewodnim artykulu z 11. numeru Gazetki OMJ Kwadrat. Sprobujmy go zasto-
sowa¢ w kilku sytuacjach.

Zadanie 2 (GWO 2004). ZnajdZ wszystkie liczby naturalne podzielne przez 5 i majgce dokladnie 5 dziel-
nikow naturalnych.

To zadanie moglismy atakowaé juz wczesniej, ale pieé¢ dzielnikéw to jednak dosé sporo. Juz przy czterech
zabrneliSmy w powazne rachunki. Teraz jednak wiemy, ze dzielniki nalezy parowaé i, ze moze sie ewen-
tualnie zdarzy¢ jeden samolubny. Tak bedzie w rozwazanym przypadku. Skoro mamy pieé dzielnikow, to
jest dzielnik ,nie do pary” i to musi by¢ pierwiastek z szukanej liczby? Jaki to pierwiastek? Naturalnie



nie wiemy. Wiemy jednak, ze szukamy kwadratu podzielnego przez 5. Czy umiecie Panstwo pokazaé, ze
kazdy kwadrat podzielny przez 5 musi by¢ podzielny przez 25. To jest kluczowa sprawa. Rzeczywiscie:
5k = n2. Jedli n nie jest podzielne przez 5 to ta réwnoéé nie ma sensu, bo po jednej stronie jest liczba
podzielna przez 5, a po drugiej nie (to, ze to 5, a nie 6 jest wazne, bo niezerowe reszty z dzielenia przez 5
nie mnoza sie do liczby podzielnej przez 5). A wiec n jest podzielne przez 5, a n? przez 25. Czyli szukana
przez nas liczba jest podzielna przez 25. Ma zatem dzielniki: 1, 5, 25, i jeszcze inne dwa. Jedno rozwiazanie
widzimy od razu na mocy naszej uwagi, ze liczba 5% ma 5 dzielnikéw. Czy sa inne rozwiazania? Mamy 5
dzielnikéw, w tym 1, 5, 25. Wiem, ze jeden z nich jest ,samolubny”. To moze by¢ tylko 25. Czyli 5 to
jedyne rozwigzanie.

Zadanie 3 (Szwecja 2006). Liczby calkowite dodatnie a oraz b majg odpowiednio po 99 oraz 101 dodatnich
dzielnikow. Czy iloczyn ab moze mieé dokladnie 150 dodatnich dzielnikéw?

To zadanie ,pachnie juz” prawdziwymi zawodami. Ma dziwne sformulowanie i na pierwszy rzut oka nie
wiadomo co tu zrobi¢. A jednak teraz wiemy juz duzo o liczbach a,b. Maja 99 i 101 kwadratéw, czyli...
nieparzyécie wiele! A ich iloczyn ma parzyscie wiele. Czy to mozliwe? Liczby a i b musza by¢ kwadratami,
a zgodnie z zalozeniem ab nie moze by¢ kwadratem, bo ma parzyscie wiele dzielnikéw. Ale iloczyn dwéch
kwadratéw to kwadrat, czyli z jednej strony ab musi byé¢ kwadratem, z drugiej — nie moze. Sprzecznosc.
Nie ma zatem takich liczb a, b.

Zadanie 4 (Kwadrat nr 11). Czy istnieje liczba o sumie cyfr réwnej 123, ktdra jest kwadratem liczby
catkowitej?

Kolejne zadanie, ktére w pomystowy sposéb wykorzystuje wiedze szkolna. To moglo by spokojnie by¢
zadanie na klaséwke (na najwyzsza oceng). Co to znaczy, ze liczba na sume cyfr 1237 To znaczy, ze jest
podzielna przez 3, ale nie jest podzielna przez 9. Innych kryteriéw podzielnosci z suma cyfr uczniowie
przeciez nie znaja. A moze by¢ kwadrat, ktory jest podzielny przez 3, a przez 9 nie? Juz od dluzszej chwili
moéwimy, ze takie przypadki nie sa mozliwe.

Zadanie 5 (Kwadrat nr 11). Ja$§ wybral pewng dodatnig liczbe calkowitq i powiedzial Malgosi, ile ta
liczba ma dzielnikow. Czy tylko na podstawie tej informacji Malgosia moze rozstrzygngé, czy wybrana
przez Jasia liczba jest szescianem pewnej liczby catkowitej?

To dobry przyktad tak zwanego zadania na kontrprzyktad. Formutujemy pewne przypuszczenie w formie
pytania. Jesli umiemy potwierdzi¢ to przypuszczenie, trzeba przedstawi¢ uzasadnienie. Jesli umiemy mu
zaprzeczy¢, wystarczy podaé przyklad. Otéz mozna tatwo wskazaé¢ dwie liczby calkowite, z ktérych jedna
jest szeScianem, a druga nie jest, a majg te samg liczbe dzielnikow. Sa to liczby 6 i 8. Kazda z nich ma
po 4 dzielniki, a wigc gdybym tylko znal liczbe dzielnikéw, to nie umiatbym odréznié szedcianu od nie-
szescianu. Inna sprawa, ze jesli liczba dzielnikéw jest podzielna przez 3, to liczba nie moze by¢ szeScianem.
Jak to pokaza¢? O tym dalej.

Zadanie 6 (Kwadrat nr 12). Czy istnieje taka liczba calkowita n > 2, Ze liczba n! ma dokladnie 101
dodatnich dzielnikow?

To zadanie w zasadzie powinno by¢ na koficu zestawu, ale ciagle prébuje prowokowaé Panstwa do nie-
korzystania ze wzoru na liczbe dzielnikéw i do zastanawiania sie nad problemem ,takim, jakim on jest”.
Czasem to prowadzi w Slepy zaulek. Taka jest matematyka. Co nam moéwi obecna wiedza? Gdyby dla
pewnego n iloczyn 1-2-...-n mial 101 dodatnich dzielnikoéw, to bylby to kwadrat, bo 101 jest liczba
nieparzysta. Czy n! moze by¢ kwadratem? Musze powiedzieé¢, ze nie znam elementarnego wyjasnienia
tego faktu, ale odpowiedzZ jest negatywna. Do uzasadnienia, wedlug mojej wiedzy, potrzebny jest powaz-
ny wynik —stynne XIX-wieczne twierdzenie Czebyszewa o liczbach pierwszych. Poswieémy mu chwile, bo
warto.

Twierdzenie 2. (Czebyszew, 1852) Dla kazdej liczby calkowitej n > 1 istnieje co najmniej jedna liczba
pierwsza p taka, Ze n < p < 2n.

To twierdzenie mowi co$ wiecej niz to, ze liczb pierwszych jest nieskonczenie wiele. Méwi ono, ze startujac
od pewnej liczby catkowitej mozemy mie¢ pewnosé, ze zanim osiagniemy jej dwukrotnosé, natkniemy sa
na liczbe pierwsza. Prosze zauwazy¢, ze jest wiele nieskonczonych zbioréw liczb catkowitych, ktére nie
maja tej wlasnosci — na przyklad zbiér poteg liczby 3 postaci: {1,3,9,27,81,...}. Pomiedzy 10, a 20 nie
ma potegi liczby 3. Liczby pierwsze, cho¢ nie znamy doktadnie ich rozmieszczenia, zachowuja sie w zaska-
kujaco regularny sposéb. Najwieksze hipotezy matematyczne naszych czaséw mierza sie z tym problemem.



Sprawdzamy teraz, ze n! nie moze by¢ kwadratem. Zatézmy, ze n > 4. Na mocy powyzszego twierdzenia
istnieje liczba pierwsza p taka, ze 5§ < p < n. Skoro n ma by¢ kwadratem, to zgodnie z obserwacjami w
poprzednich zadaniach takze p? musi dzieli¢ n (tak samo jak gdy 3 dzieli kwadrat, to takze 9 go dzieli).
Skoro jednak p? jest dzielnikiem n, czyli p?k = n, to znaczy, ze p jest dzielnikiem liczby pk, ktéra jest

mniejsza od n. Zatem %k > 2. Zatem pk > 2p > n (ostatnia nieréwnosé¢ to znowu tw. Czebyszewa). To

jednak sprzecznoéé, bo pk nie moze byé¢ wicksze od n. Zatem p dzieli n!, ale p? nie. A zatem takiego n > 4
nie ma. Sprawdzenie, ze 2! oraz 3! to nie kwadraty jest proste.

Jest jasne, ze malo kto wpadlby na takie rozwigzanie. Rozwiazanie zadania 6 polega na zauwazeniu, ze
liczba dzielnikéw liczby n!, czyli 101, to liczba pierwsza. Twierdzimy, ze n! nie moze mieé¢ pierwszej liczby
dzielnikow. Wynika to z nastepujacej obserwacji.

Uwaga 4. Jesli a,b sq wzglednie pierwszymi liczbami catkowitymi dodatnimi, to:
liczba dzielnikow a - liczba dzielnikow b = liczba dzielnikow ab.

Jedli znowu zalozymy, ze nie wolno nam korzystaé¢ z twierdzenia o rozkltadzie na czynniki pierwsze, to
trzeba sie bedzie chwile pomeczy¢ i wykorzystaé tzw. Zasadnicze Twierdzenie Arytmetyki. Dowdd zajmie
dhuzsza chwile. Jako, ze w zasadzie bylby on dowodem twierdzenia o rozkladzie na czynniki pierwsze,
pominiemy go (,,To wczedniej nie mogliémy pominaé, a teraz mozemy? Dlaczego”?!). Stwierdzenie, ze a
i b sa wzglednie pierwsze oznacza, ze w rozkladzie na czynniki pierwsze maja rézne dzielniki pierwsze.
Jedli jakas liczba pierwsza dzieli a, to nie dzieli b i odwrotnie. Jesli jednak wezme jakikolwiek dziel-
nik liczby ab to ma on w rozktadzie na czynniki pierwsze jedynie liczby pierwsze z rozktadu a oraz z
rozkladu b i da sie (przez ich wzgledna pierwszos$é) jednoznacznie powiedzieé¢ ktére liczby pierwsze sa
z ktorego rozkladu. Stad kazdy dzielnik ab to w istocie iloczyn dzielnikéw liczby a oraz liczby b (kto-
ry$ z nich moze by¢ réwny 1). Iloczyny tej postaci nie powtarzaja sie, to znaczy: jesli pg = p'q’, gdzie
NWD(p,q) = NWD({',q') = NWD(p,q') = NWD(q,p') =1, to p = p’ oraz ¢ = ¢’. Koniec dowodu.

Jak teraz pokazad, ze liczba dzielnikéw n! jest zlozona (gdy nie wynosi 1). Otéz 2 oraz 3 sa (przewaznie)
dzielnikami n!, a to oznacza, ze w rozkladzie na czynniki pierwsze n! mamy 2¢ - 3% - z, gdzie 2%,3% z to
liczby parami wzglednie pierwsze. Zatem liczba dzielnikéw n! to liczba (a+41)-(b+1)- liczba dzielnikéw z.
Wynika to z faktu, ze 2% ma a + 1 dzielnikéw, a 3° ma b + 1 dzielnikéw. Widzimy wiec, ze n! nie moze
mie¢ 101 dzielnikéw.

Zadanie 7 (Szwajcaria, 1998). ZnajdZ wszystkie liczby pierwsze p takie, Ze liczba p* + 11 ma dokladnie
szesé dzielnikow dodatnich.

To zadanie tez nie ma nic wspélnego z zadnym wzorem, cho¢ méwi o liczbie dzielnikéw, i to konkretnej.
Do rozwigzania ,trzeba tylko zauwazy¢”, ze p? + 11 jest dla p > 4 podzielne przez 3 i przez 4. A to
znaczy, ze p? + 11 jest podzielne przez 12, ktére ma 6 dzielnikéw. Wiecie Panstwo jak to pokazaé? To tez
typowa teorioliczbowa zagadka. Pamigtajmy, ze p jest liczba pierwsza. Musi mieé¢ wigc postac... 6k + 1
lub 6k + 5. Istotnie, p nie moze by¢ postaci 6k, bo bytoby liczba ztozona. Skoro za$ p > 4, to nie moze
by¢ tez réwne 6k + 3. Oczywiscie p nie ma reszty 2 lub 4 z dzielenia przez 6, bo p musi by¢ nieparzyste.
A zatem zostaja tylko reszty 11 5. Ale:

(6k +1)* = 36k% + 12k + 1, (6k +5)* = 36k* + 60k + 25.

Obydwa powyzsze wyrazenia powiekszone o 11 daja liczbe podzielna przez 12 (i nie réwna 12, bo p > 4).
Zatem na mocy pierwszego wniosku p? + 11 ma wiecej dzielnikéw, niz 12, czyli ma ich wiecej niz 6, co
jest niemozliwe. Panstwu polecam sprawdzié¢ co sie dzieje dla p = 2 oraz p = 3.

Tego typu zagadnien jest wiecej. Jedno z nich, bardzo piekne i klasyczne jest nastepujace.

Zadanie 8. Maly majsterkowicz Kazio przygotowal na szkolng dyskoteke efekty swietine wlasnego pomy-
stu. Tysige zZarowek, ponumerowanych liczbami od 1 do 1000, bylo wigczanych i wylgczanych specjalnym
przetgeznikiem. Na poczgtku dyskoteki wszystkie Zarowk: byly wylgczone. Pierwsze nacisniecie przelgczni-
ka zapalito wszystkie Zarowki, drugie naci$niecie zgasito wszystkie Zarowki o numerach parzystych, trzecie
zmienito stan Zarowek o numerach podzielnych przez 3 itd. Ogdlniej, kolejne, k-te nacisniecie przelgcznika
zmienito stan wszystkich zZaréwek o numerach podzielnych przez k. Ktore Zarowki swiecily pod koniec, jesli
w trakcie dyskoteki Kazio nacisngl przelgeznik 1000 razy?



Jak rozwiazaé takie zadanie? Nie da si¢ chyba rozrysowaé sobie 1000 zaréwek i zrobi¢ symulacji 1000
operacji przelaczania zarowek, zgodnie z opisem. Mogloby to by¢ ewentualnie ladne zadanie na projekt
informatyczny. A jednak odpowiedzZ jest niesamowicie prosta i atrakcyjna. Otéz zauwazmy, ze jesli spoj-
rzymy na przyklad na zarowke o numerze 100, to ktére przelaczenia jej dotyczyly? Oczywiscie pierwsze,
bo wtedy zapalono wszystkie Swiatta. Potem drugie, bo 100 dzieli si¢ przez 2, a wigc w drugiej operacji
zgaszono zaréowke o numerze 100. Trzecie przelaczenie nie dotyczylo 100, bo 3 nie jest dzielnikiem 100.
Czwarte przelaczenie zmienilo stan zaréwki o numerze 100. Wlaczylo ja ponownie, bo 4 jest dzielnikiem
100. Czy widzicie Pafistwo zalezno$¢? Zaréwka o numerze 100 zostala przelaczona tyle razy, ile dzielnikéw
ma liczba 100. I to dotyczy kazdej innej zaréwki. Ale to nie wszystko. Udalo nam sie jako$ potaczyé pro-
blem z liczba dzielnikéw, ale jak rozpoznaé zaréwki, ktére po 1000 przetaczen pozostaly zapalone? Otéz
skoro zaczeliSmy od zgaszonych zaréwek, a potem kazda zaréwka poddana jest na przemian zapalaniu i
gaszeniu, to po zakonczeniu przelaczania zapalone sa te, ktérych stan zmienit sie... nieparzyscie wiele ra-
zy! A zatem zapalone zostana tylko zaréwki o tych numerach, ktérych liczba dzielnikow jest nieparzystal
Ale wiemy doktadnie jakie to numery. Sg to kwadraty liczb mniejszych od 1000. Jest ich 31.

Twierdzenie 3. Niech liczba n ma rozklad na czynniki pierwsze postaci:

N=P1 ... DI P2 P2 D5 o..Ds =p]-po> ... pis,
—_— —\— —_——
ai razy as razy as razy
gdzie p1 < p2 < ... < ps $¢ liczbami pierwszymi oraz ai,as, - .., as to liczby catkowite dodatnie. Wowczas

liczba dzielnikow liczby n rowna jest:

(a1 4+1)-(az+1)-...-(as+1).
Nasze wstepne uwagi pozwalaja udowodnié wzér na liczbe dzielnikéw bez problemu. Liczby p{*, p5?, ..., p%e
sg parami wzglednie pierwsze. Kazda z nich ma odpowiednio a1 +1, as+1, ..., as+ 1 dzielnikéw. Z ostat-

niej uwagi wynika zatem, ze liczba dzielnikéw n to iloczyn tych liczb.

Poznalismy zatem wzor na liczbe dzielnikéw. Jakie zadania mozemy rozwiazac z jego pomoca? Czes¢ z nich
wypisalem na liScie ponizej. Sa one rozwigzane w 11. i 12. numerze gazetki Olimpiady Matematycznej
Junioréw ,Kwadrat”. Znajdziecie tam Panstwo jeszcze wiecej przykladdéw, i wiecej metod postepowania.
Zaawansowanych zachecam do lektury tekstu prof. A. Nowickiego (UMK) z serii: Imperium Liczb pod
adresem: http://www-users.mat.umk.pl/~anow/imperium/far04.pdf. Polecam oczywiscie cala serig!

Zadanie 9 (Kwadrat nr 12). Wyznacz wszystkie dodatnie liczby calkowite podzielne przez 100, ktdére majq
doktadnie 15 dzielnikow.

Szukana liczba ma 15 dzielnikéw. Zauwazmy, ze we wzorze na liczbe dzielnikow wystepuja jedynie liczby
wieksze od 1. A liczba 15 ma tylko jeden rozklad na iloczyn liczb catkowitych innych niz 1 i 15, czyli
rozktad 3 - 5. Oznacza to, ze szukana liczba ma tylko dwa czynniki pierwsze. Jeden musi wystepowaé w
potedze 2, a drugi w potedze 4. Wiemy tez, ze nasza liczba jest podzielna przez 100, a wigc na ma pewno
w rozkladzie na czynniki pierwsze liczby pierwsze wchodzace do rozktadu 100, czyli iloczyn 22 - 52. A
zatem ta liczba to 22 - 5 = 2500 lub 2% - 52 = 400.

Zadanie 10 (Kwadrat nr 12). Czy liczba o dokladnie 100! dzielnikach dodatnich moze byé szeScianem
liczby catkowitej?

NIE. Szescian liczby calkowitej ma rozklad na czynniki pierwsze, w ktérym kazda potega liczby pierwszej
jest dzielnikiem liczby 3 (dlaczego?). Oznacza to, ze iloczyn wystepujacy we wzorze na liczbe dzielnikéw,
to iloczyn liczb dajacych reszte 1 z dzielenia przez 3 (dlaczego?) A zatem liczba dzielnikéw sze$cianu
nie jest podzielna przez 3. Natomiast liczba 100! = 2 - 3 - 98! jest podzielna przez 3.



