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Bohaterem tego referatu jest ciag wszystkich kwadratéw liczb catkowitych dodatnich postaci:

1,4,9,16,25, 36,49, 64, 81,100, 121, 144, 169, . . .

Popularnym typem zadan konkursowych jest pytanie o to czy liczba spelniajaca okre$lone warunki moze by¢
kwadratem liczby catkowitej. Pytanie to moze by¢ takze ukryte w zalozeniach zadania, badz réwnowazne tezie.
Oto przykladowe podejscia do tego problemu, ktérym poswiecone zostaly artykuly w gazetce OMJ ,,Kwadrat”.

(1) Badanie zapisu dziesigtnego liczby, na przyklad poprzez nastepujace wlasnosci kwadratéw:
— kwadrat liczby calkowitej moze konczyé sie jedynie cyframi 0,1,4,5 lub 6,
— kwadrat liczby catkowitej musi sie konczy¢ parzysta liczba zer,
— kwadrat liczby nieparzystej ma parzysta cyfre dziesiatek,
— jesli suma cyfr kwadratu jest podzielna przez 3, to jest podzielna przez 9.
(2) Badanie rozkladu liczby na dzielniki pierwsze, na przyklad korzystajac z nastepujacych faktéw:
Q jesli liczba pierwsza p dzieli ab, gdzie a,b sa caltkowite, to p dzieli a lub p dzieli b,
& jedli liczba pierwsza p dzieli a?, gdzie a jest catkowita, to p? tez dzieli a?,
& jesli n? = m2a, gdzie a, m,n sy calkowite dodatnie, to a jest kwadratem,
¢ jedli n? = ab, gdzie NWD(a,b) = 1, to a, b sa kwadratami.
3) Badanie reszt z dzielenia (tzw. reszt kwadratowych), wiedzac choc¢by, ze:
( ych), a Y,

— kwadraty liczb calkowitych daja jedynie reszty O lub 1 z dzielenia przez 3 i 4,
— kwadraty liczb catkowitych daja jedynie reszty 0, 1 lub 4 z dzielenia przez 5 i 8.

(4) Sprawdzanie, czy liczba nie lezy pomiedzy kwadratami dwéch kolejnych liczb.

Odnosniki do artykuléw po$wieconych tym metodom podane sg nizej.

e Lukasz Bozyk, Kwadraty, liczby pierwsze i reszta, Kwadrat 7 (grudzien 2012 r.),

e Joanna Jaszunska, Kwadraty i dzielniki, Kwadrat 11 (grudzien 2013 r.),

e Joanna Jaszufiska, Kwadraty i dzielniki raz jeszcze, Kwadrat 12 (czerwiec 2014 r.),

e Tomasz Kobos, Cyfrowe problemy, Kwadrat 17 (luty 2016 r.),

e Joanna Jaszunska, Réznica kwadratéw, Kwadrat 18 (sierpien 2016 r.),

e Michatl Kieza, Miedzy kwadratami, Kwadrat 20 (wrzesien 2017 r.).
Ostatni artykul poSwiecony jest tematowi, ktory chcemy dzi$ szerzej poruszyé¢. Podstawowa obserwacja to:
Obserwacja 1. Nie istnieje liczba calkowita m taka, Ze dla pewnego catkowitego n mamy:

n? <m? < (n+1)>%

Fakt ten, cho¢ w zasadzie nie wymaga uzasadnienia, jest podstawa wielu zadan, niekoniecznie wcale banalnych.
Trzeba powiedzieé, ze matematycy nie maja pelnej wiedzy o tym co dzieje sie pomiedzy kolejnymi kwadratami.
Jeden z najstynniejszych nierozwiazanych probleméw teorii liczb, tzw. problem Legendre’a brzmi: czy pomiedzy
kazdymi dwoma kolejnymi kwadratami liczb calkowitych dodatnich znajduje sie liczba pierwsza? Problem ten,
obok! hipotezy Goldbacha, problemu liczb blizniaczych oraz pytania o liczbe liczb pierwszych postaci n? + 1
stanowi jedno z najwiekszych wyzwan wspdlczesnej teorii liczb (pominawszy, oczywiscie, hipoteze Riemanna).

Powiedzmy nieco wigcej o réznicach kolejnych kwadratdw.

1Te cztery problemy nazywane s czesto problemami Landau, od nazwiska niemieckiego matematyka Edmunda Landau, ktéry
zestawil je ze soba jako podstawowe, ale ,nieatakowalne przy obecnym stanie matematyki” pytania dotyczace liczb pierwszych
na V Miedzynarodowym Kongresie Matematykéw w 1912 roku. Po stu latach mozna powiedzieé, ze w badaniu tych hipotez
nastapil niemaly postep, ale zadna z nich nie jest potwierdzona, a metody zaangazowane w ich rozstrzygniecie sg niezwykle
skomplikowane. Wybitny wktad w atakowanie tych probleméw ma prof. Henryk Iwaniec, ktérego przetomowe wyniki doceniono na
réwni z osiagnigciami medalistéw Fieldsa i wyrézniono prestizowymi nagrodami Ostrowskiego (2001), Cole’a (2002) i Shawa (2015).



Obserwacja 2. Réznica n + 1-wszego oraz n-tego kwadratu jest n 4+ 1-wszq liczbg nieparzystq.

Dowéd. Oczywidcie (n + 1)2 — n? = 2n + 1.

Powyzsza obserwacja nie jest zwykla ,zabawka matematyczna’, ale podstawa stynnego prawa Galileusza o swo-
bodnym spadaniu (z 1602 roku). Méwiac pogladowo, glosi ono, ze dystanse pokonywane przez spadajacy swo-
bodnie obiekt w kolejnych jednostkach czasu maja sie do siebie jak kolejne liczby nieparzyste.

Whniosek 1. Dwie kolejne liczby catkowite dodatnie nie mogq byé kwadratami.
Whniosek 2. Jesli a, b, ¢ sq trzema kolejnymi kwadratami, to b —a # ¢ — b.

W ostatnim wniosku wystepuje zalozenie, ze liczby a, b, ¢ sa kolejnymi kwadratami. Jest ono kluczowe. Mamy
bowiem 72 — 52 = 52 — 12 = 24. Swoja droga stynne (choé nie najstynniejsze) twierdzenie Fermata z 1670 roku
(rozwiazujace problem Fibonacciego z roku 1225) méwi, ze nawet jesli r6znice pewnych dwéch par kwadratéw
liczb catkowitych (lub ogélniej: liczb wymiernych) sa identyczne, to nie moga by¢ one kwadratami. Innymi slowy,
w ponizszej konfiguracji trojkatow prostokatnych jedna z dtugosci a, b, ¢, d musi by¢ liczbg niewymierna.

Jesli d2 = b2 — a2 = ¢2 — b2, to jedna z liczb a, b, ¢, d jest niewymierna. Zrédlo: Wikipedia. Fermat’s right triangle theorem.

* * *

W ponizszych rozwiazaniach zawsze staramy si¢ ,,wstawié¢ liczbe” pomiedzy kwadraty. W niektorych sytuacjach
mozna to zrobié¢ bezposrednio, a czasami potrzebny jest dodatkowy pomyst. Na poczatku (zwykle) kazdego z roz-
wigzan staram sie wskaza¢ ten ,,pomyst”. Czesto stanowi on bowiem istote rozwiazania zadania konkursowego.
Czasem skorzystamy tez z ,asa w rekawie”: jednego z faktow O, &, #, <>, wymienionych wyzej.

* * *

Zadanie 1. Udowodnij, Ze liczba 100...0300...01 nie jest kwadratem?.
S—— Y—
99 99

ROZWIAZANIE. (za W. Guzicki: Rozszerzony program matematyki w gimnazjum, str. 393) Mamy:

100...0300...01=100...... 0+300...04+1 = 1002 +3 .10 4+ 1.
—_— = — S——
99 99 200 100
Mamy tez
10%%° +2.10"° 41 < 100%°° +3-10'%° + 1 < 10%°° + 4. 100 4 4,
czyli

100 2 100 2
(10" + 1) < 100...0300...0 < (10°°° + 2)=.
99 99
Rozwazana liczba lezy zatem miedzy kwadratami dwéch kolejnych liczb catkowitych, a wiec nie jest kwadratem
liczby catkowitej. Rozumowanie jest catkowicie bezposrednie. Alternatywne rozwiazanie polega na sprawdzeniu,
ze rozwazana liczba daje reszte 2 przy dzieleniu przez 3 (uogélniona cecha z dzielenia przez 3). ]

Zadanie 2. Dla jakich dodatnich liczb calkowitych n liczba n(n + 3) jest kwadratem?
ROZWIAZANIE. Zauwazmy, ze (n + 1)%2 =n? +2n + 1, za$ (n + 2)2 = n? + 4n + 4. Za$ dla n > 0 mamy:
n?+2n+1<n?+3n<n?+4n+4.
A zatem umieéciliémy n? + 3n miedzy dwoma kolejnymi kwadratami. Musi wiec zachodzié réwnosé
n?+2n+1=n?+3n.
Zatem n = 1. ]

Uwaga. Gdyby zalozy¢, ze n moze by¢ niedodatnia liczbg catkowita, to podobna argumentacja daje nieco wiecej
rozwiazan: —4, —3,0. Prosze sprébowaé znalezé odpowiednie szacowania.

2Termin ,kwadrat” oznacza w tym zestawie zawsze: ,kwadrat liczby calkowitej”.



Zadanie 3. Udowodnij, ze iloczyn trzech kolejnych liczb calkowitych dodatnich nie moze byc¢ kwadratem.

RozwiAZANIE. Kluczowe jest wlasciwe oznaczenie trzech kolejnych liczb w postaci: n — 1,n,n + 1 (zamiast
narzucajacego sie bardziej: n, n + 1, n + 2, ktére komplikuje rozumowanie). Jest to konkursowy ,standard”.
Chodzi o mozliwoéé¢ skorzystania ze wzoru skréconego mnozenia (n — 1)(n + 1) = n? — 1. Mamy bowiem:

(n—1Dnn+1) = (n? - n.

Zauwazmy jednak, ze liczby n oraz n? — 1 sg wzglednie pierwsze. Istotnie, jeéli d > 1 jest dzielnikiem n, to przy
dzieleniu n? — 1 przed d dostajemy reszte d — 1. A zatem aby (n — 1)n(n + 1) bylo kwadratem potrzeba, aby
zaréwno n® — 1, jak i n byly kwadratami. Korzystamy zatem z obserwacji <>.To oznacza, ze réwniez n? — 1 oraz
n? sa kwadratami! To jest jednak niemozliwe; dwie kolejne liczby calkowite dodatnie nie moga by¢ kwadratami!
|

Zadanie 4. Wyznacz wszystkie pary liczb catkowitych dodatnich a,b spelniajgcych réownanie
a® + NWD(a?, b%) = b*.

ROZWIAZANIE. Niech d = NWD(a?,b?). Kluczowa obserwacja: d jest kwadratem (réwnym NWD(a, b)?, ale tego
nie uzyjemy). Istotnie, jedli liczba pierwsza p dzieli a? oraz b%, to réwniez p? dzieli a® oraz b* (obserwacja é&).
Tloczyn wspélnych dzielnikéw pierwszych a? i b? to d. A zatem réwnanie z treéci zadania mozna przepisaé¢ do
postaci:

a? +d* =1

a\?2 b\ >
=) r1=(-=) .
(3 +1=(5)
A zatem dostalidémy sytuacje, w ktorej dwie kolejne liczby catkowite dodatnie sa kwadratami. Nie jest to mozliwe,
zatem réwnanie a? + NWD(a?, b?) = b? nie ma rozwiazan w liczbach catkowitych. |

Réwnowaznie:

Zadanie 5. Udowodnij, ze dla kazdej dodatniej liczby calkowitej n liczba v/n + +/n + 1 jest niewymierna.

ROzWIAZANIE. Po raz kolejny rozumujemy nie wprost. Przypusémy, ze ¢ = v/n + 1+ /1 jest liczba wymierna.
Podnoszac obie strony do kwadratu dostajemy:

P=n+D)+2vn-vVn+1+n,
czyli:
2 (2 1
w =+/n(n+1).

Lewa strona powyzszej réwnosci jest liczba wymierna, wiec n(n + 1) musi byé kwadratem liczby wymiernej.
Skoro jednak n(n + 1) jest calkowita, to musi by¢ kwadratem liczby calkowitej. To jest jednak niemozliwe, bo
liczba ta lezy $ciéle pomiedzy n? a (n + 1)2. Uzyskana sprzecznoéé koficzy dowdd. [ ]

Zadanie 6. Znajdz wszystkie dodatnie liczby catkowite n takie, Ze liczba 2™ + 7" jest kwadratem.

R0OzZwWiAZANIE. Dla n = 1 liczba 2™ + 7" réwna jest 9, czyli jest kwadratem. Pokazemy, ze jest to jedyne
rozwiazanie. Pomyst: rozwazmy osobno przypadki, gdy n jest liczba parzysta i gdy n jest liczba nieparzysta.

e Jedlin = 2m, to
<7m)2 = 7" <27L+77L:4M+72m < 1+2_7m+72m _ (7m+1)2,
czyli liczba 2™ 4+ 7™ lezy pomiedzy dwoma kolejnymi kwadratami. Nie moze by¢ wiec kwadratem.

e Jesli n = 2m + 1, to liczba 2™ 4+ 7" daje reszte 3 z dzielenia przez 4, co nie jest mozliwe dla kwadratu.
I nie potrzebujemy do tego kongruencji. Jest jasne, ze 7" = (8 —1)™ i po wymnozeniu n nawiaséw postaci
8 — 1 dostajemy, poza jednym skladnikiem, same skladniki podzielne przez 8. A zatem

™=8-1)"=8k+(-1)",

dla pewnego k, co dla n nieparzystego oznacza, ze 7" daje reszte 7 z dzielenia przez 8, czyli reszte 3
z dzielenia przez 4. To za$, ze 22m+1 = 4™.2 jest podzielne przez 4 jest zupelnie jasne (mamy m > 1). Zatem
prosze nie méwié: ,nie znamy kongruencji”. Mozna znaé, ale mozna tez nie znaé¢ (w szkole podstawowej).



Zadanie 7. Niech x,y bedg liczbami catkowitymi dodatnimi. Wykaz, ze liczby 22 +y + 1 oraz y* + 4z + 3
nie mogq byc jednoczesnie kwadratami. Wskazowka: rozwaz osobno przypadki © > y oraz x < y.

RozwiazaNIE. W zadaniach, gdzie mamy wyrazenia algebraiczne zalezne od dwdéch zmiennych (lub wiecej)
czesto warto rozwazaé¢ osobno wszystkie mozliwosci uporzadkowania tych zmiennych. To jest gléwny pomyst
(wskazéwki do) zadania (poza tym, ze bedziemy ,wkladaé¢ miedzy kwadraty”). Zauwazmy, ze dla > y mamy:

< ty+l1<aP+r+l<a®+2z+1=(z+1)>

Zatem 2% 4 y + 1 lezy pomiedzy dwoma kwadratami. Nie moze byé¢ wiec kwadratem.

Niech z < y. Woéwezas y? < y? +4x + 3. Z drugiej strony y? + 42 +3 < y?> + 4y +4 = (y+2)%. Stad y? +4x +3
lezy pomiedzy kwadratami (prawie kolejnych!) liczb y oraz y + 2. Zatem y? + 42 + 3 nie jest kwadratem, o ile
nie zachodzi réwnoéé y2 + 4z + 3 = (y + 1)2. Wtedy jednak mamy:

vV 4dr+3=(y+1)? =9y*+2y+1,

czyliy = 2z +1, a wiec 22 +y+1 = 22 + 22+ 2. Jednak liczba 22 + 2z + 2 lezy pomiedzy kwadratami kolejnych
liczb:
(412 =0’ 4+2r+1<2®+2r+2 <2 +4r+4=(z+2)°

A zatem jedli y? + 4x + 3 jest kwadratem, to 22 + y + 1 = 22 + 22 + 2 nie jest kwadratem. [ |

Zadanie 8. Niech n bedzie dodatnig liczbg calkowitq i niech d bedzie dodatnim dzielnikiem liczby 2n?. Pokaz,
Ze liczba n® + d nie jest kwadratem.

RozwiAZANIE. Cata trudno$é¢ to wprowadzi¢ dodatkowe oznaczenia i uwierzyé, ze do ,czegos dojdziemy”
(czeste postepowanie w przypadku zalozenia, ze mamy podzielno$é przez liczbe opisang pewnym wyrazeniem).
7 zalozenia zadania istnieje wiec dodatnia liczba k taka, ze

2n? = kd.
Zalézmy, whbrew tezie (po raz kolejny), ze n? + d = m?, dla pewnego catkowitego dodatniego m. Wowczas:

2n?
2 _ 2, 4
m° =n"+ A
czyli
(mk)? = n?(k* 4 2k).
A zatem k? + 2k musi by¢ kwadratem (patrz #). Ale przeciez k? < k? + 2k < (k + 1)2. Dostali$my sprzeczno$é.
|

Zadanie 9. Pomiedzy kolejnymi kwadratami moze byé zawarta wielokrotno$é kwadratu (mamy na przykiad
52 < 2-42 < 62). Pokaz, ze nie istniejg dodatnie liczby calkowite a,b, c,d takie, ze:

a® < bc? < bd® < (a+1)%

ROZWIAZANIE. Zalézmy przeciwnie (kolejny raz), ze istnieja dodatnie liczby catkowite a, b, ¢, d takie, ze zachodza
nieréwnosci podane w tezie, m.in. ¢ < d. Oczywiscie mamy wtedy b > 1, w przeciwnym bowiem przypadku
dostajemy a? < ¢? < d? < (a + 1)?, co nie moze mieé miejsca. Wyjsciowa nieréwnosé przepisujemy do postaci:
2 2
a 2 _ o _(a+1)
— < <dt < —.
b b
Skorzystamy nastepujacej obserwacji: dla dowolnych liczb rzeczywistych z,y nie mniejszych od 1 zachodzi
réwnowaznoéé: x? < y? <= x < y. Zostawiam Czytelnikowi sprawdzenie, ze b < a? (czego i tak nie potrzebu-
jemy). Mamy:
a cecd< a+1
— <c et
Vb Vb
Mamy zatem ¢ — d > 1, natomiast wobec b > 1 mamy
a+1 a 1
=<1,
Vb Vb Vb
co prowadzi do sprzecznosci. A zatem trudnos$é¢ zadania polegala na wykonaniu nieoczywistych dzialan na
nieréwnosciach (prowadzacych do pozornej komplikacji). Warto zapamietaé ten rodzaj szacowanial ]



Zadanie 10. Liczby catkowite a,b spelniajg, dla pewnego n calkowitego, mierdwno$é:
nf<a<b< (n+1)>
Pokaz, Ze ab nie jest kwadratem.

Zanim przedstawie rozwiagzanie tego zadania chcialbym zwréci¢ uwage na to, ze jest ono ,odporne” na pro-
ste szacowania, ktore juz poznalidémy. Oczywiscie jedyne sensowne rozumowanie jakie mozna tu prowadzi¢, to
rozumowanie nie wprost. Trzeba wiec zalozy¢, ze ab jest kwadratem. I co dalej? Mozemy wprost wykorzystac
szacowanie z gory i napisacé:
4 4 _ (2 2
n® <ab< (n+1)"=(n"+2n+1)%

Skoro ab ma byé¢ kwadratem, to musi to byé kwadrat liczby m wickszej od n?, a mniejszej niz n? + 2n + 1.
Nie bardzo widaé jak nalezatoby kontynuowaé to rozumowanie.
Sprébujmy teraz przenie$é bezpoérednio rozumowanie z poprzedniego zadania. Wezmy m? = ab i wstawmy:
m2
n*<a<-—<(n+1)>
a

Po obustronnym pierwiastkowaniu mamy wykazaé, ze:

n<\/5<ﬁa<n+1.

Va

Aby dojé¢ do sprzecznosci wystarczyloby pokazaé, jak poprzednio, ze % —+/a > 1. Réwnowaznie: m —a > \/a,
czylim > a++/a. Wiemy, ze b > a, czyli m? = ab > a(a+1), bo iloczyn kolejnych liczb nie moze by¢ kwadratem!
A zatem m > va? + a. Ale niestety nie ma réwnosci va? + a oraz a+ +/a. Szacowanie nie chee dzialaé! Problem
w tym, ze szacowanie m? > a(a+ 1) mozna poprawié¢. Wymaga to jednak glebszego wejécia w zwiazki iloczynéw
z kwadratami.

ROZWIAZANIE. Zal6zmy przeciwnie, ze ab jest kwadratem. Tym razem zagramy prawdziwego Jokeral!

Kazda liczbe catkowita mozna zapisa¢ w postaci iloczynu kwadratu oraz liczby bezkwadratowej, czyli
niepodzielnej przez kwadrat liczby pierwszej.

Wynika to latwo (czyli jak?) z twierdzenia o rozkladzie na czynniki pierwsze. Mozemy zatem zapisaé a = uv?

oraz b = wz?, dla pewnych liczb catkowitych dodatnich u,v,w, z, przy czym u,w sa bezkwadratowe. Skoro
ab = (w?)(wz?) = (uw)(vz)?

jest kwadratem, to uw jest kwadratem (znowu korzystamy z #). To, co dzieje sie dalej, to moim zdaniem esencja
yalgebraicznego cudu”. Argument jest nastepujacy.

Tloczyn dwoch liczb bezkwadratowych jest kwadratem tylko wtedy, gdy liczby te sa réwne, poniewaz do
rozktadu na czynniki pierwsze liczb u, w kazda liczba pierwsza wchodzi tylko raz.

To znaczy, ze a = uv?, b = uw? sa pomiedzy kolejnymi kwadratami, co jest niemozliwe, zgodnie® z Zadaniem 9.
|

Zadanie 11. C2zy pomiedzy kwadratami dwoch kolejnych liczb calkowitych mozna zmiescié dwa rézne szesciany?
Innymi stowy, czy istniejg dodatnie liczby catkowite a,b,n takie, Ze:

n? <a®<b® < (n+1)*?

RozwiazANIE. OdpowiedZ brzmi: nie istniejg, poniewaz jak sie okazuje, pomiedzy dwa kolejne szesciany moz-
na... wstawi¢ kwadrat! Istotnie, zauwazmy, ze dla dowolnego m > 1 mamy:

(m+1)vVm+1—mym > 1,
co oznacza (wazne ), Ze istnieje x liczba calkowita x taka, ze:

myvm <z < (m+1)vVm+ 1.

3Zadanie 9 jest przydatne takze w znacznie trudniejszych problemach olimpijskich (wciaz nie wymagajacych wiedzy licealne;j),
o czym mozna sie przekonaé czytajac ponizszy tekst: https://www.komal.hu/feladat?a=feladat&f=A717&l=en.




Zatem podnoszac nieréwno$é stronami do kwadratu (wszystkie rozwazane wyrazenia sa dodatnie) mamy:
m? < 2? < (m+1)>3

Oczywiscie (a + 1)3 < b3, co koiiczy dowéd.

Istnieje mniej sztuczkowe rozwiazanie*, oparte o umiejetne wnioskowanie z ukladu nieréwnoéci

n? < a3,
(a+1)7 < (n+1)%
|

Zadanie 12. Niech S, oznacza sume pierwszych n liczb pierwszych. Udowodnij, zZe dla kazdego n > 1 pomiedzy
liczbg Sy, a liczbg Sy4+1 znajduje sie kwadrat, czyli istnieje liczba catkowita m taka, Ze

Sp <m? < Spi1.

ROzZWIAZANIE. Korzystamy z faktu, ze réznica n + 1-wszego i n-tego kwadratu to 2n + 1. Wykorzystamy tez
kolejny znany zabieg konkursowy. Wezmy najwieksze takie N, ze

14+3454+74+94+...+(2N-1)=N2<S,. (%)

Niech p,, bedzie n-ta liczbg pierwsza. Wowczas

2N — 1 < pp.
Inaczej liczby p1, ..., pn, wystepowalyby wéréd liczb 1,...,2N — 1, na pewno nie stanowiac wszystkich z nich,
co by przeczylo (x). W szczegblnosci
2N +1< Pn+1-

7Z tego, ze wybraliémy najwieksze N takie, ze N? < S,, mamy:
Sp < (N+1)2=N?>4+ 2N +1) < Sy +Pps1 = Sns1,

co konczy dowdd. |

Zadanie 13. Podczas porzgdkowania strychu, Zbyszek znalazt stary kalkulator, ktéry potrafi obliczaé pierwiastki
kwadratowe, jednak jego wyswietlacz pokazuje tylko dwie cyfry po przecinku. Przyktadowo, dla /4 urzqdzenie
pokaze 2.00, a dla /6 = 2,44949 . .. bedzie to 2.44. Jaka jest najmniejsza dodatnia liczba catkowita, nie bedgca
kwadratem liczby caltkowitej, ktorej pierwiastek kalkulator Zbyszka wyswietli z dwoma zerami po przecinku?

RozwiazANIE. (Ndboj 2018, zadanie 32). OdpowiedZ to 2501. Oznaczmy przez pdc(n) liczbe dwucyfrowa po-
wstala z pierwszych dwéch cyfr po przecinku liczby \/n, gdzie n nie jest kwadratem (na moment traktujemy
wyrazenia typu 01 jako liczby; tutaj 01 oznacza liczbe 1). Zauwazmy, ze jesli dla pewnej liczby dodatniej k
mamy

P <m<n<(k+1)
to pde(m) < pde(n). Istotnie, czesci catkowite /m, v/n sa identyczne, wiec m < n implikuje, ze {v/m} < {\/n}
(gdzie {z} — oznaczenie tzw. czeSci ulamkowej liczby rzeczywistej x). Oto gléwny bohater: czesé utamkowal!

Obserwacja wyzej pozwala zredukowaé problem poszukiwania najmniejszej liczby n, nie bedacej kwadratem,
dla ktérej pdc(n) = 0, do liczb postaci k% + 1, gdzie k jest liczba calkowita, bo takie sa najmniejsze miedzy
kwadratami.

Latwo widaé, ze cze$é catkowita liczby vk2 4+ 1 to dokladnie k. Warunek pdc(k? + 1) = 00 mozemy wiec

réwnowaznie przepisaé jako
1
vV k2 k< —.
+ 100

Przenoszac k na prawa strone nieréwnosci, podnoszac do kwadratu (obie strony sa dodatnie) oraz porzadkujac

wyrazy, otrzymujemy:
1
k>50(1- .
( 1002 )

Ostatecznie, poniewaz prawa strona jest liczna Scisle pomiedzy 49, a 50, a k jest catkowita, dostajemy k > 50.
Totez n = 502 + 1 = 2501 jest szukana najmniejsza liczba catkowita spelniajaca warunki zadania. |

4 Autorami sa uczestnicy XV warsztatéw I LO w Koszalinie.



Zadanie 14. ZnajdZz wszystkie liczby pierwsze p takie, Ze suma dzielnikéw dodatnich liczby p* jest kwadratem.
ROZWIAZANIE. Skoro p jest liczba pierwsza, to dodatnimi dzielnikami liczby p? sa jedynie liczby:
Lp,p? 0% p".

Szukamy takich p, ze istnieje liczba catkowita = spelniajaca réwnosé:

@?=14p+p*+p° +pt.
Sposéb 1 (nieco sprytny). Zauwazmy, ze mamy:

2p° +p)° <4+’ + P> +p+1) < (2p* +p+2)°

Istotnie, po podzieleniu przez 4 mamy:

2 2 9 2
(p2+§) :p4+p3+pz<p4+p3+p2+p+1<p4+p3+1p2+p+1:<p2+g+1> G

Skoro p* + p + p? + p + 1 ma byé kwadratem, to 4(p* + p* + p? + p + 1) tez musi nim byé, a zatem mamy:
Ap' +p° +p 1) = (2% +p + 1)

co prowadzi do réwnania
P +2p+3=0B-p)(p+1) =0

A wiec p = 3 to jedyne rozwigzanie. Oczywiscie trikowa czeéé to zauwazenie®, ze warto rozwazana sume dziel-

nikéw przemnozy¢ przez 4 (oraz znajomos$é odpowiednich wzoréw skréconego mnozenia).
Sposéb 2. Tym razem bedziemy szacowali mniej doktadnie, ale bardziej intuicyjnie. Zauwazmy, ze x>
sie miedzy kwadratami liczb catkowitych. Mamy:

znajduje

P+ 1) =p" +p*+p+1<p '+’ + P +p+1<p' + 20 + 20 + 2p+ 1 = (P* +p + 1)

2

7 oszacowania tego wynika, ze x jest postaci p? + k, gdzie 1 < k < p+ 1. Mamy zatem:
2 =pt + PP+ +p+ 1=+ k) =pt + 2%k + K
Po przeniesieniu na jedna strone wyrazen zawierajacych p mamy: p + p?(1 — 2k) +p = k2 — 1, czyli
P +p(1—2k)+1) = (k- 1)(k+1). (¥

Jedli liczba pierwsza jest dzielnikiem iloczynu liczb catkowitych, to jest dzielnikiem jednego z czynnikéw ().
A zatem p jest dzielnikiem k — 1 lub k£ + 1. Wobec ograniczenia 1 < k < p+ 1 mamy k = p — 1. Zatem réwnosé
(*) przybiera postaé:
2 _
p(p” +p(B3—2p)+1) = (p—2)p,

czyli
-’ +3p+1=p-2
i dalej
P’ +2p+3=3-pp+1)=0.
A wiec p = 3 to jedyne rozwiazanie. |

Zadanie 15. (Cigg 2,3,5,6,7,8,10,... zloZony jest z liczb catkowitych dodatnich, ktére mie sq kwadratams.
Pokaz, zZe n-ty wyraz tego ciggu jest réwny

n+ {\/ﬁ+;]

gdzie [x] oznacza cze$é calkowitq liczby rzeczywistej x, czyli takq liczbe calkowitq m, ze m < x < m+ 1.

5Dla licealisty, a pomyst ten jest autorstwa uczestnikéw XV warsztatéw I LO w Koszalinie, nie jest to problem, bo wie, ze
funkcja f(z) = a2 jest rosnaca, a jedyna liczba calkowita w przedziale [p? + p/2,p% + p/2 + 1], to p? + p/2 + 1/2, wiec moze od
razu wnioskowaé z szacowania ().



ROzZWIAZANIE. Pokazemy, ze liczba n + [\/ﬁ + %] lezy migdzy dwoma kolejnymi kwadratami. Dokladniej:

2

11° 1 1
Jedli wykazemy te nieréwnosé, wowczas wérod liczb
1
1,2,...,n+ [\/EJFQ}

znajdowaé sie bedzie doktadnie [\/ﬁ + %] kwadratéw: 12,22, ..., [\/ﬁ + %]2 To oczywiscie da nam teze.
Uwaga. W tym miejscu nalezy si¢ zatrzymaé i upewnié, ze rozumiemy poprzednie zdanie!

Dowodzimy (7). Jest to sprytne Zauwazmy, ze /n — [\/n] # % dla dowolnego n calkowitego dodatniego
(juz ta obserwacja jest sama w sobie sympatycznym zadaniem!). Rozwazamy dwa przypadki:

o Vn—[yn] < i Wéwezas [\/n]> <n < ([yn]+ %)2 Zatem [\/n]?> <n < [/n]?> + [Vn] + 1. Stad:
Vit g| ==

A zatem nier6wnoéé (1) przybiera oczywista postaé k2 < k> +k <n+k < (k+1)%? = k? + 2k + 1.

o é/ﬁ(; [Vn] > 1. Wéweczas: ([y/n] + %)2 <n? < ([yn]+1)%, czyli [Vn]?+[vn]+1 < n < [Vn]?2+2[y/n]+1.
tad:

{\/ﬁ+;] =[vn]+1=k+1.

A zatem nieréwnosé (1) przybiera oczywista postaé

(k+1)? =k +k)+k+1<n+k+1<(k+2)? =k +4k+4.

Omoéwione zagadnienia, choé¢ nie przekraczaja mozliwosci zdolnego ucznia szkolty podstawowej, a na pewno
nie wymagaja poznawania bardziej zaawansowanych metod niz te obecne w programie szkolty podstawowej
(potrzeba je jednak przyswoié¢ i gleboko zrozumieé, a nie tylko przerobié), nie sa z pewnoscia latwe. Sam
przeglad metod uzywanych przy stwierdzaniu czy dana liczba jest kwadratem liczby calkowitej robi niemale
wrazenie. Jest to zagadnienie, ktérego horyzont znacznie przekracza nie tylko szkolne, ale i akademickie ramy.
Poszczegodlne zagadnienia wspomniane w tekscie stanowi¢ moga punkt wyjscia do ciekawych prac uczniowskich.
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