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Tytulowe zagadnienie moze na pierwszy rzut oka wydawaé sie¢ niedopasowanym do dziatu ,,Poczatki z OMJ”.
Czy rzeczywiscie poczatkujacego olimpijeczyka warto uczyé akurat o najwiekszym wspélnym dzielniku?
Jest to pojecie, ktore na poziomie definicji matematycznej wymaga pewnej dojrzatosci i wprawy, a jego uzy-
wanie w kontekscie konkursowym bywa dla uczniéw trudne. Jednoczesnie jednak intuicje dotyczace znaczenia
pojecia najwiekszego wspoélnego dzielnika wywodzi¢ mozna z bardzo réznych prostych zagadnien praktycznych.
Najbardziej podstawowe to: zadania dotyczace grupowania obiektéw réznego rodzaju w zestawy (czy tez dru-
Zyny, grupy, paczki) zawierajace tyle samo obiektéw tego samego rodzaju. Zobaczmy proste przyklady.

e Majac 15 czekoladek i 5 batonéw zrobimy maksymalnie 5 zestawow, z ktorych kazdy zawiera tyle samo
czekoladek (trzy) i batonéw (jeden).

e W grupie 15 chlopcéw i 6 dziewczynek wskaza¢ mozna maksymalnie 3 druzyny, z ktérych kazda zawiera
ustalong liczbe dziewczynek (pieé) i ustalona liczbe chlopeéw (dwdch).

e Zestawu 15 kredek i 7 oléwkéw nie mozna rozdzielié ,sprawiedliwie” w zadnej grupie dzieci (innej niz
jednoosobowa) tak, by kazdy otrzymal ustalona liczbe kredek i ustalona liczbe oléwkéw.

Owa ,maksymalna liczba zestawéw/druzyn/paczek” zawierajacych tyle samo obiektéw jednego i drugiego ro-
dzaju, przy czym obiektéw jednego rodzaju jest n, a drugiego jest m wynosi wlasnie NWD(n,m). Definicja ta
moze by¢é w sposéb bardzo prosty rozszerzona do wigkszej liczby obiektow. Jesli chcemy przygotowac paczki
zawierajace jednakowg liczbe czekoladek, batonéw i pomaranczy, przy czym liczba tych obiektéw wynosi odpo-
wiednio p, g, r, to paczek takich mozna przygotowaé maksymalnie NWD(p, ¢, 7).

Powyzsza ilustracja pojecia NWD jest, jak sadze, przydatna w szkole — motywuje wprowadzenie okreslonego
pojecia i daje poczucie, ze mozna je praktycznie stosowaé. Brakuje jej jednak, moim zdaniem, elementu bu-
dzacego zaskoczenie czy zaciekawienie, ktory motywowalby zainteresowanie wtasnosciami NWD i pokazywalto
nieoczywisty sposéb wykorzystania tego pojecia. Z pomoca przychodzi jednak inny, znany od starozytnosci
problem, na tyle atrakcyjny, ze przed ¢wieréwieczem trafil nawet w pewnej postaci do Hollywood.

Zadanie 1. Zeus i McClane muszq rozbroi¢ bombe ukrytq w walizce przez obcigzenie jej pojemnikiem z czte-
rema litrami wody. Dysponujq jedynie dwoma pojemnikami: jeden ma objetosé 8 litréw, a drugi ma objetosé
5 litrow. Mogg pobiera¢ wode z pobliskiej fontanny do tych pojemnikéw, mogq jo wylewaé oraz przelewaé miedzy
pojemnikami. W jaki sposdb odmierzyé mogq 4 litry wody?
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Rozwiazanie jest oczywiscie banalne. Mozna je wykona¢ na wiecej niz jeden sposéb.

e Rozwiazanie pierwsze. Napelniamy pojemnik 5-litrowy. Nastepnie odlewamy 3-litry do drugiego pojemni-
ka, pozostawiajac 2-litry w wiekszym pojemniku. Oprézniamy pojemnik 3-litrowy i przelewamy do niego
2 litry z wiekszego. Napelniamy teraz ponownie pojemnik 5-litrowy i wlewamy z niego wode do mniej-
szego, az sie napelni. W ten sposéb odlejemy z wiekszego pojemnika litr wody i w wiekszym pojemniku
pozostana nam 4 litry.

e Rozwiazanie drugie. Napelniamy pojemnik 3-litrowy i przelewamy nastepnie jego zawarto$é¢ do pojemnika
5-litrowego. Nastepnie napelniamy ponownie mniejszy pojemnik i przelewamy z niego wode do wiekszego
tak, az sie wypelni. W ten sposob w mniejszym pojemniku mamy 1 litr. Oprézniamy teraz wiekszy
pojemnik i wlewamy do niego 1 litr z mniejszego. Nastepnie napelniamy ponownie mniejszy zbiornik i
przelewamy jego zawartos¢ do wiekszego, dostajac w ten sposéb ponownie 4 litry.

Czy istnieje wiecej rozwiazan? Jakie znaczenie ma rozmiar pojemnikéw? Czy umiemy zapisa¢ matematycznie
czynnosci, ktére opisaliSmy wyzej stownie? Za tymi pytaniami kryje sie moim zdaniem warto$¢ dydaktyczna
tego zadania. W rozwiazaniu pierwszym wypetniliémy dwukrotnie pojemnik 5-litrowy i dwa razy przelewaliSmy
jego zawartos¢ do pojemnika 3-litrowego. W ten sposob uzyskaliSmy 4 litry, bo

4=2-5-2-3.

W drugim rozwiazaniu trzykrotnie napelniamy pojemnik 3-litrowy i przelewamy jego zawartos¢ do zbiornika
5-litrowego. Uzyskany wynik pochodzi zatem od réwnoci:

4=3-3—-1-5.
W podobny sposéb wykonaé¢ mozna zadanie, ktére zaproponowalem Panstwu przed zajeciami.

Zadanie 2. Dany jest pelen zbiornik mleka o duzej objetosci (np. ponad 100 litréw). Jas jest w posiadaniu
dwéch pojemnikéw: jeden ma objetosc 5 litréw, a drugi 9 litréw. Jas moze wykonywaé nastepujgce operacje:

e nabierac¢ mleka ze zbiornika do kazdego z pojemnikéw,
e odlewac mleko z pojemnikéw z powrotem do zbiornika,
o przelewaé mleko pomiedzy pojemnikami.
Czy przy pomocy tych operacji Jas jest w stanie odmierzyé 2 litry mleka (pojemniki nie majg podzialki)?
Nietrudno przekonac sig, ze Jas jest w stanie odliczy¢ 2 litry mleka. Oto przykladowa procedura:
(0,0) = (5,0) = (0,5) = (5,5) — (1,9) = (1,0) — (0,1) = (5,1) = (0,6) — (5,6) — (2,9),

gdzie (x,y) oznacza liczbe litréw w zbiornikach w kolejnych krokach: x to liczba litréw mleka w pojemniku
5-litrowym, zas y to liczba litréw mleka w zbiorniku 9-litrowym.

W rozwiazaniu tym czterokrotnie napetniliSmy zbiornik 5-litrowy oraz dwukrotnie oprézniliSmy pojemnik 9-
litrowy. Ponizsze réwnanie wyjasnia zatem calg sytuacje:

2=4-5-2-9.

W jaki sposob rozwiazywaé takie zadania? W istocie rozwiazujemy tu problem, ktéry przekracza program
szkolny. Rozwiazujemy bowiem réwnanie z dwoma niewiadomymi catkowitymi z,y postaci:

2 =bx + 9y.

Liczby x, y spelniajace powyzsze réwnanie catkowite to oczywiscie liczby réznych znakéw. To réwnanie nazywane
jest liniowym réwnaniem diofantycznym. Oczywiscie znajdowanie réznych par (x,y) spelniajacych to réwnanie
mozna interpretowa¢ w jezyku zadania postawionego wyzej. Réwnania tego typu maja (dwa dwoch i wiecej
niewiadomych) ciekawg ceche — albo nie maja rozwiazania, albo maja nieskonczenie wiele rozwiazan. Pierwsza
sytuacje tatwo zobaczy¢ préobujac uzyskaé 2 litry mleka majac do dyspozyci zbiorniki 4-litrowe i 8-litrowe.
Problem ten sprowadza si¢ do znalezienia takich liczb catkowitych x,y, ze

4o + 8y = 2.



Widzimy jednak, ze réwnania napisanego wyzej nie da sie rozwiazac¢. Istotnie, prawa strona tego rownania jest,
niezaleznie od x oraz y liczba podzielng przez 4. Natomiast 2 nie jest podzielna przez 4. Czy widzimy kiedy
istnieje, a kiedy nie istnieje rozwigzanie postawionego problemu? Na poziomie intuicji nietrudno to widzieé: roz-
wiazanie istnieje, gdy poszukiwana objetos¢ wody/mleka jest wielokrotnoscig najwigkszego wspdlnego dzielnika
objetosci pojemnikéow, ktorymi wolno odmierzaé¢ wode. Czy mozna rozszerzaé problem na wigksza liczbe pojem-
nikéw o réznych objetosciach? Oczywiscie mozna. Uzyskamy wtedy réwnania o trzech i wiecej niewiadomych,
zwigzane z pojeciem najwickszego wspolnego dzielnika uktadu liczb.

Nie pokazuje Panstwu powyzszych zadan po to, by nauczy¢ rozwiazywania réownan diofantycznych. Wazna jest
raczej idea, jaka stoi za samym sformulowaniem tych réwnan. Okazuje sie, ze w wielu zadaniach, nawet
bardzo prostych, warto jest operowaé¢ wyrazeniami, ktére pojawiaja sie¢ w tych réwnaniach. Nazywaja si¢ one
kombinacjami liniowymi.

Definicja 1. Niech a,b bedg liczbami calkowitymi. Dowolng liczbe postaci ax + by, gdzie x,y sq liczbami catko-
witymi nazywamy kombinacjg liniowg liczb a,b.

A zatem, patrzac na przyklady wczesniej:
e 2 jest kombinacja liniowa liczb 5 oraz 9
e 2 nie jest kombinacja liniowa liczb 4 oraz 8

Podstawowe pytanie, kluczowe dla nowego spojrzenia na najwickszy wspoélny dzielnik jest nastepujace:
Kiedy liczba calkowita n jest kombinacja liniowa liczb calkowitych a oraz b7

Dokladnie to pytanie stawialiSmy sobie rozwiazujac problem z mlekiem. Odnotujmy teraz dwie prosciutkie
obserwacje, ktore maja ogromne znaczenie.

Obserwacja 1. Jesli liczba d jest dzielnikiem zarcwno liczby a, jok @ liczby b, to jest réwniez dzielnikiem
dowolnej kombinacji liniowej liczb a oraz b.

Obserwacja 2. Liczba NWD(a,b) jest dzielnikiem kazdej liniowej kombinacji liczb a oraz b.

Dowody obydwu tych obserwacji sa niemal oczywiste, jesli umiemy postugiwac sie abstrakcyjna notacja zwiazana
z podzielno$cia. Jedli, zgodnie z tezg pierwszej obserwacji, liczba d jest dzielnikiem zaréwno a, jak i b, to istnieja
liczby calkowite a’ oraz b’ takie, ze a = d-a’ oraz b = d-b'. W szczegblnosci biorac dowolng kombinacje liniows
ax + by liczb a,b mamy:

ax + by = (da")z + (db'y) = d(a'x) + d(V'y) = d(a’z + V'y).

A zatem d jest dzielnikiem ax + by. Skoro kazdy wspdlny dzielnik liczb a, b jest dzielnikiem kazdej kombinacji
liniowej tych liczb, to takze NWD(a, b) ma te wlasnosé.

Powyzsze obserwacje sa niemal oczywiste, a maja bardzo eleganckie skutki. Oto przyklady zadan z konkurséw,
ktére mozna stosunkowo tatwo rozwiazaé za pomoca tej obserwacji.

Zadanie 3. Suma liczba calkowitych a,b jest podzielna przez 3, zas réznica a—b jest podzielna przez 4. Pokazad,
ze liczba 13a + b jest podzielna przez 6.

Zauwazmy najpierw, ze liczba a + b = (a — b) + 2b jest parzysta, a zatem liczba a + b jest podzielna przez 2 i
przez 3, czyli jest podzielna przez 6. A zatem liczba 13a + b = 12a + (a + ) jest podzielna przez 6.

Zauwazmy, ze w istocie mamy a + b = 6k oraz a — b = 4q, dla pewnych k i q, z czego wynika, ze a = 3k + 2¢q
oraz b = 3k — 2q, dla pewnych k, ¢ catkowitych.

Zadanie 4. Pokazaé, ze kazda liczba catkowita wieksza od 6 moze byé zapisana jako suma dwdch wzglednie
pierwszych liczb catkowitych wiekszych niz 1.

Niech m > 6 bedzie liczba calkowita. Jesli m jest nieparzysta, to oczywiscie m = n + (n + 1). Jedli m jest
podzielna przez 4, to 4n = (2n— 1)+ (2n+ 1), a dwie kolejne liczby nieparzyste sa wzglednie pierwsze. Wreszcie
gdy m jest liczbg parzysta, ale niepodzielna przez 4, woéwczas m = (n—2)+(n+2), gdzie n jest liczba nieparzysta.
Dwie liczby nieparzyste rézniace sie o 4 sg wzglednie pierwsze. Dlaczego? Podpowiedz: dzielnik réznicy.



Zadanie 5. Udowodnij, ze utamki

2In+4 30n +1
oraz
14n + 3 12n+1

sq nieskracalne dla kazdego n naturalnego.

Oto rozwiagzanie. Dla kazdego n naturalnego rozwazmy nastepujace kombinacje liniowe:
3(14n+3) —2(2ln+4)=1 oraz 5(12n+1)—230n+1)=3.

Z pierwszej réwnosci wynika, ze pewna kombinacja liniowa liczb 14n + 3 oraz 21n + 4, niezaleznie od n, réwna
jest 1. Zgodnie jednak z obserwacja druga, liczba NWD(14n + 3,21n + 4) jest dzielnikiem kazdej kombinacji
liniowej tych liczb. W szczegélnosci NWD(14n + 3,21n + 4) jest dzielnikiem liczby 1, czyli samo wynosi 1. To
oznacza, ze utamek (21n + 4)/(14n + 3) jest zawsze nieskracalny.

A jak jest w drugim przypadku? Tu potrzeba dodatkowej prostej obserwacji. Wiemy, ze NWD(12n+1,30n+1)
jest dzielnikiem kazdej kombinacji liniowej liczby 12n+1,30n+ 1. A zatem jest to tez dzielnik liczby 3. A zatem
NWD(12n+1,30n+1) réwne jest 1 lub 3. Widaé jednak, ze liczby 12b+1,30n+ 1 daja, niezaleznie od n, reszte
1 z dzielenia przez 3. A zatem ich wsp6lnym dzielnikiem nie jest nigdy 3. Zatem takze drugi rozwazany utamek
jest dla kazdego n nieskracalny.

Zadanie 6. Liczby a,b sq calkowite. Pokazaé, Ze:
(a) Jesli 13 jest dzielnikiem a + 4b, to 13 jest dzielnikiem 10a + b,
(b) Jesli 19 jest dzielnikiem 3a + Ta, to 19 jest tez dzielnikiem 43a + T5a,
(c) Jesli 17 jest dzielnikiem 3a + 2b, to 17 jest tez dzielnikiem 10a + b.
Rozwiazanie korzysta po raz kolejny z kombinacji liniowych. Mamy:
10(a + 4b) — (10a + b) = 399,

43(3a + 7b) — 3(43a + 75b) = 38b,
10(3a + 2b) — 3(10a + b) = 17b.

Zadanie 7. Liczby 2n+1 oraz 3n+ 1 sq kwadratamsi, dla pewnego catkowitego dodatniego n. Pokazaé, Ze liczba
5n + 3 nie jest pierwsza.

Znéw szukamy kombinacji liniowej. Mamy:
5n+3=402n+1) — (3n+1).
A zatem jedli 2n + 1 = a? oraz 3n + 1 = b2, to
5n 4 3 = 4a® — b* = (2a 4 b)(2a — b).

Zatem 2a—b = 1, jedli réznica ta ma by¢ liczba pierwsza. Wowczas jednak b = 2a—1, czyli 5n+3 = (2a+2a—1),
czyli 5n + 3 = 4a — 1, a wiec 5bn = 4a — 4. Zatem a? — 4a + 4 = (a — 2)?> = 1 — 3n, co jest niemozliwe.

Czas wreszcie wyjasni¢ w jaki sposéb najwiekszy wspélny dzielnik wiaze sie z kombinacjami liniowymi. Méwi o
tym nastepujacy wynik.

Twierdzenie 1 (Lemat Bezout). Dla kazdych liczb catkowitych niezerowych a,b istniejg liczby calkowite x,y
takie, ze
az + by = NWD(a, b).

Ten fakt moze by¢ zaskakujacy. Okazuje sie, ze nie tylko kazda kombinacja liniowa liczb catkowitych nieujem-
nych jest podzielna przez najwiekszy wspdlny dzielnik (z tego juz skorzystaliémy), ale po prostu jedna z tych
kombinacji jest najwiekszym wspélnym dzielnikiem. Fakt ten ma olbrzymie znaczenie w teorii liczb. Mozna z
niego wyprowadzi¢ szereg fundamentalnych rezultatéw, na czele z twierdzeniem o rozkladzie (i jego jednoznacz-
nosci) dowolnej liczby catkowitej réznej od —1,0,1 na czynniki pierwsze. Sprébuje pokazaé¢ dowdd tego wyniku.
W tym celu uzyjemy techniki bardzo czesto wykorzystywanej w teorii liczb, ktéra ma tez ogromne znaczenie w
trudniejszych zadaniach. Jest to tak zwana zasada dobrego porzadku.



Wskazéwka 1 (Zasada dobrego porzadku). W kazdym niepustym podzbiorze S liczb calkowitych niewjemnych
wskazaé mozna najmniejszy element, czyli taki element n, Ze dla kazdego elementu m zbioru S mamy: n < m.

Zauwazmy, ze ta prosta zasada korzysta bardzo mocno z zalozen. Gdybysmy zamienili liczby catkowite nie-
ujemne, na dowolne liczby catkowite, to twierdzenie nie byloby prawdziwe, poniewaz biorac za S zbior coraz
mniejszych liczb ujemnych:

-1,-2,-3,...,

nie znajdziemy w S najmniejszego elementu. Réwniez samo zalozenie nieujemnosci liczb to za mato. W poniz-
szym ciaggu utamkéw nie ma elementu najmniejszego:

|
W =
| =

Zeby dobrze zrozumieé dzialanie tej zasady udowodnimy najpierw prostszy fakt niz lemat Bezout, mianowicie
twierdzenie o dzieleniu z reszta.

Twierdzenie 2. (O dzieleniu z resztq) Niech a,b bedg liczbami calkowitymi dodatnimi, przy czym b > a oraz
a # 0. Wowczas istniejq liczby q,r, przy czym q > 1 oraz 0 < r < a takie, Ze:

b=gqa+r.
Liczbe r nazywamy resztq z dzielenia b przez a.

Rozwazamy podzbior liczb catkowitych postaci
b—a,b—2a,b—3a,b—4a,...

Zauwazmy, ze pierwszy element tego ciagu jest nieujemny (bo b > a) i kazdy kolejny element jest mniejszy, niz
poprzedni (bo a > 0). Wybierzmy z tego ciagu wszystkie elementy nieujemne i nazwijmy uzyskany zbiér przez
S. Zauwazmy, ze zbior S jest niepusty i sktada sie jedynie z liczb catkowitych nieujemnych. A zatem istnieje w
nim najmniejszy element, ktéry nazwiemy:

b — ta,

dla pewnego t. Zauwazmy, ze:
b=ta+ (b—ta).

Twiedzimy, ze 0 < b — ta < a. Innymi stowy, twierdzimy, ze éw najmniejszy element zbioru S jest reszta z
dzielenia b przez a. Rzeczywiscie, jest to liczba nieujemna zgodnie z zalozeniem, Zze to najmniejszy element
zbioru S, ztozonego z nieujemnych liczb caltkowitych. Pozostaje pokazaé, ze b — ta < a. Gdyby bylo inaczej,
czyli b — ta > a, wowczas liczba b — ta — a = b — (¢t + 1)a bylaby nieujemna i nalezalaby do zbioru S! Jednak
b—ta >b— (t+ 1)a, co by oznaczalo, ze b — ta nie bylo elementem najmniejszym w S. Otrzymana sprzecznosé
dowodzi, ze b — ta < a. A zatem dowdd jest zakoniczony.

Bardzo podobng technike wykorzystamy w dowodzie Lematu Bezout, przy czym ograniczymy sie do przypadku,
gdy liczby a, b sa dodatnie, dla wiekszej czytelnosci argumentéw. Rozwazmy zbiér L wszystkich wyrazen typu
ax + by, gdzie x,y sa liczbami calkowitymi oraz ax + by > 0. Sa tu wiec wszystkie na przyklad wyrazenia
a+b,2a+b,a+2b, a takze moga by¢ wyrazenia postaci a — b, czy tez 2a — 3b, o ile tylko sa dodatnie. Oczywiscie
a, b sa dodatnie, wiec ten zbidr jest niepusty, zawiera cho¢by a + b. Zgodnie z zasadg dobrego porzadku istnieje
zatem najmniejsza dodatnia kombinacja liniowa liczb a,b. Nazwijmy ten element jako d. Twiedzimy, ze
d = NWD(a,b). Aby to pokazaé, uzyjemy poprawnej, matematycznej definicji NWD, ktéra ma postaé:

Definicja 2. Niech a,b liczbami calkowitymi, z ktdrych co najmniej jedna jest niezerowa. Przez NWD(a,b)
oznaczamy najwiekszy wspolny dzielnik liczb a,b, czyli takg liczbe calkowitqg n, Ze:

e n jest dzielnikiem zardwno a, jak i b,

o jesli liczba m jest rowniez dzielnikiem zaréwno a, jak i b, to m < n.



Jedli chcemy sprawdzié¢ czy jakas liczba d jest najwiekszym wspélnym dzielnikiem liczb a, b, to musimy pokazad,
ze jest wspdlnym dzielnikiem tych liczb oraz, ze jest nie mniejsza niz pozostale dzielniki Skoro liczba d jest
kombinacja liniowa liczb a, b, to istnieja liczby calkowite x,y, ze:

d = ax + by.

Wiemy, ze NWD(a, b) jest dzielnikiem kazdej kombinacji liniowej liczb a,b. A zatem NW D(a,b) jest réwniez
dzielnikiem d. Dzielnik jest nie wigkszy niz liczba dodatnia, ktéra dzielimy, a zatem NWD(a,b) < d. Jezeli
pokazemy, ze d jest zaréwno dzielnikiem a, jak i b, to dowd bedzie zakonczony. Wykorzystamy zalozenie, ze d
jest najmniejszym elementem zbioru L.

Zal6zmy, wbrew temu co oczekujemy, ze d nie jest dzielnikiem a. Zatem na mocy twierdzenia o dzieleniu z reszta
istnieje liczba 0 < r < d oraz k > 1 taka, ze:
a=kd+r.

To oznacza, ze r = a — kd. To jest niemozliwe, bo przeciez:
r=a—kd=a-—k(ax + by) = a(l — lkz) — kby,

jest réwniez elementem zbioru L, i to mniejszym niz d, sprzeczno$é. A zatem d jest dzielnikiem a. Analogicznie
pokazujemy, ze d jest dzielnikiem b. A zatem d rzeczywiscie jest wspolnym dzielnikiem a oraz b, co oznacza, ze
d < g. Dowdd jest zakonczony.

Lemat Bezout ma niezliczone zastosowania. Jednym z najprostszych, bardzo przydatnych na olimpiadach wnio-
skiem jest fakt:

Twierdzenie 3. Jesli liczba pierwsza p jest dzielnikiem iloczynu ab liczb catkowitych a,b, to p jest dzielnikiem
a lub p jest dzielnikiem b.

Znowu rozumowaé bedziemy nie wprost. Zalézmy, wbrew tezie twierdzenia, ze liczba pierwsza p nie dzieli ani
a, ani b. Skoro p nie jest dzielnikiem a, to liczby a oraz p sa wzglednie pierwsze. Innymi NWD(a,p) = 1. W
szczegbdlnosci, na mocy Lematu Bezout istniejg liczby catkowite x,y takie, ze:

px+ay = 1.

Wykorzystamy teraz zalozenie, ze p jest dzielnikiem ab. Przemndézmy strony powyzszej rownoéci przez b, otrzy-
mujac:
pxb + ayb = pxb + aby = b.

Zapisaliémy zatem liczbe b jako sume dwoch liczb calkowitych, z ktérych kazda jest wielokrotnoscia p. A zatem
b jest wielokrotnoscia p, wbrew zalozeniu, Ze nie jest ani dzielnikiem a, ani b. A zatem teza twierdzenia jest
prawdziwa.

Zobaczmy rozwiazanie czterech zadan diametralnie réznej trudnosci, ktére korzystaja z udowodnionego twier-
dzenia. Bardzo czesto zadania te opieraja sie o nastepujacy wariant tego faktu:

Whiosek 1. Jesli liczba a? jest podzielna przez liczbe pierwszq p, to takze liczba a jest podzielna przez p.

Zadanie 8. Liczby calkowite a, b spetniajg wlasno$é NW D(a,b) = 2. Pokazaé, Ze liczby te nie mogq byé obydwie
kwadratamsi liczb catkowitych.

Rozwiazanie jest oczywiste. Kazda z liczb a,b jest podzielna przez 2. Gdyby jednak a = 22 oraz b = 32, dla

pewnych z,y, wéwczas z faktu powyzej liczba 2 bylaby rowniez dzielnikiem x oraz y. To by jednak znaczylo, ze
a oraz b sg podzielne przez 4, co prowadzi do sprzecznosci, bo NWD(a,b) = 2.

Zadanie 9. Liczby calkowite x oraz y sq wzglednie pierwsze. Pokaz, e réwniez liczby y? oraz x +71y sq wzglednie
pierwsze.

Przypuéémy, ze liczba pierwsza p jest dzielnikiem y? oraz = + y. Oznacza to, ze p jest dzielnikiem y, a zatem
takze dzielnikiem (z + y) — y, czyli x. Ale liczby z,y sa wzglednie pierwsze, wiec doszlidmy do sprzecznosci.



Zadanie 10. Zaléimy, Ze liczba a® + ab+ b? jest podzielna przez 9, przy czym liczby a,b sq catkowite. Pokazaé,
zZe zarowno a, jak i b sqg wielokrotnosciami liczby 3.

Zauwazmy, ze
a® 4 ab+b* = (a* — 2ab + b*) + 3ab = (a — b)* + 3ab.

Skoro a?+ab+b? jest podzielne przez 9, to jest tez podzielne przez 3. A zatem takze liczba (a—b)? jest podzielna
przez 3. A zatem na mocy wniosku takze a — b jest podzielna przez 3, czyli (a — b)? jest podzielna przez 9. To
oznacza, ze réwniez 3ab jest podzielna przez 9, a zatem ab jest podzielna przez 3. A zatem na mocy twierdzenia
jedna z liczba a, b jest podzielna przez 3. UstaliliSmy jednak, ze rowniez a — b jest podzielna przez 3. A zatem
obydwie z liczb a, b sa podzielne przez 3.

Zadanie 11. Niech a,b, c,d bedq liczbami catkowitymi dodatnimi takimi, zZe ad = be. Pokazac, ze liczba a+b+c+d
nie moze byé pierwsza.

Pomyst jest taki: zalézmy whrew tezie, ze liczba a + b+ ¢+ d = p jest pierwsza. Mamy zatem d =p—a — b — ¢,
czyli z zalozenia:
ad=a(p—a—b—c)=bc.

W rezultacie
ap = ad + a*> + ab+ ac = (a + b)(a + ¢).

Oznacza to, ze liczba pierwsza p jest dzielnikiem iloczynu (a+b)(a+-c). W szczegdlnosci, zgodnie z Twierdzeniem
wyzej, liczba pierwsza p jest dzielnikiem a+0b lub a+ c. To jest jednak niemozliwe, bo skoro a, b, ¢, d sa dodatnie
orazp=a—+b+c+d, top>a-+boraz p > a+ c. Otrzymana sprzecznosé¢ pokazuje, ze suma a + b + ¢+ d nie
moze by¢ liczba pierwsza.

Opisane metody oczywidcie w zadnym stopniu nie wyczepuja zagadnien dotyczacych NWD. Chcialem skupié¢
sie na zagadnieniach wyrastajacych z rownan diofantycznych liniowych, choé i tu nie powiedziatem wszystkiego.
Dopiero zaznajomienie si¢ z algorytmem Euklidesa pozwala na pelne operowanie powyzszymi pojeciami i na
rozwiazywanie kolejnych zadan. Opiera si¢ on o nastepujaca obserwacje:

Twierdzenie 4. Niech a,b bedg niezerowyma liczbami catkowitymsi. Wowczas:
NWD(a,b) = NWD(a—b,a) = NWD(a,b — a),
przy czym przyjmujemy, ze NWD(z,y) = NWD(z, —y).

Na wlasnosci tej oparte jest mndstwo ¢wiczen dotyczacych NWD, przy czym nie wprowadzatem jej w trakcie
seminarium do$¢ celowo. Bardzo czesto wykorzystuje sie tg wlasno$é w polaczeniu z réznymi algebraicznymi
i teorioliczbowymi sztuczkami, na ktérych oméwienie nie ma za wiele miejsce w seminarium pokazujacym
podstawy dzialania na najwiekszym wspoélnym dzielniku. W bardzo wielu problemach dotyczacych NWD nalezy
wprowadzi¢ te wielko$¢ jako zmienng i wykonywaé na niej rozmaite rachunki. Przyktadem zadania tego typu
jest Zadanie 1 z finatu V. OMJ. Ja réwniez chciatbym pokazaé jeden przyklad zadania tego typu, trudniejszy niz
pozostale. Zawsze jednak trafia nam sie uczen, ktéry potrafi wszystko zrobi¢. Takie zadanie moze by¢ dla niego
sporym wyzwaniem (nawet dla licealisty to méglby by¢ zabGjczy problem, choé raczej nie dla olimpijczyka).

Zadanie 12. Liczby calkowite dodatnie a,b majg te wlasnosé, ze suma

a+1 b+1
+
b a

jest liczbg calkowitg. Pokaz, Ze

NWD(a,b) < Va+b.

RozwIAZANIE. Wykorzystamy kilka prostych trikéw (wykorzystanie ich w jednym zadaniu nie jest oczywiste).
Po pierwsze zauwazmy, ze nieréwnosc:

NWD(a,b) < Va+b

jest réwnowazna nieréwnosci:

a+b
7>
NWD(a,b)2 =



. . . a b . . . .
Druga sztuczka polega na zauwazeniu, ze skoro NWh@p ' NwWbap 5% liczbami calkowitymi, to ma sens

a7

patrzenie na wyrazenie typu NVV];iéjab)z’ ktore jest liczba catkowita. Rozpatrzmy wyrazenie:

a-+b a+b ab a+b ab

NWD(a,0)2  NWD(a,0)2 ab  ab NWD(a,b)2’

Pierwszy z czynnikéw wyglada jakby mial cos§ wspdlnego z zalozeniem dotyczacym catkowitosci liczby

a+1 b+1 a?+a+b*+0b
+ = .
b a ab

Teraz potrzeba odrobiny algebraicznego geniuszu. Niech d = NWD(a, b). Mamy:

a+b_a2+a+b2+b a? b2

d2 d2 d2 2 2
B a+1+b+1 a é a72 ﬁ
U b a d d d &2

Prawa strona jest liczbg calkowita, jako iloczyn dwdéch liczb catkowitych % + b%l oraz § - g pomniejszony o

sume g—z — Z—z. A zatem
dodatnia. Stad

WJEZW jest liczba catkowita. jest to iloraz liczb dodatnich, a wiec liczba calkowita

a+b 51
Nt x TN/ 1.9
NWD(a, b)? ’
co jest rownowazne wyjéciowej nieréwnosci. [ |
* ok %

Na koniec chcialbym wrécié na chwile do réwnan diofantycznych postaci ax + by = d, od ktorych zaczeliSmy
nasze rozwazania. Myéle, ze warto wiedzie¢, ze istnieje ciekawa dziedzina zagadnien i probleméw otwartych
wywodzacych sie od nastepujacego problemu.

Pytanie 1. Zaldzmy, Ze dysponujemy nieograniczonymi zasobami monet o nominalach 5 1 9. Czy jest jakas
kwota, ktorej nie zaplacimy przy uzyciu tych monet? Jaka jest najwieksza mozliwa kwota tego rodzaju?

Zauwazmy, ze owa kwota musi nie by¢ rozwiazaniem rownania 5x 4+ 9y = n, przy czym tym razem zakladamy,
ze x oraz ¥y sg liczbami nieujemnymi! Problemy te rozwazane byly juz w XIX wieku, a w wieku XX zostaly
spopularyzowane na przyklad w postaci tzw. McNuggets Problem. Dla liczb 5 i 9 najwigksza kwota, ktérej
nie mozna zaptaci¢ do 31. To kolejny sympatyczny temat na rozmowe edukacyjna. Tu pojawia sie juz sporo
trudnych zagadnien i twiedzien, choé¢ da sie o nich méwié¢ zupelnie przyziemnie. Na przyklad liczba 31 to nie
przypadek, ale wielkosé¢ wzieta z formuty:

31=5-9-5-9.

Ogdlny wynik, ktéry pokazuje, ze dla monet o nomilatach (catkowitych) x, y najmniejsza kwota, ktérej nie mozna
zaplacié¢ jest zy —x — y nalezy do znanego brytyjskiego algebraika Sylvestera. Dow6d zrozumie juz bardzo dobry
uczen szkolty podstawowej, na poziomie laureata OMJ. Ale to opowiesé na inny referat. Dla trzech nominatéw
takiego wzoru opisujacego najwieksza mozliwa ,nierealizowalna kwote” (nazywana czesto liczba Frobeniusa) nie
znamy do dzi$. Mozna o tych sprawach poczytaé na przyklad w dostepnym online artykule autorstwa Kamili
Lyczek z czasopisma Delta (4/2014): Kraina dwdch monet (pisany z przeznaczeniem dla dzieci).



