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Celem tego seminarium jest opowiedzenie o rozmaitych zastosowaniach i rozwinigciach dobrze znanej obserwacji.

Obserwacja 1. Jedli liczby rzeczywiste x, y spelniaja warunek
z-y=0
tox =01lub y=0.

Liczby rzeczywiste mozna w dalszych rozwazaniach zastapi¢ obiektami lepiej znanymi uczniom, np. liczbami
calkowitymi lub wymiernymi (nie ma to znaczenia dla samych rozumowan). Podstawowa strategia bedzie zawsze
wyprowadzenie z warunkéw zadania réwnosci, w ktérej po jednej stronie jest iloczyn, po drugiej zas zero.

Zadanie 1. (II OMG, III etap) Wyznacz wszystkie trdjki (a,b,c) liczb rzeczywistych spelniajgce uklad réwnar:

ab=a+b
bc=b+c
ca=c—+a

ROZWIAZANIE. Rozwiazanie korzysta jedynie ze szkolnych pomystéw i Obserwacji 1. Odejmujemy stronami
roéwnanie drugie od pierwszego. W efekcie uzyskujemy ab — bc = a — ¢, czyli po przeksztalceniach

(b—1)(a—c)=0.

Stad, na mocy Obserwacji 1, mamy b = 1 lub a = ¢. Przypadek b = 1 nie moze by¢ spelniony, gdyz wtedy

pierwsze réwnanie przybiera postaé sprzeczna a = a + 1. Wobec tego a = c¢. Analogicznie rozpatrujac drugie

i trzecie réwnanie dostajemy b = a. W efekcie otrzymujemy a = b = c¢. Z pierwszego réwnania mamy wowczas
2 .

a” = 2a, czyli

ala—2) =0.
Ponownie korzystamy z Obserwacji 1 dostajac a = 0 lub a = 2. Stad (a,b,¢) = (0,0,0) lub (a,b,¢) = (2,2, 2).
Bezposrednio sprawdzamy, ze uzyskane tréjki (a, b, ¢) istotnie sa rozwiazaniem danego uktadu réwnan. |

Zadanie 2. (Facebookowa Liga OMG, edycja 2013/14) Liczby rzeczywiste a,b, c,d spelniajg réwnosci
(a+b)(c+d)=(a+c)b+d)=(a+d)(b+c).

Udowodnij, ze co najmniej trzy z liczb a,b, c,d sqg réowne.

ROZWIAZANIE. Przeksztalcajac réwnowaznie zwiazek (a + b)(c + d) = (a + ¢)(b + d) uzyskujemy kolejno:

ac+ bec+ ad + bd = ab + be + ad + cd,
ac+ bd = ab+ cd,
a(c—b) =d(c—b)
(a—d)(c—b)=0.

Stad otrzymujemy dwa przypadki: (1) a = d lub (2) b=c. Analogicznie réwnosé¢ (a + b)(c+d) = (a4 d)(b+ ¢)
mozemy doprowadzi¢ do postaci (a — ¢)(d —b) = 0. Znéw sa dwie mozliwosci: (A) a = ¢ lub (B) b = d. Lacznie:
e jezeli (1) oraz (A), to zachodza réwnosci a = ¢ = d,
e jezeli (1) oraz (B), to zachodza réwnosci a = b = d,
e jezeli (2) oraz (A), to zachodza réwnosci a = b = ¢,
(2) (B)

e jezeli (2) oraz (B), to zachodza rownosci b = ¢ = d.



Zachecam do samodzielnego rozwiazania zadan 1 i 2 z zawodéw OMJ dotaczonych na koncu tego dokumentu
w oparciu o rozwazang metode. Zadania te, cho¢ otwieraly zestawy konkursowe, sprawily uczestnikom wiele
probleméw (patrz tez opracowanie najczestszych bledéw wystepujacych na zawodach II stopnia XVI OMJ:
https://omj.edu.pl/uploads/attachments/2etap21r.pdf, str. 5-8), gléwnie przez tzw. blad dzielenia przez zero.

Zadanie 3. Liczba rzeczywista x oraz liczby dodatnie a,b, c spelniajq warunek

r—a—-b xz—-b—c x—c—a
+ = 3.

c a b
Wykaz, Ze x =a+ b+ c.
ROzZwWIAZANIE. Po raz kolejny chcemy, aby po jednej ze stron rozwazanej réwnosci znalazlto sie zero. Nietrudno
przenies¢ 3 na druga strone, ale kluczowe jest zrobienie tego w odpowiedni sposéb. Metoda ta jest niezwykle

przydatna w dowodzeniu nieréwnoéci. Pomyst jest taki, aby liczbe 3 znajdujaca sie po prawej stronie réwnosci
wyzej rozbié¢ na trzy sktadniki i przenie$é¢ na druga strone do postaci:

(m_l>+(m_1)+($—<ﬂt_1>:0.
c a b

Wydaje sie, ze tylko skomplikowali$émy sobie zycie. W algebrze czesto jest tak, ze aby uprosci¢ pewne wyrazenie
trzeba je najpierw skomplikowaé. W tym przypadku réznice wystepujace w powyzszych nawiasach zamieniamy

na ulamki:
r—a—b—c r—b—c—a rT—c—a—2>b
+ +———)=0.
c a b

Widzimy teraz, ze w liczniku powyzszych sktadnikéw znajduje sie ta sama liczba © — a — b — ¢. Wyciagajac ja
przed kazdy z nich dostajemy:

1 1 1
—a—b— -+-+—-)=0.
(x—a c) (c +ot a)
Na mocy Obserwacji 1 mamy zatem x —a —b—c =0 lub % + % + % = 0. Liczby a, b, ¢ sa jednak dodatnie, wiec

druga mozliwo$¢ nie moze zachodzi¢. Zatem x = a + b + c.

Uwaga 1. Niedo$wiadczeni uczniowie moga odczuwacé pokuse ,,udowodnienia” tezy przez wstawienie do wyjscio-
wego warunku a + b+ ¢ w miejsce x. Doprowadzi to, po prostych rachunkach, do tozsamosci 0 = 0. Wnioskujac
jednak stad, ze x = a + b + ¢ jest jedynym rozwiazaniem wyjsciowego réwnania uczniowie popelnia blad lo-
giczny — pomyla zalozenie z teza. Chodzi o to, by z réwnosci podanej w tresci zadania wyprowadzi¢ warunek
x = a+ b+ ¢, nie zas tylko by stwierdzié, ze liczba x = a + b+ ¢ te réownos¢ spelnia. Zauwazmy jednak, ze pod-
jecie tej ,naiwnej proby” prowadzi¢ moze do odgadniecia sztuczki niezbednej do przeprowadzenia wtasciwego
rozumowania! poprzez ,odkrycie”, ze w kolejnych sktadnikach ,brakuje” odpowiednio utamkéw e, %.

Uwaga 2. Bardziej (lub za bardzo) doswiadczeni uczniowie moga uznaé, ze po prostu trzeba wymnozy¢ wszystko
przez abc i wyznaczy¢ x. Takim $miatkom moge tylko powiedzieé, ze w oryginalnej tezie tego zadania nie bylo
powiedziane ile ma wynosi¢ x. To troche oslabia zapal do rozwiazan sitowych (wrécimy do tego przy Zad. 5). B

Zadanie 4. (XIV OMJ, I etap) Liczby catkowite a,b,c sq rézne od 0 i spelniajg zaleznosé

a a—l—c2

b+ c? b -
Wykaz, Ze a+b+ ¢ < 0.
RoOzwIAZANIE. Przeksztalcajac réwnowaznie dana w treéci zadania réwnosé, otrzymujemy kolejno
(a4 )b+ c*) = ab,
ab+ ac® + bc? + ¢* = ab,
Ala+b+c?) =0.
Korzystamy z Obserwacji 1. Skoro ¢ # 0, to ¢® # 0 i mamy a + b + ¢®> = 0. A zatem wystarczy pokazaé

nastepujaca nieréwnosé:
a+b+c<at+b+c?=0.

1Jest jeszcze inna droga ,ratujaca” to podejscie. Jak stusznie odnotowano podczas seminarium, uczen znajacy pojecie funkcji
moze zauwazy¢, ze lewa strona jest niestala funkcja liniowa zmiennej x i stad wskazane rozwigzanie musi by¢ jedyne.



Sprowadza si¢ ona do nieréwnosci ¢ < ¢2. Jest ona prawdziwa dla dowolnej liczby catkowitej (ale nie dla dowolnej
liczby wymiernej — warto powiedzie¢ o tym uczniom zanim dowiedza sie czym jest ,delta”). Réwnowaznie:

0<c(c—1).

Jedli ¢ = 1, to prawa strona jest zerem. Dla ¢ # 0,1 obie liczby ¢ oraz ¢ — 1 sa rézne od zera. Poniewaz sa to
liczby catkowite rézniace sie o 1, wiec nie moga by¢ przeciwnych znakow. |

Zadanie 5. Pokazaé, ze jesli liczby rzeczywiste x,y, 2, a, b, ¢ spetniajq uktad rownan:

(z—2)(x—y)=a
(x—y)(y—z):b )
(y—2)(z—x)=c

to ab+ bc + ca = 0.

RozwiAZANIE. To zadanie jest pewnym uproszczeniem zadania z II etapu XV Olimpiady Matematyczne;j.
Na pierwszy rzut oka moze wydawaé si¢ nieco nieeleganckie — duzo zmiennych, do$¢ abstrakcyjny warunek.
Oryginalny problem kazal rozwiazaé¢ ten uklad réwnan ze wzgledu na z,y, z przy danych a,b,c¢ — odsylam
do Archiwum Olimpiady Matematycznej. Pokaze dwie drogi rozwigzania. Jedna — bazujaca na bardzo eleganc-
kim pomysle i nawiazujaca do poprzedniego zadania, a druga — nasladujaca oryginalne rozwiazanie sprzed lat.

Sposéb ,branzowy”. Nalezy dokladniej przyjrzeé¢ sie czynnikom wystepujacym po lewych stronach powyz-
szych rownosci. Mamy bowiem:
-y +y—2)+(z—2)=0

Ta obserwacja (ta metoda — zawsze gdy rozwazany jest iloczyn warto sprawdzié¢ co wiemy o sumie czynnikéw)
rodzi podejrzenie, ze jesli przepiszemy warunek ab+ bc+ ca = 0 po prostu korzystajac z kolejnych réwnan to po
dhugich rachunkach dostaniemy teze. Rachunki mozna jednak bardzo elegancko skrocié¢ korzystajac ze znanego
triku: tworzymy nowe zmienne!

ri=r—y, S=y—z, t:=z-—x.

Nasz uktad rownan przybiera postacé:

tr=a
rs==o
st=-c

Teraz mamy:
ab+ be + ca = (tr)(rs) + (rs)(st) + (tr)(st) = rist + rs’t + rst®> = rst(r + s+ t).
Wiemy jednak, ze r+ s+t = (z —y) + (y — 2) + (2 — x) = 0, co kohczy dowdd.
Sposéb ,firmowy”. PrzejdZzmy do rozwigzania oryginalnego. Pokazuje ono bogactwo pomystéw algebraicz-

nych zupelnie oderwanych od wzoréw skréconego mnozenia. Poczatek to typowe podejscie przy rozwiazywaniu
uktadéw réwnan: dazymy do zastgpienia kilku warunkéw jednym — mnozymy réwnania stronami, dostajac:

(x —y)%(z — 2)?(y — 2)* = abe.
Trzeba rozwazy¢ dwa przypadki: abe = 0 oraz abc # 0 (po lewej stronie jest kwadrat, wiec abe > 0).

e Niech abc = 0. Wéwezas mamy (x — y)?(2 — x)%(y — 2)? = 0. A zatem jeden z czynnikéw jest réwny 0,
czyli dwie z trzech zmiennych x,y, z sa rowne. Wezmy na przyklad z = y. Wowczas a oraz b sa réwne 0,
czyli ab+ bc + ca = 0.

e Niech abc # 0. Co teraz? Aby byla mowa o rozwiazaniach musi byé¢ abc > 0 i mozemy napisac:
(x—y)(z—z)(y — 2) = £Vabe.

Teraz mozemy na przyklad skorzystaé z tego, ze (x — y)(z — ) = a i dostaé a(y — z) = v abc. Podobnie
dostaniemy warunki b(z—z) = +v/abc oraz ¢(x—y) = £V abe. Teraz kolejna sztuczka: mnozymy otrzymane
warunki odpowiednio przez be, ca, ab. Mamy wiec:

abe(y — z) = £V abebe
bac(x — y) = £V abcac

cab(z — x) = £V abcab



Skoro zatozyliSmy, ze abc # 0, to mozemy podzieli¢ kazdy z warunkow przez v/ abe i dostajemy:
+Vabe(y — z) = be
+Vabe(z — x) = ac
+Vabe(x —y) = ab
Dodajac stronami te réwnania otrzymujemy, o zaskoczenie:
tVabe(y—z+z—x+x—y)=0=bc+ ac+ ab,
co konczy dowdd.
|
Zadanie 6. Zamieniono kolejnosé liczb 1,2,...,n uzyskujgc cigg liczb aq,aq,...,a,. Wykaz, Ze jesli n jest
liczbg nieparzysta, to iloczyn
(a1 —1)(az — 2)(ag — 3)...(an — n)
jest liczbg parzystq.

RozwiazANIE. To zadanie jest ponad stuletnim klasykiem (Austro-Wegry, rok 1906, ale bylo takze na I etapie
XIX OM), bardzo pieknym. Zanim péjdziemy dalej odnotujmy tylko, ze dopuszcza sie w nim koncepcje ujem-
nych liczb parzystych. Nie jest to dalekie odejécie od programu szkolnego. W zadaniach konkursowych trzeba
niekiedy zalozy¢, ze dzielniki moga by¢ ujemne (i bedziemy to robié, bo to jest w istocie ,calkiem naturalne”).

Jaki jest cel tego zadania? Chodzi (miedzy innymi) o reklame nastepujacej, oczywistej obserwacji.

Obserwacja Jesli liczby catkowite z, y spelniaja warunek
x -y jest liczba parzysta

to = jest liczba parzysta lub y jest liczba parzysta.

Czy umiemy pokazaé, ze jedna z liczb a; —1, ..., a, —n jest parzysta? Okazuje sie, ze tak (i to na kilka sposobdéw),
a ponizszy pomys! jest zaskakujacy i blyskotliwy (choé¢ uzyty po raz kolejny) — popatrzymy na sume tych liczb:

(a1 —1)+(a2—=2)+...4+(@an—n)=(a1+...+an)—(1+2+...+n)=(1+2+...+n)—(1+24+...+n) =0.

Suma liczb a1 —1,a3—2, ..., a, —n réwna jest zero, niezaleznie od kolejnosci w jakiej ustawiono liczby 1,2,...,n,
aby uzyskaé liczby aq,as, ..., a,. To bardzo tadny niezmiennik. Za jego pomoca natychmiast znajdujemy roz-
wigzanie korzystajac z nastepujacej obserwacji.

Suma nieparzy$cie wielu skladnikow jest parzysta tylko wtedy, gdy choc jeden skladnik jest parzysty.

Oto i nasz przypadek: mamy nieparzyscie wiele sktadnikow, ktérych suma rowna jest zero, czyli liczbie parzyste;j.
A zatem jeden ze skladnikéw, czyli jeden z czynnikéw wyjsciowego iloczynu, jest liczbg parzysta. |

W tym miejscu Czytelnik mogltby zapytaé czy to zadanie ma co$ wspoélnego z Obserwacjg 1 poczyniona na
poczatku? Dlaczego nagle z zagadnien algebraicznych przeniedliémy sie do teorii liczb? Wystarczy, ze przefor-
mulujemy obserwacje wyzej, a przekonamy sie, ze jest ona blizniaczo podobna do Obserwacji 1.

Obserwacja 2. Jeli iloczyn liczb catkowitych ry daje reszte zero przy dzieleniu przez 2, to jedna z liczb z
lub y daje reszte zero z dzielenia przez 2. Ogdlniej?, jesli iloczyn liczb catkowitych daje reszte zero przy dzieleniu
przez liczbe pierwsza p to jeden z czynnikéw daje reszte zero przy dzieleniu przez p.

Widzimy zatem, ze ,zero” wystepuje jakby w dwdch rolach: jako ,liczba rzeczywista zero” oraz jako ,reszta
zerowa” (bedzie jeszcze trzecia rola, nieco inna). Powyzsza obserwacja nie jest oczywidcie prawdziwa, jesli liczbe
pierwsza p zastapimy dowolng liczbg zlozona. Istnieje wspélne algebraiczne wyjadnienie wskazanej analogii,
zwiazane z pojeciem ,ciala”, co nie jest dla nas istotne. Samo istnienie wskazanego zwiazku jest jednak istotne®.

2Dowdéd jest np. w moim tekscie ,,Poczatki z OMJ. Najwiekszy wspélny dzielnik” (https://mimuw.edu.pl/~amecel/semNWD.pdf).

3Warto przytoczyé jeszcze jeden przyklad. W szkole ponadpodstawowej uczniowie zapoznaja sig z pojeciem funkcji i operacji na
zbiorze funkcji (o ustalonej dziedzinie i przeciwdziedzinie), czyli dodawania funkcji i sktadania funkeji (o ile to drugie jest mozliwe),
wraz z pojeciem ,funkcji stale réwnej zero”. Warto odnotowad, ze zadna z powyzszych obserwacji nie ma wéwczas wigkszego sensu.
Zachecam do wskazania dwéch niezerowych funkcji, ktérych ztozenie jest funkcja zerowa. Sytuacja jest tu nieco inna niz przy
rozwazaniu reszt z dzielenia przez liczbe zlozona. Wynika to z tego, ze dla dwéch funkcji f, g niekoniecznie mamy fog = go f.
Wszystko to moze brzmieé bardzo abstrakcyjnie, ale prosze sobie wyobrazi¢, ze méwimy na przyklad o zbiorze permutacji zbioru
trzyelementowego {1,2,3} (w tym zbiorze nie ma elementu zerowego). Nietrudno wskaza¢ dwie permutacje tego zbioru takie,
ktérych zlozenie w réznej kolejnosci da inne wyniki (bedace znowu pewnymi permutacjami). Zachecam do przemyslenia tej sprawy.



Zadanie 7. (Gazetka OMJ ,Kwadrat” nr 5) Dana jest liczba pierwsza p. Wyznacz wszystkie pary (x,y) liczb
catkowitych spelniajgce rownanie:

1 1 1

r 'y p
ROZWIAZANIE. Zadanie pochodzi z artykulu Michala Kiezy , Sztuczka z iloczynem” z Gazetki OMJ ,, Kwadrat”,
dostepnej na stronie OMJ (https://omj.edu.pl/uploads/attachments/kwadrat-05-nieb.pdf). Rozwiaza-
nie opieraé¢ si¢ bedzie o Obserwacje 2. Zanim jednak zaczniemy, kolejna drobna uwaga: warto zaczaé (albo
ograniczy¢ sie do) od przypadkéw p = 2,3, 5. Co chcemy zauwazy¢? Checemy zobaczyé, ze jest jakas regularnos$é
w rozwiazaniach, mianowicie — pomniejszone o p maja wspolny iloczyn (oraz, ze moga mieé one rézne znaki).

Zacznijmy od przeksztalcenia wyjsciowego réwnania do postaci, ktéra mamy szanse zwinaé do iloczynu. Innymi
stowy mnozymy obydwie strony przez xyp i przenosimy wszystko na jedng strone. Dostajemy yp + xp = xy,
czyli:

—yp —xp+zy = 0.
Tym razem nie bardzo wida¢ w jaki sposéb trzy sktadniki wystepujace po lewej stronie mialyby staé sie iloczy-
nem. Pomys!t polega jednak na ,wyobrazeniu sobie” oczekiwanego iloczynu. Sktadniki —yp, —xp, zy pochodza
z iloczynu (z — p)(y — p). Dodajmy zatem do obydwu strony powyzszej réwnoéci liczbe p?. Uzyskamy wtedy:

(z—p)y—p) =p

Zauwazmy, ze liczby x — p oraz y — p musza by¢é dzielnikami liczby p?, a wiec musza by¢ tego samego znaku i
réwne £1, +p lub £p?. Dostajemy zatem kilka mozliwych uktadéw warunkéw:

r—p=1 T—p=p x—p=p° r—p=-1 x—p=-—p x—p=-—p

y-p=p> = \|y-p=p = |y-pr=1 " |y-p=-p" " |y-p=-p» = |y-p=-1
Pamietamy jednak, ze z,y # 0, a zatem uklad piaty nie ma rozwiazan (uklady czwarty i sz6sty maja, bowiem
dla zadnej liczby pierwszej nie mamy p? = p). Rozwigzania to pary niezerowych liczb catkowitych (z,y) postaci

(p+1,9° +p).(2p,2p), (P* +p,p+ 1), (p—1,p —p?). (p —p*,p - 1). u
Zadanie 8. Niech n bedzie dodatnig liczbg calkowitq oraz niech €1, €, ..., e, € {—1,1} bedq takie, ze

€169 + €263 + ...+ €61 = 0.
Pokaz, zZe n jest liczbg podzielng przez 4.

RozwIAZANIE. To klasyczne zadanie jest zwiazane z wczesniejszymi, choc¢by dlatego, ze mamy juz intuicje,
ze ,zero” odgrywaé moze (przy odpowiedniej interpretacji) role ,reszty zerowej”. Dla uczniéw moze byé ono
jednak trudne, bo wystepuje sporo oznaczen i mamy dosé abstrakcyjna teze. Zacznijmy jednak od pokazania
kroku posredniego: wykazmy, ze n jest liczba podzielna przez 2. Warto zaczaé¢ (na kétku) omawianie Zadania
9 wlasnie od tej, uproszczonej wersji. Uproszczenie nie zawsze (a nawet nieczesto) prowadzi do rozwigzania
zadania konkursowego, ale moze da¢ intuicje na temat rozwazanej sytuacji. Tak jest w naszym przypadku.

Zauwazmy, ze kazdy z n iloczyndéw ejeg, €s€s, ..., e €1 bedacych sktadnikami sumy znajdujacej sie po lewej
stronie warunku zadania jest liczba réwna —1 lub 1, czyli liczba nieparzysta (zaskoczenie? — badamy w koncu
parzystosé¢). Na mocy zasady, ktéra przywotaliémy w rozwiazaniu poprzedniego zadania widzimy, ze suma liczb
nieparzystych moze by¢ réwna liczbie zero (czyli parzystej) tylko wtedy, gdy liczba skladnikéw jest parzysta.
Zatem n jest parzysta.

Mozemy powiedzie¢ wiecej o rozwazanej sumie: mamy pewna liczbe jedynek i pewna liczbe minus jedynek, ktére
daja w sumie zero. Jest wiec jasne, ze dodatnich i ujemnych sktadnikow powyzszej sumy musi by¢ tyle samo.
Niech bedzie to liczba k (mamy 2k = n). Zalezy nam na pokazaniu, ze k jest liczbg parzysta (wtedy n bedzie
podzielna przez 4).

Wykonamy teraz ,negatyw” rozumowania z Zadania 6 (bardziej elegancko: rozumowanie dualne), gdzie bada-

liSmy sume czynnikéw. Tu policzymy iloczyn sktadnikéw. Doktadnie — ten iloczyn mozna policzy¢! Mamy:
(=1)% - 1% = (e1€2) - (e2€3) - ... (ene1) = 363 ... €2 = 1.

A zatem (—1)F - 1¥ = 1, czyli k jest parzysta. W szczegdlnosci n = 2k jest podzielna przez 4. |

Warto po przeprowadzeniu catego rozumowania wypunktowaé kroki prowadzace do rozwiazania, by pdzniejsza

redakcja byta czytelna i nie posiadata luk. , Pisanie w punktach” jest przydatne dla uczniéw na tym etapie.

Kolejne zadanie pokazuje inne zaskakujace ,,przyréwnanie do zera”, tym razem zwiazane z zapisem dziesietnym.



Zadanie 9. ZnajdZ wszystkie dodatnie liczby catkowite n, ktére sq réowne sumie swoich cyfr powiekszonej o ilo-
czyn swoich cyfr.

ROZWIAZANIE. Niech n = aias...a,, bedzie zapisem dziesietnym liczby calkowitej m-cyfrowej n o cyfrze
jednosci a,,, cyfrze dziesiatek a,,—1 itd., przy czym a; # 0. Zalézmy tez, ze liczba n spelnia warunki zadania,
czyli:
aias ...y =a1+ag+ ...+ ay, +ar1as...a0y,.

W tym rozwiazaniu pojawia sie do$é¢ gleboka my$l (ktéra zaraz okaze si¢ czym$ catkowicie oczywistym):
wyrazenie po prawej stronie ,nie jest zbyt duze” w poréwnaniu z wyrazeniem po lewej. Jak to zobaczy¢? Trzeba
nieco poeksperymentowaé. Zachecam, aby przed rozwigzaniem ogélnego problemu sprobowaé ograniczy¢ sie np.
do liczb dwucyfrowych i trzycyfrowych. Korzysci bedzie kilka. Po pierwsze uczniowie znajda jakies rozwigzania
(jak sie okaze — wszystkie), a po drugie zobacza, ze to abstrakcyjne réwnanie zapisane wyzej méwi o jakiejs
bardzo nienaturalnej sytuacji. Inaczej méwiac — uchwyca sedno sprawy. To jest wazniejsze niz formalizmy.

Eksperyment 1. Szukamy takich cyfr a,b, gdzie a # 0, ze:
ab=10a +b=a+ b+ ab.

Od razu widzimy, ze 9a = ab, czyli b = 9. Mamy 9 rozwiazan dwucyfrowych (jednocyfrowych nie ma).

Eksperyment 2. Prosze wykazaé, ze dla dowolnych cyfr a, b, ¢ (a # 0) mamy:
abc =100a + 10b+c=a+b+c+99a+9b > a+ b+ c + abe.

To jest oczywiste. Przeciez 99a > abc, bo 99 > ab. Sktadnik 100a byt kluczowy.

Prosze powtorzy¢ to rozumowanie dla liczb czterocyfrowych abed i zobaczyé, ze sktadnik 999a pelni analogiczng,
role — szacuje z gory iloczyn abed. Wszystko robi sie jasne. Nie ma innych rozwiazan niz dwucyfrowe. Dowdd to
uwaznie dobrane narzedzia i redakcja. To wszystko jest w zasiegu naszych uczniéw i gwarantuje — to si¢ spodobal

Zapiszemy wyrazenie po lewej stronie w postaci sumy poteg dziesiatki przemnozonych przed odpowiednie cyfry:
a1 -10m +as- 10" 4+ 410 amo1 +am =a1+as+ ...+ am+aias...amn.

W tym przypadku, inaczej niz wczesniej, nie chcemy przenosi¢ wszystkich wyrazen na jedna strone tak, by po
drugiej dostaé zero. Przeniesiemy jedynie sume a; + ...+ a,, 1 odpowiednio pogrupujemy:

a1 (10 = 1)+ az(10™2 = 1) + ...+ 9am_1 = aras .. .am. (1)
Co chcemy zobaczy¢ w tej réwnosci? Otédz to, ze:
a1as...ay, <ap(10™ ' —1)=a;-99...9,
m-1 cyfr m-1 cyfr
przy czym réwnosé zachodzi tylko wtedy, gdy m = 2 i as = 9. Dlaczego tak jest? Oté6z dla m > 2 mamy:

Ay Q3 ... Gy < ag-10M2<9-10m2<99...9.

m-1 cyfr
Po odjeciu od stron réwnosci (1) liczby aq (10~ — 1) dostajemy réwnoéé:

m—2 —
as(10 -1+...49%m-1=a1-(az...am—99...9), (1)

m-1 cyfr
przy czym wyrazenie po lewej stronie jest nieujemne, a wyrazenie po prawej — niedodatnie! Wniosek jest taki, ze
obydwie strony powyzszej réwnosci musza by¢ réwne zero! To bardzo pomystowe podejécie. Zakonczenie rozwia-
zania jest teraz bardzo proste. Mozemy skorzystaé z Obserwacji 1 dla prawej strony réwnosci (11). Pamietajac,
ze a1 # 0 musimy mie¢ as...a, = 99...9. A zatem m = 2 oraz ay = 9. Szukanymi wartosciami n sa wiec

m-1 cyfr
liczby:
19, 29, 39, 49, 59, 69, 79, 89, 99.

Whrew zapowiedziom nie moze zabraknaé¢ choéby jednego zadania wykorzystujacego dwa najbardziej podstawo-
we wzory skréconego mnozenia. Mam jednak dobry powdd. Ponizszy problem pojawial si¢ na wielu konkursach.



Zadanie 10. Niech a,b, ¢ bedg niezerowymi liczbami catkowitymi, przy czym a # ¢, spetniajgcymi warunek

a_a2—|—b2

c  c2+b2
Udowodnij, ze a® + b2 + c% nie jest liczbg pierwszq.

ROZWIAZANIE. Bez trudu widzimy, ze réwnos¢ z treéci zadania mozna przeksztalcié¢ rownowaznie w nastepujacy
sposdb:

a a® + b?
¢ R4
a(c® +b*) = c(a® + b?),

N ~—

ac?® — ca® = cb? — ab?,

aclc —a) = b*(c — a),
(c—a)(b* — ac) = 0.
Do tej postaci powinien dojsé kazdy uczen zaznajomiony z omawiang przez nas metoda. Korzystamy z Obser-

wacji 1 oraz zalozenia a # ¢ wnioskujac, ze
b = ac

Czas zajaé sie wyrazeniem sprawiajacym problem, czyli a® + b2 + 2. Oczywiscie problem stwierdzenia czy suma

trzech kwadratéw jest liczba pierwsza wyglada na beznadziejny. Aby stwierdzié, ze wartosé¢ tego wyrazania

jest zawsze liczba ztozona dobrze by byto umieé roztozyé to wyrazenie na czynniki. Dzieki uzyskanej przez nas

réwnosci jest to mozliwe, ale potrzebny jest nieco zaskakujacy krok, polegajacy na... umiejetnym dodaniu zera:

a4+ +=d*tac+ P =atactac— b+ =a? +2ac+ P - =(a+c)?—b>=(a+c—Db)(at+c+b).
0

Zwracam uwage na niezwykle wazny moment. Oto trzecia rola zera, tak bardzo obecna zaréwno w rozumowa-
niach szkolnych jak i konkursowych: czasem po prostu trzeba dodaé zero, ale zero zapisane jako —z2 + 22, lub
jako 1 — 1, lub jako b? — ac, jesli wiemy, ze jest to zero! Bez trudu dalo by sie przygotowaé osobne seminarium
olimpijskie w temacie ,,Dodaj zero”.

Tymczasem znalezli$my rozklad a? + b% + ¢ na czynniki. Czy to juz oznacza, ze nie jest to liczba pierwsza?
Niestety moze si¢ zdarzyé, ze jeden z czynnikéw réwny jest 0, 1 lub —1 (uwaga — znowu te czynniki ujemne!).
Pierwsza z mozliwosci jest wykluczona, bowiem dla liczb catkowitych a, b, ¢ (niezerowych, a # ¢) mamy

a? +bv*+ %> 3.
Zostaje rozwazenie czterech przypadkéw:
eat+c+b=1loraza+c—b=a?+0>+2,
eat+c+b=1loraza+c—b=a?+0>+2,
eatc—b=—loraza+c+b=—(a®+b*+c?),
eatct+b=—loraza+c—b=—(a®+b*+c?).
I znowu potrzebne jest wykorzystanie wzoréw skréconego mnozenia i dodawanie zera! W pierwszym przypadku:
A+ +P—a—c+b=0=>
a++f—a—c+b-a—-c-b+1=0=

0
a?—2a+14+b-20+1-1=0=

(a—1)72+(c—1)2+b*=1.
Skoro liczby a, b, ¢ sa catkowite, to a = ¢ = 1. To jednak przeczy zalozeniu, ze a # c¢. Podobne wnioski wyciggamy
w pozostalych przypadkach. [ ]

Na koniec pozostawiam kilka zadan do samodzielnego rozwiazania. Warto, w kontekscie tych zadan, zajrze¢ do
artykulu Joanny Jaszunskiej: ,R6znica kwadratéw” (,,Kwadrat” nr 18), dostepnego na stronie OMJ.



Zadania zwigzane z tematyka seminarium, gdzie korzystamy ze wzoréw skrdéconego mnozenia
1. (XVI OMJ, III etap, Zad. 1) Dodatnie liczby catkowite a,b oraz n spelniaja réwnosé
a a® 4 n?
b b +n?
Wykaz, ze liczba vab jest calkowita.

2. (XVI OMJ, II etap, Zad. 1) Liczby a, b spelniaja warunek 2a + a? = 2b+ b?. Wykaz, ze jezeli liczba a jest
caltkowita, to liczba b takze jest calkowita.

3. (XV OMJ, I etap, Zad. 1) Do pewnej dodatniej liczby calkowitej n dopisano na koficu pewna cyfre,
uzyskujac w ten sposob liczbe 13 razy wieksza od liczby n. Wyznacz wszystkie liczby n o tej wlasnodci.

4. (XIII OMJ, III etap, Zad. 4) Liczby rzeczywiste a, b, ¢ sa rézne od zera i spelniaja uklad réwnan

a’>+a=0">%
B2+b=c?
c+c=a?

Udowodnij, ze (a —b)(b—¢)(c —a) =1.
5. (VI OMG, I etap, Zad. 1) Rozwiaz uklad réwnan

2 4z(y—4)=-2
Y +yle—4) = -2

6. (IV OMG, I etap, Zad. 1) Wyznacz wszystkie trojki (a,b,c) liczb nieparzystych dodatnich spelniajace

zaleznos¢:
at+c—b a
b+c—a b
7. (IIT OM, II etap, Zad. 4) Dowiesé, ze jezeli liczby a, b, ¢ spelniaja réwnanie

1 1 1 1

ab ' be +E ~ ab+be+ca’
to dwie spoéréd nich sa liczbami przeciwnymi.

Otto Piene, ZERO - muzeum. Zrédlo: https://zerofoundation.de/en/zero-museun-4/



