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Seminarium to wygloszone zostalo w SP nr 112 Przymierza Rodzin przy okazji zawodéw II stopnia XV OMJ dnia 11 stycznia 2020 roku.
. .
I. Dookota liczb wymiernych

Definicja liczby wymiernej jako ,przedstawialnej” w postaci ilorazu liczb catkowitych daleka jest od in-
tuicji rachunkowych dzieci. Przegladajac rézne zbiory z zadaniami konkursowymi szukatem dzialéw typu
yulamki/liczby wymierne”. Co zrozumiale, znalaztem mndstwo zadan sprawdzajacych operacje na ulam-
kach oraz sporo zadan tekstowych. Co mnie zaskoczylo: znalaztem tez duzo zadan zwiazanych z rozwi-
nieciem dziesietnym, zwlaszcza dotyczacych liczb majacych rozwiniecie okresowe. Zaskoczyto mnie to, bo
gdy przeszukalem zbior zadan z Olimpiady Matematycznej Junioréw umieszczony na stronie omj.edu.pl
i znalazlem kilkanascie zadan zwiazanych z zagadnieniem wymiernoéci i niewymiernoéci, odkrylem, ze
tylko jedno dotyczylo rozwiniecia dziesietnego i pochodzilo z testu. Oto ono (w formie zadania otwartego):

Zadanie 1 (IX OMJ, zadanie 10). Obliczyé 1/0,4444 ...

Trzydziesci pie¢ procent z ponad 13 tysiecy uczestnikéw dalo sie nabraé¢ i zaznaczylo, ze odpowiedz to:
0,2222.... Oczywiscie 0,(4) = 4/9, za$ 0, (2) = 2/9, czyli nie jest to prawidlowa odpowiedz.

Dlaczego jest to jedyne zadanie olimpijskie o rozwinieciu dziesigtnym liczb (nie)wymiernych? Wynika to
niestety z faktu, ze bardzo malo wiemy o rozwinieciach dziesietnych liczb niewymiernych poza tym, ze
nie sg okresowe — a o tym wie kazde dziecko. Rozwinigcia nieokresowe sg za$ trudne do zrozumienia.

Chcialbym zaproponowaé kilka zadan, ktére moga poméc naszym uczniom rozszerzyé¢ swoja intuicje
dotyczaca liczb niewymiernych i ich nieskonczonych rozwinieé dziesietnych. Okaze sie, ze pozwoli nam to
popracowaé z pojeciem nieskoniczonoéci i zadaé kilka ciekawych pytan.

Zadanie 2. Pewna liczba dodatnia x mniejsza od 1 ma rozwiniecie dziesietne, ktdrego kolejne cyfry sq
(czytanymi od lewej) cyframi w zapisie dziesietnym kolejnych liczb naturalnych:

z = 0,123456789101112131415...

Pokazaé, zZe x jest niewymierna.

Rozwiazanie. Zalézmy, ze od pewnego miejsca rozwiniecie opisywanej liczby jest okresowe i okres ten
ma dlugo$é¢ K. Oznacza to, ze od pewnej pozycji po przecinku rozwinigcia x albo wszystkie cyfry sa takie
same (K = 1), albo wérdéd kazdych K kolejnych cyfr sa przynajmniej dwie rézne. Na tym tez polega
okres dlugosci > 1. Jest jasne, ze pierwsza mozliwo$¢ nie zachodzi, bo wtedy mielibySmy do czynienia
z liczba wymierna. Takze druga sytuacja nie moze mieé¢ miejsca, bo w rozwinieciu naszej liczby wystepuja
dowolnie dtugie ciggi jednakowych cyfr. A zatem rozwinigcie x jest nieokresowe i jest ona niewymierna.

Nadmieni¢ nalezy, ze = to slynna liczba wskazana w latach 30. przez studenta Champernowne’a. Poka-
zal on znacznie wiecej niz jej niewymiernosé. Rozwiniecie dziesietne tej liczby charakteryzuje sie tym, ze
kazdy blok (kolejnych) cyfr wystepuje w tym rozwinieciu z taka sama czestoscig — dla ilustracji (niepre-
cyzyjnej): po rozwazeniu tryliona elementéw rozwinigcia x i przeliczeniu ile jest w nich cyfr 0,1,2,3,...,9
dowiemy sie, ze jest ich prawie po tyle samo. A ,liczac do nieskoniczonoéci” bedzie ich érednio tyle samo
(wije sie tu mocno aby nie uzy¢ zadnych powaznych pojeé). O liczbach tego rodzaju jest stynna hipoteza
Borela z 1909 roku. Nie wiadomo czy v/2 lub 7 sg tego rodzaju (testy ilosciowe temu nie przecza).

Zadanie 3. Dane sq liczby dodatnie x,y, mniejsze od 1 i takie, Ze n-ta cyfra po przecinku w rozwinieciu
dziesietnym liczby y jest 2n-tq cyfrg w rozwinieciu dziesietnym liczby x. Czy jesli x jest liczbg wymierna,
to y tez jest liczbg wymierng? Czy jesli x jest liczbg niewymierng, to y tez jest liczbg niewymierng?

OdpowiedZ na pierwsze pytanie jest pozytywna, a uzasadnienie wymaga rozumienia czym jest okres.
Zalézmy, dla przykladu, ze x = 0,5(123). Jak wyglada zapis dziesietny liczby y? Jest to 0, (132). Czy
widzimy juz o co chodzi? A jedli x = 0, (1234), to y = 0, (24) itd. Teza jest jasna, jedli  ma rozwiniecie
skonczone. Czy Panstwa uczniowie wychodzac z tych obserwacji zapisza formalny dowdd ogdlny?

Odpowiedz na drugie pytanie brzmi: NIE. Znowu warto zobaczy¢ przyklad. Niech y = 0, (123). A zatem

x =717273717273717273717273...



Czy w to rozwiniecie nie daloby sie wpisa¢ w miejsca znakow zapytania takiego ciagu cyfr, ktéry datby
rozwiniecie nieokresowe? Da sie, wystarczy wpisa¢ rozwiniecie liczby Champernowne’a, ktére widzielismy
w poprzednim zadaniu. Czy umielibyscie Panstwo uzasadnié, ze dostaniemy liczbe niewymierna?

r = 1122334152637182931102131...

Zadanie 4 (IMO Shortlist, 2006 N2). Dane sq liczby dodatnie x,y, mniejsze od 1 i takie, Ze n-ta cyfra po
przecinku w rozwinieciu dziesietnym liczby y jest 2™ -tq cyfrg w rozwinieciu dziesietnym liczby x. Pokazad,
ze jesli x jest liczbg wymierng, to y tez jest liczbg wymierng.

Tak, jak wczesniej, rozwiazanie jest oczywiste, jesli rozwiniecie x jest skonczone. Zatézmy wiec, ze
x=0.(araz...a).

Pomijamy przypadek, gdy po przecinku wystepuje jakas skonczona liczb cyfr — nie ma to zadnego zna-
czenia. Dla ilustracji rozwiazania przyjmiemy, ze k = 10. A zatem n-ta cyfra po przecinku w rozwinieciu
y to cyfra oznaczona numerem s,, gdzie s, to reszta z dzielenia 2" przez 10. Oto jak wyglada pierwsze
kilka cyfr liczby y:

0, a20408060204080¢. ..

Widzimy, ze powstaje ulamek okresowy. Zauwazmy, ze istnieje tylko skonczenie wiele reszt jakie pote-
gi {21,22,...,} daja przy dzieleniu przez 10 (i przez dowolne k). Niech 2% oraz 2° daja réwne reszty
z dzielenia przez k. A zatem takze 2¢F! oraz 27! daja te same reszty, a takze 2972 i 2Y%2 i tak dalej...
A wiec ciag reszt jest rzeczywiScie periodyczny. Mozna pokazaé, ze okres y ma dlugo$é co najwyzej
jeden wieksza niz okres z. Przeniesienie rozumowania z k = 10 na ogdélne to kwestia formalna.

Zadanie 5. Liczba x jest niewymierna. Wynika z tego, zZe w rozwinieciu dziesietnym liczby x:
(a) co nagmniej jedna cyfra wystepuje nieskoriczenie wiele razy,
(b) co nagmniej dwie cyfry wystepujg nieskoriczenie wiele razy,
(¢) co najmniej trzy cyfry wystepujg nieskonczenie wiele razy.

To zadanie ulozone jest jak typowy problem testowy na Olimpiadzie. Z jednej strony wychodzi od typowej
wiedzy szkolnej, a z drugiej — sprawdza zrozumienie réznych poje¢. Zanim odpowiemy na podane pytanie
zauwazmy, ze sg 1 liczby wymierne x, ktorych rozwiniecie spelnia kazdy z powyzszych warunkéw. Tak
jest na przyktad dla liczby 0, (123). A jak jest z liczbami niewymiernymi? Pierwszy podpunkt sprawdza
wiedze szkolng. Liczba niewymierna musi mie¢ nieskonczone rozwiniecie dziesigtne, bo inaczej bytaby
przedstawialna w postaci utamka mieszanego a%, gdzie zapis dziesietny liczby catkowitej b zlozony jest
z rozwiniecia liczby z, za$ k oznacza liczbe cyfr po przecinku. Skoro w rozwinigciu dziesietnym liczby x

jest nieskonczenie wiele cyfr, to pewna musi wystepowac¢ nieskonczenie wiele razy!

Podpunkt (b) jest réwniez prawdziwy i to moze by¢ juz trudniejsze dla wyobraZni uczniéw. Chodzi
o to, ze gdyby w zapisie dziesietnym liczby rzeczywistej = tylko jedna cyfra — nazwijmy ja ¢ wystepowala
nieskonczenie wiele razy, to od pewnego momentu po przecinku nieskoficzone rozwiniecie dziesigtne liczby
x skladaloby sie tylko z tej cyfry. To by oznaczalo, Ze jest to rozwiniecie okresowe.

T ety e (c).

cyfry niekoniecznie réwne ¢

Liczba x bytaby w rezultacie wymierna, co przeczy zalozeniu. To juz doéé sprytne rozumowanie.

Podpunkt (c) to juz twardy orzech dla wyobrazni uczniéw, ale odpowiedZ brzmi: NIE. Istnieja liczby
niewymierne, ktérych rozwiniecie dziesietne jest nieskonczone, nieokresowe i ztozone jest jedynie z dwdch
cyfr. Czy umiemy po prostu wskazaé¢ przyktad takiej liczby niewymiernej 7 Na czym polega tu wyzwanie?
Zalézmy, ze chcemy aby rozwiniecie szukanej liczby sktadalo sie tylko z zer i jedynek. W przeciwienstwie
do poprzedniego punktu musimy zadbaé nie tylko o to, zeby od pewnego momentu nie wystepowata zadna
cyfra, ale w ogéle nie mozemy od pewnego momentu dostaé zadnego powtarzajacego sie uktadu cyfr 0-1,
czyli okresu. Czy to sie da zrobi¢? Owszem. Oto przyktad:

z = 0,1101000100000000100...,



i n-ta jedynka po przecinku wystepuje na pozycji 2". Dlaczego ta liczba jest niewymierna? Rozumowanie
jest takie samo jak w przypadku poprzedniego zadania. Pokazemy, ze w rozwinieciu tym wystepuja
dowolnie dlugie ciagi zer poprzedzielane jedynkami. Zauwazmy, ze kazdy kolejny segment kolejnych zer
w rozwinieciu powyzszej liczby ma 2™ — 277! elementéw, czyli 277!, Liczba ta oczywiscie roénie w sposéb
nieograniczony wraz tym jak rosnie n. A zatem liczba z jest niewymierna. Czy ta konstrukcja jest juz poza
zasiegiem ucznia szkoly podstawowej, wystawionego na kontakt z rozwinieciami liczb niewymiernych?

Zadanie 6. Pokazad, Ze rozwiniecie dziesietne liczby /2 jest nieskoticzone.

To wecale nie jest zart! Wszyscy wiemy, ze jest to liczba niewymierna — ale na pewno nie kazdy z Panstwa
uczniéw widzial (i zrozumial) dowéd algebraiczny. Tymczasem rozumowanie na poziomie intuicji jest
bardzo proste. Jeéli rozwiniecie dziesietne v/2 jest skonczone, na przyklad

V2 = 1.abc,

gdzie a, b, c to cyfry i ¢ # 0, to mnozac przez tysiac i podnoszac do kwadratu dostajemy:
2000000 = (1000v/2)? = (1abc)?.

Ta réwnosé nie moze mie¢ miejsca, poniewaz cyfra jednosci liczby 2000000 to zero, a cyfra jednosci liczby
po drugiej stronie jest kwadratem liczby catkowitej, ktérej cyfra jednosci ¢ jest niezerowa. Tak samo
rozumujemy, jesli rozwiniecie jest dluzsze (ale skoficzone). To oczywiscie nie jest jeszcze dowdd niewy-
miernoéci liczby v/2. Ale na podobnej zasadzie mozna prébowaé pokazaé, ze /2 nie moze mie¢ rozwiniecia
nieskonczonego okresowego. Wymaga to jednak znajomoéci matematyki licealnej... i zawiera w sobie pew-
ne subtelne kwestie. Trzeba bowiem uwaza¢ gdy poréwnujemy ze soba dwa nieskonczone rozwinigcia.

Wiemy bardzo niewiele o rozwinieciu dziesietnym liczby v/2. Jesli ktéres z Panstwa uczniéw udowodni,
ze rozwinigcie to posiada nieskonczenie wiele jedynek, to bedzie stawny. Problem ten zapisal jeszcze
Sierpinski w ksiazce z zadaniami z teorii liczb, i do tej pory nikt nie umie go rozwiazac.

* * *

I1. Pierwsze, czy ostatnie?

Zadanie 1 (X OMG, III etap, zad 1). Udowodnij, ze kazdg liczbe calkowitq wiekszq od 5 mozna przed-
stawi¢ w postaci sumy liczby pierwszej i liczby ztoZoney.

Rozwigzanie jest natychmiastowe, jesli wie sie gdzie szukaé. A szuka¢ mozna na przyklad w dziwnym
zalozeniu, ze rozwazane liczby musza by¢ wigksze od 5. Dlaczego wtasnie 5?7 Oczywiscie jest tu gdzies
domyélne zatozenie, ze sktadniki maja by¢ liczbami dodatnimi, stad 5 = 1 4+ 4 = 2 + 3 nie ma rozkladu
na sume liczby pierwszej i liczby zlozonej. A wiec zadanie mozna rozumieé tak: twierdzimy, ze 5 jest
najmniejsza liczba, dla ktérej teza zadania nie jest prawdziwa. Dlaczego? Bo kazda liczba n wigksza od
5 ma nastepujace dwa rozklady na sumy liczby pierwszej i pewnej liczby:

n=2+(n-2)=3+(n—23).

Czy jest mozliwe, aby cho¢ jeden z tych rozkladéw nie byl tym, o ktéry pytamy w zadaniu? Gdyby
zaréwno n — 2 jak i n — 3 nie byly liczbami ztozonymi, to obydwie musiatyby by¢ liczbami pierwszymi.
Rzadko kiedy jednak dwie kolejne liczby catkowite sa pierwsze. Wynika stad, ze n —3=2,n—2 =3, co
przeczy, ze n > 5. A zatem jedna z liczb n — 3, n — 2 jest zlozona.

Powiecie Panstwo, ze w tym rozwiagzaniu nie uzywaliémy zadnej nieskoficzonosci, i oczywiscie jest to
prawda. ZastosowaliSmy jednak wazne i charakterystyczne podejscie: zapytaliSmy — dlaczego dopiero od
pewnego miejsca postulowana wlasnosé ma miejsce? Sama wlasnosé byta bardzo prosta, ale krok od niej
znajduja sie ciekawsze pytania, ktére pokazuja, ze problem nie pochodzi ,znikad”.

Zadanie 2. Udowodnij, ze kaZda liczba catkowita wicksza od 7 jest sumq przynajmniej dwdch nieparzy-
stych liczb pierwszych.

Nasladujac poprzednie zadanie mozemy tatwo zobaczy¢, ze 7 nie jest sumag nieparzystych liczb pierw-
szych, ale by¢ moze nie uzyskujemy zadnej wyraznej wskazéwki co robi¢ dalej. Tym razem sktadnikéw
moze by¢ wiele. Oczywiscie na poziomie intuicji zadanie wydaje sie oczywiste — kazda liczba zlozona jest
przeciez suma liczb pierwszych, ale pozostaje rozwazenie samych liczb pierwszych, a takze sytuacji, gdy



nie ma nieparzystego dzielnika pierwszego. Umiejetnosé dostrzezenia trudnosci czy niuansu w zadaniu to
jeden z elementow, ktéry nas interesuje. Ale oczywiscie mozna sprobowaé inaczej, i na kilka sposobéw.

Sprobujmy — bawiac sie w przekornego ucznia — szukaé liczby catkowitej wiekszej od 7, ktora nie jest suma
przynajmniej dwéch nieparzystych liczb pierwszych. Ta liczba moze si¢ nazywaé n. MoglibySmy ponownie
odjac¢ od niej 3, jak w poprzednim zadaniu, i zastanawiaé sie co dostaniemy. Mamy n = 3+ (n — 3), wiec
mamy sktadnik pierwszy i drugi sktadnik, ktéry najchetniej zamienilibySmy na sume nieparzystych liczb
pierwszych. Nie ma jednak pewnosci, ze n — 3 nie jest kolejnym przekornym przyktadem i tez sie nie roz-
ktada na sume nieparzystych liczb pierwszych. Oczywiscie nietrudno sobie poradzi¢ z tym problemem, ale
wykorzysta¢ mozna ciekawe podejécie i zalozy¢ dodatkowo, ze n to byt najmniejszy mozliwy przekorny
przyktad. W koncu jesli istnieje przekorny przyktad, to skoro mowa o liczbach catkowitych dodatnich, to
ktérys taki przyktad jest najmniejszy. Skoro jednak n jest najmniejszy, to n —3 juz nie moze by¢ kolejnym
przyktadem, bo jest MNIEJSZY. A zatem o n — 3 juz mamy prawo zakladaé, ze rozklada sie na sume
przynajmniej dwoch nieparzystych liczb pierwszych... o ile przypadkiem n — 3 nie jest liczba mniejsza lub
rowna 7. Z tym przypadkiem latwo sobie jednak poradzié.

Tak naprawde nie jest trudno pokazaé, ze kazda liczba catkowita n wieksza od 7 jest suma wielokrotnosci
liczb 3,5 oraz 7. Jak to zrobi¢? Odejmijmy od n liczbe trzy tyle razy, aby réznica liczbg mniejsza lub
rowna 7. Oczywiscie jest to mozliwe. Zostalo zatem do sprawdzenia kilka przypadkéw. Jesli réznica to 7,
to nasza liczba jest suma 743k, dla pewnego k. Jesli réznica to 6, to wyjsciowa liczba byta wielokrotnoscia
3, jesli to 5, to rozumujemy podobnie jak dla réznicy 7. Réznica nie moze by¢ natomiast mniejsza, bo
mieliSmy odejmowacé liczby 3 tak dlugo az bedziemy mieli wynik mniejszy niz 8. Koniec dowodu.

To wciaz bylo niemal podrecznikowe zadanie. Nietrudno jednak zmieni¢ je na nieco trudniejsze.

Zadanie 3. Udowodnij, Ze kazda liczba calkowita wieksza od T jest sumq przynajmniej dwoch parami
roznych liczb pierwszych.

Teraz problem jest juz powazny, bo dany sktadnik pierwszy moge uzy¢ tylko raz. Innymi stowy potrzebne
bedzie korzystanie z duzych skltadnikow pierwszych. A o nich przeciez za wiele nie wiemy, prawda?

Tu okazuje sie, ze nie wystarczy wiedzieé¢, ze liczb pierwszych jest nieskonczenie wiele. Poza analiza
pierwszych kilku z nich czy znajomoscia pewnych podstawowych cech (na przyklad: liczby pierwsze
rzadko sa parzyste, lub innych bardziej wyrafinowanych) nie wiemy jak z kazda liczba naturalna skojarzy¢
jakas duza liczbe pierwsza. Nie znajac kontekstu trudno patrzac na zadania 2 i zadania 3 powiedzie¢, ze
dotycza probleméw o kompletnie innym kalibrze. Nie chce meczy¢ Panstwa dokltadnym rozwigzaniem tego
zadania, ale powiem na czym ono polega. Ot6z skorzystaé trzeba z tego, ze wprawdzie liczby pierwsze
rozmieszczone sg w sposob nie do konca dla nas zrozumialy, to zachodzi nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1. (Czebyszew, 1852) Dla kazdej liczby calkowitej n > 1 istnieje co najmniej jedna liczba
pierwsza p taka, Ze n < p < 2n.

To twierdzenie mowi cos§ wiecej niz to, ze liczb pierwszych jest nieskonczenie wiele. Méwi ono, ze startujac
od pewnej liczby catkowite] mozemy mie¢ pewnos¢, ze zanim osiagniemy jej dwukrotnosé, natkniemy sa
na liczbe pierwsza. Prosze zauwazy¢, ze jest wiele nieskonczonych zbioréw liczb catkowitych, ktére nie
maja tej wlasnosci — na przyklad zbiér poteg liczby 3 postaci: {1,3,9,27,81,...}.

Czy poradzimy sobie z rozwiazaniem Zadania 3 majac w reku powyzszy fakt?
Zadanie 4. Pokazad, Ze kazda liczba calkowita > 3 jest sumq dwoch lub trzech liczb pierwszych.

Patrzac na poprzednie zadanie wydaje sie, ze i to powinniSmy by¢ w stanie jakos rozwiagzan. Okazuje sie
jednak, ze jest to juz jeden z najstynniejszych probleméw matematycznych w historii — dotad nierozwia-
zanych. Jest to tak zwana hipoteza Goldbacha z 1742 roku. ,Latwiejsza” jej czesé — zwana stabg hipoteze
Goldbacha, a wiec fakt, ze kazda liczba nieparzysta jest suma trzech liczb pierwszych udowodniony zostat
wielkim wysitkiem calego pokolenia matematykéw w 2013 roku i wciaz czeka na publikacje. Ma bowiem
ponad 250 stron. W 2012 roku jeden z najstynniejszych matematykéw $wiata — ztoty medalista olimpiad
miedzynarodowych w wieku 11 lat — z trudem pokazal te hipoteze dla pieciu skladnikdéw pierwszych.

Co szokujace — problem Goldbacha dla liczb parzystych > 3: czy zawsze da sie je przedstawié¢ jako sume
dwdch liczb pierwszych wciaz pozostaje poza zasiegiem. W 1973 r. chinski matematyk Jingrup pokazat
»jedynie” | ze kazda dostatecznie duza liczba parzysta jest suma liczby pierwszej oraz iloczynu co najwyzej
dwoch liczb pierwszych. Od tej pory wiele nie zrobiono. A zatem — od zadania olimpijskiego, do ogdlnego
problemu. Obydwa wypowiedziane w tym samym jezyku i stylu. To jest sens zadania z X OMG.



