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Celem zadan olimpijskich jest zaciekawienie uczniéw problemami dotyczacymi znanych im treéci programo-
wych, ktérych rozwigzanie nie sprowadza si¢ do stosowania gotowych faktow, ale ktére uruchomia, z nasza
pomoca, potencjal rozwojowy uczniéw. Innymi stowy — zadania olimpijskie, choé¢ trudne, nie sprawdzaja
znajomosci wzorow. Ich celem jest pobudzenie wyobrazni i kreatywnosci. Chcialbym pokazaé, na podstawie
kilku zadan konkursowych, ze jestedmy w stanie zacheci¢ uczniow do formutowania hipotez, eksperymentowania
i wyciagania wnioskdéw, ktore beda zaskakujace dla nich samych.

Tematem zajeé¢ jest popularne i stosunkowo szeroko omawiane pojecie podzielnosci. Na poczatku przyjmijmy
jedynie, ze wiemy czym jest dzielnik. Uméwmy sie, ze pracujemy jedynie z liczbami catkowitymi dodatnimi oraz

ich dodatnimi dzielnikami.

Zadanie 1. Znajdz liczbe naturalna o czterech dzielnikach dodatnich, jesli wiadomo, ze jednym z nich jest 49.

Rozwiazanie. W cztery powyzsze kratki bedziemy wpisywaé dzielniki szukanej liczby. Umdwmy sie, ze sa one
uszeregowane od najmniejszego do najwigkszego. Czy mozemy na starcie wpisaé¢ cokolwiek? Oczywiscie tak,
najmniejszym dzielnikiem bedzie liczba 1.

Wiemy tez, ze w jedna z kratek trzeba wpisa¢ liczbe 49. W ktéra? Poczyhmy dwie oczywiste, ale pomocne
obserwacje. Wyslowimy je w jezyku potocznym, a nastepnie ujmiemy w sposéb Scisty.

Uwaga 1. Dzielnik dzielnika jest dzielnikiem, czyli jedli a dzieli b oraz b dzieli ¢, to a dzieli c.

Ta oczywista uwaga moéwi nam, ze jednym z dzielnikéw do wpisania powyzej jest liczba 7. Jest to bowiem
dzielnik liczby 49, a wiec i dzielnik owej nieznanej liczby o 4 dzielnikach. Tylko gdzie wpisaé liczbe 77 Czy na
drugim miejscu? A moze jest jeszcze inny dzielnik pierwszy, mniejszy od 77 Na poziomie intuicji widzimy, ze
nie jest to mozliwe. Sprébujmy skorzystaé z nastepujacego uzasadnienia.

Uwaga 2. Niech n bedzie liczba calkowita dodatnia. Wéwczas kazdy dodatni dzielnik liczby n ma pare, albo jest
wyjatkowy — wyizolowany dzielnik. Innymi stowy jezeli liczba d jest dzielnikiem liczby n, to sa dwie mozliwosci:

e istnieje liczba catkowita d’ # d taka, ze n =d - d',
na przyktad dla dzielnika 2 liczby 30 takim dzielnikiem ,do pary” jest liczba 15,

e n = d - d, jak si¢ dzieje na przyklad dla dzielnika 6 liczby 36. Dzielnik 6 mozna nazwaé¢ wyizolowanym.
Oczywiscie liczba naturalna moze mieé¢ tylko jeden taki dzielnik. Musi by¢ wtedy kwadratem.

Whiosek z drugiej uwagi jest nastepujacy. Skoro nasza liczba n ma 4 dzielniki, to kazdy ,ma pare”. Jakie sg to
pary? Jedna to para 1 oraz n. Druga natomiast, to musi by¢ para 7, 49. Nie jest bowiem mozliwe, by pare do 1
stanowity 7 lub 49, bo wtedy nasza liczba miala by za malo dzielnikéw. Skoro jednak 7 i 49 stanowia pare, to
n=17-49 = 343. A zatem wypelniliémy tabelke:

1 7 49 343




Zadanie 2. Znajdz wszystkie liczby naturalne podzielne przez 5 i majace pie¢ dzielnikow dodatnich.

Rozwiazanie. Na podstawie rozwazan z poprzedniego zadania mamy nastepujaca obserwacje.

Uwaga 3. Dodatnia liczba catkowita ma nieparzysta liczbe dodatnich dzielnikéw wtedy i tylko wtedy, gdy jest
kwadratem liczby catkowite]j.

Szukane przez nas liczby sa zatem kwadratami. Wiemy juz, ze dla kazdej z tych liczb pierwszym dzielnikiem
wpisanym w powyzsze kratki bedzie 1. Gdzies wpisa¢ nalezy liczbe 5. Sprobujemy teraz skorzystaé z obserwacji,
ze rozwazane liczby sa kwadratami. Oto kolejna oczywista uwaga.

Uwaga 4. Jesli liczba pierwsza p jest dzielnikiem kwadratu liczby catkowitej n, to réwniez p? jest dzielnikiem n.

Fakt ten nie jest juz oczywisty, ale wynika bezposrednio z twierdzenia o rozkladzie na czynniki pierwsze. W roz-
ktadzie kwadratu na czynniki pierwsze kazda liczba pierwsza wystepuje parzyscie wiele razy. A zatem szukane
przez nas liczby maja wszystkie dzielniki:

1, 5, 25.

Nie wpisaliémy dzielnikéw w kratki, poniewaz jeszcze nie wiemy w jakiej kolejnosci to zrobi¢. Mozemy jednak
poeksperymentowaé. Twierdzimy, ze liczba 5 musi by¢ wpisana w druga kratke. Gdyby 5 stato w trzeciej kratce,
to byloby wyizolowanym dzielnikiem, a wiec szukana liczba bylaby réwna 25. To jest jednak niemozliwe, bo
25 ma tylko 3 dzielniki. Oczywiscie 5 nie moze tez sta¢ na pozycji piatej. Pamietajmy tez, ze 25 musi sta¢ na
pozycji dalszej niz 5 i nie moze by¢ to pozycja piata. A zatem mamy:

Bez trudu znajdujemy miejsce dla liczby 25. Nie moze to by¢, jak wspomnielidémy, pozycja ostatnia. Nie moze to
by¢ réwniez pozycja czwarta, bo wowczas 5 1 25 stanowilyby pare i szukana liczba bylaby réwna 125. Jednak 125
ma tylko 4 dzielniki: 1,5,25,125. A zatem 25 stoi na pozycji trzeciej i jest dzielnikiem wizolowanym. A zatem
szukana liczba to 252 = 625.

1 5 25 125 625

Warto odnotowaé jeszcze jedna uwage, ktora wyszla chyba przy okazji tych rozwazan.
Uwaga 5. Jedli p jest liczba pierwsza, wéwczas liczba p™ ma n + 1 dzielnikéw.
Zadanie 3. Znajdz wszystkie liczby pierwsze p takie, ze liczba p? + 11 ma dokladnie sze$é dzielnikéw dodatnich.

Rozwiagzanie. Zadanie to ma juz charakter konkursowy, ale bedziemy wciagz korzystaé¢ z wcze$niejszych obser-
wacji i formutowaé nowe. Przede wszystkim sformulujemy obserwacje, ktéra bedzie wielokrotnie przydatna.

Uwaga 6. Jesdli liczba pierwsza p jest wigksza od 2, to jest nieparzysta.
Zauwazmy, ze poza wypadkiem p = 2, liczba p? + 11 jest parzysta. Natomiast dla p = 2 liczba p? + 11 = 15 ma

jedynie 4 dzielniki: 1,3, 5, 15. Zalézmy wiec, ze p? + 11 jest parzysta i ma doktadnie 6 dzielnikéw. Pierwsze dwa
mozemy juz wypisac:




Nie od razu widaé¢, ze znamy réwniez kolejne dwa dzielniki: 3 oraz 4, ale tylko pod warunkiem, ze p > 3.
Ich znajomosé¢ zakonczy konczy rozwiazanie zadania: szukana liczba o szeSciu dzielnikach musi by¢ rowna 12
(bo 3 i 4 stanowié¢ musza ,pare”). Tymczasem p? + 11 > 12. Jak pokazaé¢ podzielnoéé przez 3 i 47 1 dlaczego
p = 3 gra tu osobng role? Rzeczywiscie bowiem, dla p = 3 mamy p? + 11 = 20, ktéra to liczba ma 6 dzielnikéw
1,2,4,5,10,20. Skad wiedzieliSmy?

Jedli liczba p daje reszte 1 z dzielenia przez 3, to p? réwniez. istotnie, jedli p = (3k+1), dla pewnego catkowitego
k, to p* = 9k + 6k + 1 = 3(k? 4 2k) + 1. Podobnie uzasadniamy, ze jedli p daje reszte 2 z dzielenia przez 3, to
p? daje reszte 1 z dzielenia przez 3. W obydwu tych przypadkach, liczba p? + 11 = p? 4+ 9 + 2 daje reszte 0 z
dzielenia przez 3. A co jesli p daje reszte 0 z dzielenia przez 37 Jest to liczba pierwsza, a zatem musimy mieé¢
p = 3. Pokazali$my wiec, ze dla p > 3 znamy trzy dzielniki liczby p? + 11: sa to 1,2, 3.

Zajmiemy sie teraz resztami z dzielenia p przez 4. Nie moga by¢ one réwne 0, ani 2, bo p > 3. A zatem p = 4s+1
lub p = 45+ 3, dla pewnego s catkowitego. W obydwu przypadkach widzimy, ze p? daje reszte 1 z dzielenia przez
4. A zatem p? + 11 daje reszte 0. Stad tabelka dzielnikéw liczby p? + 11 jest wypelniona, co koficzy rozwigzanie.

Dla liczby pierwszej p liczba p? + 11 jest podzielna przez 12, i jednoczeénie wieksza od tej liczby. Nie moze mieé
zatem 6 dzielnikéw. Przy okazji warto wystowi¢ te uwage wprost.

Uwaga 7. Jedli m jest dodatnim dzielnikiem n, to m ma nie wiecej dzielnikéw, niz n.

Zadanie testowe 1. Cyfry 1,2, 3,4, 5,6 mozna ustawi¢ w takiej kolejnosci, aby otrzymaé liczbe szeéciocyfrowa,
ktora jest:

a) podzielna przez 5,

b) podzielna przez 9,

¢) liczba pierwsza.
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Zrédlo: X OMG (2014), 13940 uczestnikéw

Zadania olimpijskie zawsze wprowadzaja pewien rodzaj dowolnosci czy komplikacji wykraczajacy poza standar-
dowe zadanie szkolne. W tym przypadku sprawdzamy oczywiscie znajomosé cech podzielnoéci przez 51 9 oraz...
zadajemy do$¢ nieoczekiwane pytanie. Zadania testowe sg czesto skonstruowane w taki sposéb, by pierwsze dwa
— latwiejsze podpunkty — zawieraly jakas podpowiedz do ostatniego trudniejszego pytania. Ta trudnosé jest
zreszta jedynie pozorna. Zobaczmy dlaczego.

Czy mozna z cyfr 1,2,3,4,5,6 ulozy¢ liczbe podzielng przez 57 Oczywiscie, wystarczy dokona¢ drobnej zamia-
ny kolejnosci i utozyé¢ liczbe 123465. Doslowne sprawdzenie znajomoéci kryterium szkolnego. Takze podpunkt
(b) mégtby znalezé sie w szkolnym podreczniku. Ceche podzielnosci przez 9 sprawdzamy sumujac cyfry danej
liczby. W tym przypadku mozemy wprawdzie zbudowaé wiele liczb, ale wszystkie maja ceche wspélna (méwimy
czasem: niezmiennik). Suma cyfr tych liczb to 21. A zatem ZADNA liczba sposréd tych, ktére mozma ulozyé z
tych cyfr nie jest podzielna przez 9, bo 21 nie jest podzielna przez 9.

Dochodzimy teraz do pytania trzeciego, czyli podpunktu (c). Jesli uczen przeczyta je zupelnie niezaleznie od
poprzednich punktéw, albo juz na poziomie czytania zadania uzna, ze pytanie to zupelnie przekracza jego wie-
dze (czy - co naturalne - jego znajomos$é szesciocyfrowych liczb pierwszych) to moze nie podejsé do calkiem
nietrudnego zadania. OdpowiedZ na pytanie (¢) dostali$émy w zasadzie przed chwila. Liczba, ktéra mozemy uto-
zy¢ z cyfr 1,2,3,4,5,6 ma sume cyfr, ktéra jest liczba podzielng przez 3. A zatem kryterium podzielnosci przez



3 zaswiadcza, ze kazda taka liczba jest podzielna przez 3. Liczba sze$ciocyfrowa podzielna przez 3 nie moze by¢
liczba pierwsza (sprawdzamy tu znajomo$¢ definicji - rzecz jasna).

A zatem bylo to zadanie sprawdzajace wiedze, ale niekoniecznie w zupelnie standardowy sposéb. W jaki spo-
s6b rozwiazywali jest uczestnicy X OMJ? Zajrzyjmy do statystyk. Malo kto dal sie oszukaé¢ podpunktem (a).
Poprawnej odpowiedzi udzielito ponad 95% uczestnikéw, a bylo ich niemal 14 tysiecy. Mimo to ponad polowa z
nich dala si¢ oszukaé przy podpunktach (b) i (¢). Prawie 30% uczestnikéw nie zauwazylo rozumowania z punktu
(¢) 1 w sposéb intuicyjny ,strzelito”, ze w tak duzym (czy rzeczywiscie?) zbiorze liczb musi sie znalezé liczba
pierwsza. Prawie 16% nie zauwazylo réwniez poprawnej odpowiedzi w punkcie (b), stawiajac jednak prawidlowa
odpowiedZ w ostatnim punkcie (co réwniez méwi co$ bardziej o ich intuicji niz poprawnym rozumowaniu). Kon-
sekwentni w popelnianiu bledéw byli bardzo nieliczni - jedynie 6%. Warto czytaé statystyki zadan testowych.
Whioski sa bardzo ciekawe.

Zadanie testowe 2. Suma cyfr dodatniej liczby caltkowitej n wynosi 30. Wynika z tego, ze liczba a jest po-
dzielna przez
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Zrédlo: IX OMG (2013), 13133 uczestnikow

Drugie zadanie testowe konfrontuje uczestnika z kryterium bardzo podobnym, z pozoru, do znanego mu kry-
terium podzielnoéci przez 3. Zadanie jest sformulowane tak, by nie wywola¢ efektu odstraszajacego typu ,,Cos
takiego widze po raz pierwszy. To na pewno jest trudne”. LiczyliSmy, ze wzbudzi racze]j zaciekawienie i pytania
w rodzaju: ,Jak to jest z tym sumowaniem cyfr? Czy istniejq jakies inne kryteria podzielnoSci niz te, ktore
znam?” Na tedcie nie ma zbyt wiele czasu na takie pytania. Na pewno liczyliSmy na to, ze nikt nie udzieli trzech
twierdzacych odpowiedzi tylko na podstawie faktu, ze liczby 2,3 oraz 5 sa dzielnikami liczby 30. Tymczasem,
zestaw trzech twierdzacych odpowiedzi wybrato 18 procent uczestnikéw IX OMJ!

Aby zrozumieé przyczyne warto zwrdci¢ uwage na konstrukcje pytania. Wychodzimy od pewnej informacji i
pytamy o jej mozliwe skutki. To jedna z najczesciej spotykanych konstrukcji w zadaniach testowych. Dlaczego
to wazne? Nie wystarczy bowiem poda¢ PRZYKELADU liczby, ktéra ma sume cyfr rowna 30 i jest podzielna
przez 2, 3 czy 5. Trzeba zdecydowaé: czy KAZDA liczba, ktérej suma cyfr wynosi 30 jest podzielna przez 27
A zatem mozna odpowiedzie¢: TAK, KAZDA, albo NIE, bo istnieje PRZYKYLAD takiej liczby, ktora ma sume
cyfr 30, a nie jest podzielna przez ktéras z tych liczb. Czasami méwie (niezbyt Scisle), ze to jest zadanie ,na
kontrprzyktad”. Latwo je rozpoznaé po sformutowaniu ,,Wynika z tego, ze...”

Jakie sa zatem prawidlowe odpowiedzi? Przede wszystkim liczyliSmy, ze uczestnicy zorientuja sie, ze liczba,
ktorej suma cyfr wynosi 30 nie musi by¢ parzysta. Wystarczy przeciez rozwazy¢ liczbe ztozona z samych cyfr
717, ktérych jest... 30. Liczba ta jest nieparzysta. Oczywiscie nie ma potrzeby szukaé¢ tak daleko. Najmniejsza
liczba nieparzysta, ktéra sprawia, ze odpowiedZ na podpunkt (a) brzmi: NIE, to 3999. Kto znajdzie te liczbe
widzi natychmiast, ze takze odpowiedZ w podpunkcie (¢) to NIE. Bo 3999 ma sume cyfr 30, a nie jest podzielna
przez 5. I nic nie da, ze jest mnéstwo przykladéw liczb o sumie cyfr 30, ktére sa podzielne przez 2, 3 czy 5.
Wystarczy dopisac kilka zer, na przyktad 39990 jest podzielna przez 2, 3, 5.

Podpunkt (b) nie powinien sprawi¢ nikomu problemu, bo mowa jest o kryterium szkolnym. Skoro suma cyfr to
30, a 30 jest podzielna przez 3, to liczba n tez jest podzielna przez 3. A zatem odpowiedZ w tym podpunkcie
brzmi: TAK.

Wazne jest zrozumienie konstrukcji logicznej pytania postawionego w zadaniu. Pojawi sie ona jeszcze kilku-
krotnie. Niemniej jednak zadanie bylo calkiem proste, prawda? Zobaczymy teraz przyktad bardzo podobnego z
pozoru zadania, ktére sprawito uktadajacym catkiem spora niespodzianke.



Zadanie testowe 3. Istnieje dodatnia liczba catkowita o sumie cyfr réwnej 2, ktora jest podzielna przez:

a) 3,
b) 5,
c)T.
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Zrédlo: XIV OMJ (2018), 11419 uczestnikow

Na pozér zadanie bardzo podobne do poprzedniego, a jednak sama konstrukcja pytania jest zupelnie inna. To
jest typ zadania, ktére nazywam zadaniem ,na przyklad”. Nie pytamy tym razem czy KAZDA liczba calkowita
o sumie cyfr 2 jest podzielna przez 3, bo przeciez sama liczba 2 nie jest podzielna przez 3 i bytoby to nonsensem.
Uzyto sformulowania ,Istnieje...” Pytamy tym razem czy JAKAKOLWIEK liczba calkowita o sumie cyfr réwnej
2 jest podzielna przez 37 To oczywiscie zadanie szkolne. Liczba jest podzielna przez 3 wtedy i tylko wtedy, gdy
jej suma cyfr jest podzielna przez 3. Wobec tego nie istnieje liczba caltkowita o sumie cyfr réwnej 2, ktora jest
podzielna przez 3, bo 2 nie jest podzielne przez 3.

Rozumowanie przedstawione wyzej jest wprost banalne, ale 8,5% uczestnikéw testu (czyli ponad 1000 oséb)
rozwiazalo ten podpunkt nieprawidlowo. Daje nam to sygnal, ze specyficzna konstrukcja pytania + warunek
przypominajacy kryterium szkolne potrafi wielu uczniéw skonfundowaé. Daje nam to jednak takze pozytywny
sygnal méwiacy, ze do testu OMJ podeszto sporo 0s6b, ktore nie operujg biegle cechami podzielnoéci. A zatem
mozna zaprosi¢ do testu nie tylko najlepsze osoby ze szkoty, ale szersza reprezentacje uczniow! Bardzo sie cie-
szymy mogac przez zadania OMJ nauczy¢ czegos takie wlasnie osoby.

Podpunkt (b) sprawdza czy uczestnik rozpoznal jakie to sa liczby catkowite o sumie cyfr réwnej 2. Dokladniej
- sprawdzamy czy uczestnik uwzglednil liczby, ktérych cyfry sa zerami. Jesli tak, to korzystajac ze szkolnego
kryterium podzielnoéci przez 5 bez problemu rozwiaze ten problem. Owszem, istnieje dodatnia liczba catkowita
o sumie cyfr réwnej 2, ktéra jest podzielna przez 5. Jest to na przykiad 20, ale tez 110, 1100, 1010 i wiele
innych... A jednak 11,3% uczniéw rozwiazalo ten podpunkt nieprawidtowo.

Dochodzimy wreszcie do trudniejszego punktu. Niewiele dzieci zna ceche podzielnosci przez 7, cho¢ takie cechy
istnieja (odsylam do Opowiesci matematycznych prof. Szurka). My natomiast konfrontujemy sie z uczniem,
ktéry prawdopodobnie nie zna zadnej z nich. Byé moze patrzac na posta¢ mozliwych do uzyskania liczb (moga
mieé¢ one jedynie cyfry 0, 1, 2) uczen bedzie zgadywal, ze takich liczb podzielnych przez 7 nie ma. W istocie,
odpowiedzialo tak ponad 80% uczestnikéw testu. A jednak dali si¢ oszukad! Liczba taka istnieje i jest nig 1001.
Nietrudno to sprawdzi¢ przez zwykle dzielenie pisemne. Szokuje to tym bardziej, ze gdybysmy zapytali o to
uczniéw w klasie - na pewno szybko odnajda te liczbe. To wladnie pokazuje jak dzialaja na uczestnikéw warunki
egzaminacyjne. To jedna z waznych zalet testu.

Trudno nie protestowaé przeciwko takiemu zadaniu. Czy w czasie 75 minut uczestnicy testu mieli szanse wpasé
na ten przyklad? A co gdyby najmniejszy przyklad byl szescio- albo siedmiocyfrowy? Trudno to oczywiscie
powiedzieé¢. Patrzac z dzisiejszej perspektywy mozna nawet zaryzykowaé przypuszczenie, ze postawienie takiego
zadania bylo z naszej strony bltedem. Czasem takie wnioski da sie sformutowaé dopiero po teécie. Czasami jednak
z rozmystem umieszczany jest taki podchwytliwy podpunkt i ma on takze pewien walor edukacyjny. Poprawna
konfiguracje odpowiedzi znalazlo jednak w tym przypadku jedynie 11 procent uczestnikdéw testu.

W dalszych zadaniach korzystamy z uwag i metod rozwazanych dotychczas, niekiedy w sposéb pomystowy.
Rozwiazania napisane sa juz nieco bardziej skrotowo. Dlusze komentarze do wigkszosci rozwiazan ponizszych
zadan przeczyta¢ mozna w tekscie https://mimuw.edu.pl/~amecel/0MJ.pdf.



Zadanie 4. Czy istnieje liczba o sumie cyfr rownej 123, ktéra jest kwadratem liczby catkowitej?

Rozwiazanie. Ponownie korzystamy z Uwagi 4. Czesto wystepuje ona przebrana za zestawienie cechy podziel-
noéci przez 3 oraz przez 9. Rozwazana liczba o sumie cyfr rownej 123 jest podzielna przez 3, ale nie jest podzielna
przez 9. A zatem na mocy Uwagi 4 nie moze byé¢ kwadratem.

Zadanie 5. Liczby calkowite dodatnie a oraz b majg odpowiednio po 99 oraz 101 dodatnich dzielnikow. Czy
iloczyn ab moze mie¢ doktadnie 150 dodatnich dzielnikéw?

Rozwigzanie. To kolejne zadanie powtorzeniowe. Wiemy juz duzo o liczbach a,b. Maja 99 i 101 kwadratow,
czyli... nieparzyscie wiele! A ich iloczyn ma parzyscie wiele. Czy to mozliwe? Liczby a i b musza byé¢ kwadrata-
mi, a zgodnie z zalozeniem ab nie moze by¢ kwadratem, bo ma parzyscie wiele dzielnikéw. Ale iloczyn dwéch
kwadratéw to kwadrat, czyli z jednej strony ab musi by¢ kwadratem, z drugiej — nie moze. Sprzecznosé. Nie ma
zatem takich liczb a,b.

Zadanie 6. Uzasadnij, ze liczba 94387 — 24387 jest podzielna przez 4.

Rozwiazanie. Zauwazmy, ze

94357 = (900 + 43)(900 4 43) ... (900 + 43) .

87

Interesuja nas tylko dwie ostatnie cyfry tego iloczynu. Po wymnozeniu nawiaséw mamy sktadniki zlozone z
87 czynnikéw, z ktérych tylko jeden skladnik nie zawiera czynnika 900. Jesli suma zawiera czynnik 900, to jej
ostatnie dwie cyfry sa zerami, na mocy cechy podzielnosci przez 100. A zatem o ostatnich dwéch cyfrach liczby
943%7 decyduje to jakie sa ostatnie dwie cyfry liczby 43%7 — owego jedynego sktadnika powstatego z wymnozenia
nawiaséw wyzej, ktéry nie jest podzielny przez 100. Podobnie jest dla 24387 — ostatnie dwie cyfry tej liczby sa
takie same, jak ostatnie dwie cyfry liczby 43%7. A zatem odejmujemy od siebie dwie liczby 94387, 243%7, ktére
maja identyczne dwie ostatnie cyfry. A zatem dwie ostatnie cyfry ich réznicy to dwa zera. Ta réznica jest zatem
podzielna przez 100, a wiec takze przez 4.

Zadanie 7. Wyznacz wszystkie pary dodatnich liczb catkowitych a, b, ktérych iloczyn ab jest podzielny przez
175, a suma a + b réwna sie 175.

Rozwiazanie. Dzielnikami pierwszymi liczby 175 sa liczby 5 i 7. Wobec tego liczba ab jest podzielna przez
5, skad wynika, ze liczba a lub liczba b jest podzielna przez 5. Bez straty ogdlno$ci mozemy przyjac, ze a jest
podzielna przez 5. Skoro jednak b = 175 — a, to takze liczba b jest podzielna przez 5. Stad wniosek, ze obie
liczby sa podzielne przez 5. Podobnie dowodzimy, ze obie liczby a,b sa podzielne przez 7. Wobec tego liczby
a, b sg podzielne przez 35. Jakimi sa wielokrotno$ciami 357 Skoro ich suma to 175, to jesli a = 35k, za$ b = 35l
toa+b=35k+1) =175. A zatem k+1 = 5, czyli (k,l) jest jedna z czterech par (1,4),(2,3),(3,2),(4,1).
Uzyskujemy stad rozwiazania:

(a,b) = (35,140), (a,b) =(70,105), (a,b) = (105,70), (a,b) = (140,35).
Bezposrednio sprawdzamy, ze wszystkie cztery powyzsze pary liczb (a, b) spelniaja warunki zadania.

Zadanie 8. Liczby pierwsze a, b, c sa wieksze od 3. Udowodnij, ze liczba

(a=b)(b—c)(c—a)

jest podzielna przez 48.

Rozwiazanie. Z warunkow zadania wynika, ze liczby a, b, ¢ sa nieparzyste i niepodzielne przez 3. W szcze-
gélnodci liczby te moga dawaé tylko reszty 1 i 3 przy dzieleniu przez 4 oraz tylko reszty 1 i 2 przy dzieleniu
przez 3. Poniewaz pewne dwie z liczb a, b, ¢ daja te sama reszte przy dzieleniu przez 3, wiec co najmniej jedna z
liczb a—b, b—c, c—a jest podzielna przez 3. To oznacza, ze iloczyn (a—b)(b—c)(c—a) jest liczba podzielna przez 3.

Podobnie, poniewaz pewne dwie z liczb a, b, c daja te sama reszte przy dzieleniu przez 4, wiec pewna sposérdéd
liczb a — b, b — ¢, c — a jest podzielna przez 4. Ponadto wszystkie te liczby sa parzyste, wiec kazda z pozostatych
dwéch liczb jest podzielna przez 2. W konsekwencji iloczyn (a — b)(b — ¢)(c — a) jest liczba podzielna przez
4-2-2 = 16. Poniewaz liczby 3 i 16 sa wzglednie pierwsze, wiec taczac uzyskane wnioski, otrzymujemy, ze liczba



(a —b)(b—¢)(c — a) jest podzielna przez 48.

Zadanie 9. Wyznacz wszystkie takie trojki (a, b, ¢) dodatnich liczb catkowitych, ze kazda z liczb a+b,b+¢, c+a
oraz a + b+ c jest pierwsza.

Rozwiazanie. Poniewaz a + b + ¢ jest liczba pierwsza nie mniejsza od 3, wiec jest to liczba nieparzysta. Stad
wynika, ze wsréd liczb a, b, ¢ jest parzysta liczba liczb parzystych. Jesli sa dokladnie dwie liczby parzyste, to
ich suma jest liczbg zlozona, jako liczba pierwsza wigksza od 2, wbrew warunkom zadania. Wobec tego kazda
z liczb a,b, ¢ jest nieparzysta. Suma kazdych dwéch z nich jest z jednej strony liczba pierwsza (co wynika z
warunkéw zadania), z drugiej za$ liczba parzysta. Wobec tego kazda z liczb a + b, b+ ¢, c+ a jest réwna 2. Stad
wniosek, ze wszystkie liczby a, b, ¢ sa réwne 1. Bezposrednio sprawdzamy, ze tréjka (a,b,c) = (1,1,1) spelnia
warunki zadania.

Zadanie 10. Liczby catkowite a, b, ¢ spelniaja warunek a + b+ ¢ = be. Udowodnij, ze liczba (a + b)(a + ¢) jest
podzielna przez 4.

Rozwiazanie. Przeksztalcajac réwnosc a + b + ¢ = be otrzymujemy:
a+b=bc—c=cb—1), oraz a+c=bc—b=>b(c—1).

Stad wynika, ze:
(a+b)(at+c)=clb—1)b(c—1)=(b—1)b(c —1)c.

Hoczyn dwéch kolejnych liczb catkowitych jest liczba parzysta, za tem obie liczby (b — 1)b oraz (¢ — 1)c sa
podzielne przez 2. Wobec tego ich iloczyn jest liczba podzielng przez 4, co konczy rozwiazanie zadania.
Zadanie 11. Znajdz wszystkie dodatnie liczby catkowite n takie, ze liczba 2™ + 7" jest kwadratem.
Rozwiazanie. Dla n = 1 liczba 2" + 7" réwna jest 9, czyli jest kwadratem. Pokazemy, ze jest to jedyne
rozwiazanie. Pomyst: rozwazmy osobno przypadki, gdy n jest liczba parzysta i gdy n jest liczba nieparzysta.
e Jedli n = 2m, to
(T2 =T"<2"+ 7" =4" + 7" <142.T" + 7" = (7" +1)%,
czyli liczba 2™ + 7™ lezy pomiedzy dwoma kolejnymi kwadratami. Nie moze by¢ wiec kwadratem.

e Jesli n = 2m + 1, to liczba 2™ 4+ 7" daje reszte 3 z dzielenia przez 4, co nie jest mozliwe dla kwadratu.
I nie potrzebujemy do tego kongruencji. Jest jasne, ze 7" = (8 — 1)™ i po wymnozeniu n nawiaséw postaci
8 — 1 dostajemy, poza jednym skladnikiem, same skladniki podzielne przez 8. A zatem

™=(8-1)"=8k+(-1)",

dla pewnego k, co dla n nieparzystego oznacza, ze 7" daje reszte 7 z dzielenia przez 8, czyli reszte 3
z dzielenia przez 4. To za$, ze 22™+1 = 4™.2 jest podzielne przez 4 jest zupelnie jasne (mamy m > 1). Zatem
prosze nie méwié: ,nie znamy kongruencji”. Mozna znaé, ale mozna tez nie znaé¢ (w szkole podstawowej).

Zadanie 12. Dane sa liczby calkowite a i b. Wykaz, ze jedli liczba a? jest podzielna przez liczbe a + b, to takze
liczba b? jest podzielna przez liczbe a + b.

Rozwigzanie. Poniewaz b2 — a? = (b—a)(b+a), wigc b*> = (b—a)(b+a) + a. Prawa strona ostatniej réwnosci
jest podzielna przez liczbe a + b, a zatem liczba b? jest takze podzielna przez liczbe a + b.

Zadanie 13. Niech n bedzie dodatnig liczba calkowita i niech d bedzie dodatnim dzielnikiem liczby 2n2. Pokaz,
ze liczba n? + d nie jest kwadratem.

Rozwiagzanie. Cala trudno$é¢ to wprowadzi¢ dodatkowe oznaczenia i uwierzyé, ze do ,czego$ dojdziemy”
(czeste postepowanie w przypadku zalozenia, ze mamy podzielno$é przez liczbe opisang pewnym wyrazeniem).
7 zalozenia zadania istnieje wiec dodatnia liczba k taka, ze

2n? = kd.
Zatézmy, wbrew tezie (po raz kolejny), ze n? + d = m?, dla pewnego catkowitego dodatniego m. Wowczas:

2n?
2 _ .2
m°=n +7k



czyli
(mk)? = n?(k?* 4 2k).

A zatem k? + 2k musi by¢ kwadratem. Ale przeciez k? < k% + 2k < (k + 1)2. Dostaliémy sprzecznosé.

Zadanie 14. Maly majsterkowicz Kazio przygotowal na szkolng dyskoteke efekty $wietlne wlasnego pomystu.
Tysiac zaréwek, ponumerowanych liczbami od 1 do 1000, byto wlaczanych i wylaczanych specjalnym przetacz-
nikiem. Na poczatku dyskoteki wszystkie zarowki byly wylaczone. Pierwsze naciéniecie przelacznika zapalito
wszystkie zaréwki, drugie nacisniecie zgasilo wszystkie zaréwki o numerach parzystych, trzecie zmienilo stan
zarowek o numerach podzielnych przez 3 itd. Ogdlniej, kolejne, k-te nacisniecie przelacznika zmienilo stan
wszystkich zaréwek o numerach podzielnych przez k. Ktore zaréwki $wiecity pod koniec, jesli w trakcie dysko-
teki Kazio nacisnal przetacznik 1000 razy?

Rozwiazanie. Zauwazmy, ze jesli spojrzymy na przyklad na zaréwke o numerze 100, to ktére przetaczenia jej
dotyczyly? Oczywiscie pierwsze, bo wtedy zapalono wszystkie $wiatta. Potem drugie, bo 100 dzieli si¢ przez 2,
a wiec w drugiej operacji zgaszono zaréwke o numerze 100. Trzecie przelaczenie nie dotyczylo 100, bo 3 nie
jest dzielnikiem 100. Czwarte przelaczenie zmienito stan zaréwki o numerze 100. Wiaczyto ja ponownie, bo 4
jest dzielnikiem 100. Czy widzicie Pafistwo zalezno$é? Zaréwka o numerze 100 zostala przelaczona tyle razy, ile
dzielnikow ma liczba 100. I to dotyczy kazdej innej zarowki. Ale to nie wszystko. Udalo nam sie jakos polaczyé
problem z liczba dzielnikéw, ale jak rozpoznaé zaréwki, ktére po 1000 przetaczen pozostaly zapalone? Ot6z skoro
zaczeliSmy od zgaszonych zarowek, a potem kazda zaréwka poddana jest na przemian zapalaniu i gaszeniu, to po
zakonczeniu przelgczania zapalone sa te, ktérych stan zmienit sie... nieparzyscie wiele razy! A zatem zapalone
zostang tylko zaréwki o tych numerach, ktérych liczba dzielnikéw jest nieparzysta! Ale wiemy dokladnie jakie
to numery. Sa to kwadraty liczb mniejszych od 1000. Jest ich 31.

Zadanie 15. Dane sg takie dodatnie liczby calkowite m i n, ze liczba m+n? jest podzielna przez m+n. Wykaz,
ze liczba m + n? jest podzielna przez m + n.

Rozwigzanie. Liczba m + n jest dzielnikiem liczby m + n? wtedy i tylko wtedy, gdy m + n jest dzielnikiem
liczby:

2

m+n?—(m+n)=n*>—n=n(n-1).

Z kolei m + n jest dzielnikiem liczby m + n? wtedy i tylko wtedy, gdy m + n jest dzielnikiem liczby:
m+n®—(m+n)=n>-n=nn*>-1)=n(n—1)(n+1).

Zauwazmy, ze n(n — 1) jest dzielnikiem liczby n(n — 1)(n + 1). Wobec tego jezeli pierwsza z tych liczb dzieli sie
przez m + n, to druga takze, co konczy rozwiazanie.



