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Zadanie 1 (Champernowne, 1933). Dana jest liczba x € (0,1), dla ktdorej kolejne cyfry rozwiniecia dziesietnego
po przecinku sq (czytanymi od lewej) cyframi w zapisie dziesietnym kolejnych liczb naturalnych:
x = 0,123456789101112131415... Pokazad, Ze x jest liczbg niewymierng.

RozwiAzANIE. Niech a,, bedzie n-ta cyfra po przecinku w rozwinigciu x. Zaldézmy, wbrew tezie, ze istnieje N, M
takie, ze ay = anirnm, dla kazdego k > 1. Wiadomo, ze istnieje potega liczby 10 majaca wiecej cyfr niz 2M,
ktora jest wieksza od N. A zatem rozwiniecie tej potegi 10 wystapi dalej niz na N-tym miejscu w rozwinieciu
liczby x. A zatem w rozwinieciu liczby x, dalej niz na miejscu N-tym znajduje sie 2M zer. Jesli rozwiniecie x
jest nieskonczone okresowe o okresie M to oznacza, ze wszystkie cyfry w tym okresie wynosza 0. To oznacza, ze
2 ma rozwiniecie skonczone, co nie jest prawda. A zatem z jest liczbg niewymierng. |

Zadanie 2 (Lambert, 1758; Cantor, Dedekind, Heine, 1872). Jaka jest najmniejsza liczba réznych cyfr, ktdre
muszq wystepowad nieskoriczenie wiele razy w rozwinieciu dziesietnym liczby niewymiernej?

ROzZWIAZANIE. Liczba ta wynosi 2. Gdyby liczba ta wynosila 1, to by znaczylo, ze istnieje liczba niewymierna,
w ktérej rozwinieciu dziesietnym co najwyzej jedna cyfra powtarza sie nieskonczenie wiele razy. Rozwiniecie
dziesietne liczby niewymiernej jest nieskonczone, wiec wszystkie cyfry nie moga w nim wystepowaé skonczenie
wiele razy. Gdyby za$ dokladnie jedna cyfra wystepowala nieskonczenie wiele razy w rozwinieciu dziesietnym
liczby niewymiernej, wowczas rozwiniecie to od pewnego miejsca zawieraloby jedynie te cyfre (bo w takim
przypadku liczba wystapien pozostalych cyfr jest ograniczona). A zatem bylaby to liczba wymierna. Rozwiniecie
dziesietne liczby niewymiernej musi zatem mie¢ przynajmniej dwie cyfry wystepujace nieskonczenie wiele razy.
I rzeczywiscie biorac liczbe, ktéra na n!-miejscu po przecinku ma 1, a na pozostalych zera otrzymujemy liczbe
niewymierna (a nawet przestepna), co pokazujemy identycznie jak w Zadaniu 1. |

Zadanie 3. Pordwnujgc zapisy dziesietne liczb catkowitych dodatnich pokazaé niewymiernosé liczby /2.

ROZWIAZANIE. Zalézmy przeciwnie, ze v/2 jest wymierna, a wiec v/2 = a/b, przy czym b # 0 oraz a,b sa
wzglednie pierwsze. Mamy wiec 2b% = a?. Wiadomo, ze b ma cyfre jednoéci réwna 0,1,4,5,6,9, a zatem 2b?
ma cyfre jednoéci 0,2 lub 8. Skoro jednak a? réwne jest 2b2, to cyfry jednosci 2,8 s wykluczone. A zatem 2b?
konczy sie zerem. To oznacza, ze b? koniczy sie 0 lub 5, co jest w sposéb oczywisty niemozliwe, bo wéwczas tymi
samymi cyframi musi sie konczyé a?, co przeczy wzglednej pierwszosci a i b.

Podobnej idei uzywamy dla pokazania, ze rozwiniecie /2 nie jest skonczone. Zalézmy przeciwnie, na przyklad
V2 =1, abe

gdzie a, b, c to cyfry i ¢ # 0,. Mnozac przez tysiac i podnoszac do kwadratu dostajemy:
2000000 = (1000v/2)? = (1abc)?.

Ta réwnosé nie moze mie¢ miejsca, poniewaz cyfra jednosci liczby 2000000 to zero, a cyfra jednoéci liczby po
drugiej stronie jest kwadratem liczby calkowitej, ktérej cyfra jednosci ¢ jest niezerowa. |

Zadanie 4 (Estonia, 1998). Liczba rzeczywista x ¢ {—1,0,1} ma te wlasnosé, Ze zardwno x jak i jej odwrotnosé

% majq identyczne rozwiniecia dziesietne po przecinku. Pokazaé, Ze x jest liczbg niewymierng.

ROZWIAZANIE. Zalozenie implikuje, ze liczba = — % jest catkowita niezerowa. Oznaczmy ja jako n. Mamy

wowczas: 1
r——=n&z>—nz—1=0.
T

Wyrdznik tego réwnania kwadratowego wynosi vVn? + 4. Pierwiastek z liczby calkowitej jest wymierny, wtedy
i tylko wtedy, gdy jest calkowity. Pokazmy, ze dla n # 0 liczba v/n2 + 4 nie jest calkowita. W przeciwnym
przypadku n? +4 = m?, dla pewnego m > 0. A zatem n? —m? = 4, czyli (n —m)(n +m) = 4. To réwnanie nie
ma rozwigzan w liczbach catkowitych dodatnich. ]



Zadanie 5. Na n-tym miejscu po przecinku w rozwinieciu dziesietnym liczby x znajduje sie cyfra jednosci liczby
a™, gdzie a jest pewng ustalong liczbg catkowitq dodatnig oraz n przebiega wszystkie liczby catkowite dodatnie.
Rozstrzygnaé czy © jest liczbg wymiernqg, czy liczbg niewymierng.

ROZWIAZANIE. Niech a,, bedzie n-ta cyfra w rozwinieciu liczby z. Wéwczas wiadomo, ze a1 to reszta z
dzielenia a,, - a przez 10. Wiadomo, ze dla pewnego s mamy a,ts = an, bo jest tylko 10 cyfr. Ale liczba a5 to
reszta z dzielenia iloczynu a, oraz a® przez 10. A zatem a,+s - a® znowu ma identyczna reszte z dzielenia przez
10. T tak dalej. A zatem jest to rozwiniecie okresowe, a x jest liczbag wymierna. |

Zadanie 6. Na 2n — 1-wszym i 2n-tym miejscu po przecinku w rozwinieciu dziesietnym liczby x znajdujg sie
odpowiednio cyfra dziesigtek i cyfra jednosci liczby (n + 3)2, dla kazdego n > 1. Rozstrzygnaé czy x jest liczbg
wymierng, czy liczbg niewymierng.

ROZWIAZANIE. Zauwazmy, ze zachodzi réwnosé (100 + x)? = 10000 + 200z + x2. A zatem ostatnie dwie cyfry
liczby 22 oraz 100 4 2 sa identyczne. A zatem takze dwie ostatnie cyfry kazdej z liczb 100n + z2 sa identyczne,
co oznacza, ze rozwiniecie dziesietne liczby x jest okresowe. Jest to zatem liczba wymierna. ]

Zadanie 7 (Rumunia TST, 1980). Na n-tym miejscu po przecinku w rozwinieciu dziesietnym liczby x znajdugje
sie cyfra jednosci liczby 11 +22 433 + ... +n", dla kazdego n > 1. Rozstrzygnaé czy x jest liczbg wymierng, czy
liczbg niewymierng.

RozwiaZANIE. Niech ostatnia cyfra liczby catkowitej n to I(n). Ciag l(a™) jest okresowy (zadanie 5), i jego
okres wynosi

o 1, jesli I(a) € {0,1,5,6},
e 2 jeslil(a) € {4,9},
o 4, jedlil(a) € {2,3,7,8}.

Co wiecej sam ciag l(n) tez jest oczywiscie okresowy, ma okres 10. Najmniejsza wspélna wielokrotnosé 10 oraz
4 to 20. Kladac:
m=(n+1)"" +. .+ (n+20)"",

widzimy, ze [(m) nie zalezy od n. Nietrudno sprawdzié, ze biorac n = 0 dostajemy, ze [(m) = 4. W szczegdlnosci
ostatnia cyfra liczby:
m=(n+1)"" ..+ (n+100)" 10

to 0, a wiec rozwiniecie x ma okres dtugosci 100. Jest to wiec liczba wymierna. |

Zadanie 8 (IMO Shortlist, 2006). Dane sqg liczby dodatnie x,y, mniejsze od 1 i takie, ze n-ta cyfra po przecinku
w rozwinieciu dziestetnym liczby y jest 2"-tq cyfrg w rozwinieciu dziesietnym liczby x. Pokazaé, zZe jesli x jest
liczbg wymierng, to y tez jest liczbg wymierng.

ROZWIAZANIE. Skoro z jest wymierna, to jej rozwiniecie jest skoniczone lub nieskonczone okresowe. Pierwszy
przypadek implikuje trywialnie, ze y ma skonczone rozwiniecie, wiec jest wymierna. Rozwazmy drugi przypadek.
niech n bedzie dlugoécia okresu liczby . Istnieje N takie, ze 2V-te miejsce w rozwinieciu x jest cyfra z okresu
rozwiniecia dziesietnego liczby x, a wiec jest jedna z n liczb, zalézmy, ze jest to liczba k-ta w tym okresie. Zatem
2N+ ta cyfra w rozwinieciu z jest s;-tym elementem tego samego ciagu cyfr stanowiacego okres, gdzie s; = 2k
mod n. Podobnie 2V*-ta cyfra w rozwinieciu x jest s,,-ta liczba w okresie, gdzie s,, = 2™k modulo n. Ale
jest tylko skonczenie wiele reszt modulo n, wiec ciag s, jest periodyczny. Liczba y jest zatem wymierna. |

Zadanie 9 (Francja, 1996). Liczby a, b sq¢ calkowite dodatnie, przy czym a jest nieparzysta. Okreslamy cigg
(an)$2y rekurencjg o warunku poczgtkowym ay = b i okreslong dla n > 1 wzorem:

Gy = lan, gdy a, jest parzysta,
" an +a, gdy a, jest nieparzysta.

Niech x = 0,a1aza3 ... bedzie liczbg rzeczywistq, ktorej rozwiniecie dziesietne zawiera na n-tym miejscu po
przecinku cyfre jednosci liczby a,, dla n > 1. Rozstrzygnagé czy x jest liczbg wymiernag, czy liczbg niewymierng.



RozwiazANIE. Kluczowa obserwacja jest taka, ze istnieje n, dla ktérego a,, < a. Zauwazmy, ze jedli a,, > a, to
gdy a,, jest parzyste, wowczas ami1 = am /2 < ap,. Jedli a,y, jest nieparzyste, woéwezas ami2 = (am+a)/2 < ap.
Zatem dla kazdego wyrazu ciagu a, wiekszego od a istnieje mniejszy wyraz, ktéry jest dalej. Dostajemy wiec
podciag, ktéry maleje, a nawet musi ostatecznie sie zatrzymac, dla pewnego a, < a.

Twierdzimy, ze nieskonczenie wiele wyrazéw ciaggu a, jest mniejszych niz 2a. Gdyby tak nie bylo, to niech
a, bedzie najwiekszym elementem o tej wlasnosci. Jedli a, jest parzysty, to a,41 = a,/2 < 2a. JeSli a, jest
nieparzysty, to a,12 = (a, +a)/2 < 3a/2 < 2a, co jest znowu niemozliwe. A zatem jest nieskoficzenie wiele
elementéw naszego ciagu mniejszych niz 2a. W szczegdlnodci ciag a,, jest okresowy, a zatem i ciag jego ostatnich
cyfr jest okresowy. Liczba x jest zatem wymierna. |

Zadanie 10 (Indie, 2009). Okreslamy cigg (a,)5, warunkami:

{0, jesli liczba dzielnikow dodatnich liczby n jest nieparzysta,
ap =

1, jesli liczba dzielnikéw dodatnich liczby n jest parzysta.

Niech x = 0,aiaza3 ... bedzie liczbg rzeczywistq, ktorej rozwiniecie dziesietne zawiera ma n-tym miejscu po
przecinku cyfre a,, dla n > 1. Rozstrzygngé czy x jest liczbg wymierng, czy liczbg niewymierng.

RozwiAZANIE. Pokazemy, ze x jest liczba niewymierna. Zatézmy przeciwnie. Jesli x jest liczba wymierna, to
ma rozwinigcie nieskonczone okresowe. Wezmy wiec takie k, [, ze a,, = a,4, dla wszystkich n > k. Rozwazmy [
cyfr am+1,-- ., am+1, gdzie m > k. Ten ciag musi zawiera¢ chociaz jedno zero. W przeciwnym razie a,, = 1, dla
n > k, co jest absurdem, bo oznaczaloby, ze n > k nigdy nie jest kwadratem. Zatem kazde ! kolejnych wyrazow
ciagu (a,) musi zawiera¢ 0. Z drugiej strony wiemy, ze réwnica pomiedzy dwoma kolejnymi kwadratami jest
dowolnie duza, bo (t + 1) —t? = 2t + 1. To przeczy naszemu zalozeniu, bo na pewno znajdziemy kwadrat
wiekszy od a1, ktorego od kolejnego dzieli wiecej niz [ liczb. To znaczy, ze okres liczby x jednak nie zawiera
zera, Sprzecznosc. |

* * *

Przez onc(x) oznaczamy ostatnia niezerowa cyfre w rozwinieciu dziesietnym liczby catkowitej dodatniej.

Zadanie 11. Udowodnié, zZe jesli a,b sq liczbami calkowitymi oraz onc(a) # 5 i onc(b) # 5, wéwczas onc(ab)
réwna jest cyfrze jednosci liczby onc(a) - onc(b).

Dowdd. Niech 2’ oznacza liczbe x bez kohicowych zer, a wiec o' = x/10%, gdzie 10° to najwieksza potega 10
dzielaca x. Oczywiscie onc(x) réwne jest ostatniej cyfrze z’. Z podanych zalozen wiemy tez, ze (ab)’ nie jest
podzielna przez 5, a zatem (ab)’ = a'b’. Stad onc(ab) réwne jest ostateniej cyfrze a'b’. Ta za$ jest réwna ostatniej
cyfrze iloczynu @’ oraz b, czyli iloczynowi ostatnich niezerowych cyfr a oraz b. O

Zadanie 12. Wykazad, Ze onc(n!) réwne jest cyfrze jednosci liczby
2% - onc(z!) - y!,
gdzie n = 5x +y, przy czym x jest liczbg calkowitq nieujemng oraz 0 < y < 5.

ROzZWIAZANIE. Teza z pewnoscia jest prawdziwa dla n = 2,3,4. Dla n > 5 rozbijamy sobie n! na iloczyny x
piatek kolejnych liczb i ewentualnie na koncu mamy jeszcze iloczyn y liczb. Z kazdego z x czynnikéw wyciagamy
5, co daje czynnik 5" oraz wyciaggamy x!, bo przed kazda piatka stoi kolejna liczba od 1 od . Rozwazmy iloczyn
(5m + 1)(5m + 2)(5m + 3)(5m +4) Jest to iloczyn czterech kolejnych liczb catkowitych, a wiec liczba podzielna
przez 24. Nietrudno zauwazy¢, ze ostatnia cyfra tego iloczynu podzielonego przez 4 to 6. Mozna po prostu
wymnozy¢ i sie bez trudu o tym przekonaé. A zatem n! = 5% - x!-2%.2% .67 . yl. Widzimy, Ze patrzac na ostatniag
niezerowg cyfre mozemy zaniedbaé¢ 10*, ktére pojawito sie w tym przedstawieniu. A zatem:

onc(n!) = onc(2? - z! - 67 - y!) = onc(2” - x! - y!),

poniewaz y jest iloczynem x liczb o koncéwee 6, a cala liczba ! - 2% - ! jest parzysta, wiec jej illoczyn przez 6
nie zmienia ostatniej cyfry. |

Zadanie 13 (G. Dresden 2001). Dana jest liczba x € (0,1), ktéra na n-tym miejscu po przecinku ma cyfre
réwng onc(n!). Rozstrzygnal czy x jest liczbg wymierng, czy liczbg niewymierng.

Rozwigzanie mozna znalezé w pracy Two Irrational Numbers That Give the Last Non-Zero Digits of n! and n',
dostepnej pod adresem: https://arxiv.org/pdf/1904.10274.pdf. .



