Kolokwium pierwsze z GAL I, 28 listopada 2024

e Kazda odpowiedZ TRZEBA starannie uzasadnié.
e Rozwigzanie kazdego zadania TRZEBA napisa¢ na ODDZIELNEJ kartce lub kartkach.

e Na kazdej kartce prosze (CZYTELNIE) podaé: imie, nazwisko (WIELKIMI LITERAMI), numer indeksu
osoby zdajacej, numer grupy ¢wiczeniowej lub nazwisko prowadzacego oraz numer zadania.

Zadanie 1. Niech U bedzie uktadem réwnan liniowych o wspoétczynnikach rzeczywistych postaci

Ty —3x2+3x3+ x4 = 1
211 — 23— x4 = 2
4dx1 — 6x0 +bx3+pry = 4+r

gdzie p,r € R.

(6 p.) Dla p=11ir =0 znajdZ rozwigzanie ogélne uktadu U. Wskaz zmienne zalezne i niezalezne.

(7 p.) Niech U’ bedzie jednorodnym uktadem réwnan liniowych odpowiadajacym ukladowi U.
Znajdz wymiar przestrzeni rozwigzan ukladu U’ w zaleznosci od p € R.

(7 p.) Rozstrzygnij, dla jakich p,r € R uklad U jest niesprzeczny.

Zadanie 2. Niech W =1in((1,2,1,3),(2,5,1,4),(1,—1,4,a)) C R*.
(6 p.) Udowodnij, ze dim W = 2 wtedy i tylko wtedy gdy a = 9.
(6 p.) W zaleznosci od a € R opisz podprzestrzen W ukladem réwnan.

(8 p.) Dla jakich a,b € R wektor (1,b,2,4) nalezy do podprzestrzeni W?
Dla wszystkich takich a,b dopelnij ten wektor do bazy W.

Zadanie 3. (10 p.) Niech ay, ag, ..., ax bedzie ukladem wektoréw w przestrzeni liniowej V. Wykaz, ze
nastepujace warunki sa rownowazne:

(a) au,...,q jest baza przestrzeni V,
(b) ai,...,ax jest maksymalnym uktadem liniowo niezaleznym w V|

(¢) ai,...,ax jest minimalnym ukladem rozpinajacym V.

Zadanie dodatkowe (20 p.) Dla wektoréw «, 3 € K™ postaci
a=(a,a,...,an), B=(b1,ba,...,bn)
niech M (o, B) = [mj;] bedzie macierzg rozmiaru n x n, ktérej wyrazy sa réwne
m;j = a;bj,
dla kazdych 7,5 € {1,2,...,n}.
(6 p.) Udowodnij, ze dla dowolnych «a, 8 € K™ rzad macierzy M («, 3) wynosi co najwyzej 1.

(7 p.) Udowodnij, ze kazda macierz ze zbioru My, x,(K) o rzedzie < 1 jest réwna M (a, 3) dla pewnych
a, e K"
(7 p.) Zalézmy ze wektory «,a’ € K™ sg liniowo niezalezne oraz, ze wektory (3,3 € K™ sa liniowo
niezalezne. Niech
B = M(a,8)+ M(d, )
Zmajdz rzad macierzy B.

Uwaga. Zadanie dodatkowe moze byc¢ rozwigzane zamiast Zadania 1. lub Zadania 2. Ocena rozwigzania
powyzszego zadania bedzie uwzgledniona w {gcznym wyniku kolokwium jedynie w przypadku, gdy nie bedzie
oddane rozwigzanie co najmniej jednego z Zadan 1 lub 2.
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Podpisaé niniejsza kartke i wpisa¢ w puste miejsca odpowiedzi wraz z uzasadnieniami na kazde z pytan.

Zadanie 4. (6 x 5 p.) Prosze ponizej odpowiedzie¢ z uzasadnieniem na nastepujace pytania:

1. Podaj przyklad takiego wielomianu o wspdtczynnikach rzeczywistych, ktérego pierwiastkami sg liczby
\/5 oraz 1+ 1.

2. Liczby zespolone z1, 29 spelniaja 21 + 22 € R oraz 21 - 25 € R. Czy 21 = 27

3. Znajdz rzad macierzy rozmiaru 3 x 3 o wyrazach w ciele piecioelementowym Zs, postaci:

1 2 3
4 3 2
2 41
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Zadanie 4 (c.d.)

4. Niech W bedzie podprzestrzenia wymiaru 3 przestrzeni liniowej V' wymiaru 4. Czy istnieje baza V'
taka, ze zaden jej wektor nie nalezy do W7

5. Niech funkcja f : C — C bedzie dana wzorem f(z) = (1+4)z. Obraz podzbioru A C C przy funkcji f,
czyli zbiér f(A) = {f(z) : z € A}, jest okregiem o $rodku i oraz promieniu 4. Czy zbiér A jest okregiem?
Jedli tak, to znajdz jego Srodek i promien.

6. Niech A = {a1,a9,a3}, B = {f1, 52,03} beda bazami przestrzeni liniowej V' nad R, przy czym
01 =2a1 — as — as, B2 = —ao oraz O3 = 2ag + ag. Czy istnieje taki niezerowy wektor v € V', ktéry ma
identyczne wspolrzedne w obydwu tych bazach?



