Egzamin GAL I, 1 luty 2025

e Kazda odpowiedz TRZEBA starannie uzasadni¢.

e Rozwigzanie kazdego zadania TRZEBA napisa¢ na ODDZIELNEJ kartce lub kartkach.

e Na kazdej kartce prosze (CZYTELNIE) podaé: imie, nazwisko (WIELKIMI LITERAMI), numer indeksu
osoby zdajacej, numer grupy ¢wiczeniowej lub nazwisko prowadzacego oraz numer zadania.

Zadanie 1. Niech
V =lin((1,5,3,0),(1,-1,a,3),(1,1,—1,2)), gdzie a € R,
W =1lin((1,1,1,2),(0,2,1,b)), gdzie b € R,
7Z = {(x1, 22,23, 14) € RY : oy +ag—a4 = 0}

bedg podprzestrzeniami przestrzeni liniowej R,

(6 p.) Udowodnij, ze dimV = 2 wtedy i tylko wtedy gdy a = —3. Dla jakich b € R wektor (0,2, 1,b)
nalezy do Z7?
(7 p.) Znajdz wymiary przestrzeni liniowych W N Z oraz W + Z, w zaleznosci od b € R.

(7 p.) Rozstrzygnij, dla jakich a,b € R zachodzi réwnos¢ V+W =V @& W?

Zadanie 2. Niech A = ((1,1,0),(2,1,0),(0,0,1)) bedzie baza przestrzeni liniowej R®. Przeksztalcenie
liniowe ¢ : R? — R3 dane jest macierza
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M(p)a=10 1 2f.
1 0 3
Przeksztalcenie liniowe 1 : R? — R? dane jest wzorem
Y((@1, 22, 23)) = (21 + T2 + T3, 71 — T2).
(10 p.) Niech B = ((0,1),(1,1)) bedzie baza przestrzeni liniowej R?. Wyznacz M () o ¢)5.
(10 p.) Znajdz wszystkie a € R i bazy C przestrzeni liniowej R?, takie ze

Mwoob=i o 1]

Zadanie 3. Niech

(S M4><4(R).
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(10 p.) Oblicz det A.

(10 p.) Dla jakich s € R przeksztalcenie liniowe ¢ : R* — R?* spelniajace warunek M (4)5! = A? jest
izomorfizmem? Czy istnieje s € R, ze r(BA) = 2, dla pewnej odwracalnej macierzy B € Myx4(R)?

Zadanie 4. (10 p.) Niech Vj, V5 beda skoficzenie wymiarowymi podprzestrzeniami przestrzeni liniowej V.
Wykaz, ze zachodzi réwnos$é¢ dim(V; + Vo) = dim Vj 4 dim Vo — dim(V; N V3).

Zadanie 5 (20 p.)

(10 p.) Niech A, B,C, D € M, (K), przy czym A jest macierza odwracalna oraz spelniony jest warunek

7( {é g}) = n. Udowodnij, ze CA™'B = D.

(10 p.) Wykaz, ze jeSli A € My« (K) oraz B € M,,»s(K), to r( {0 A}) =n+r(AB).

B I,



Imie i nazwisko numer indeksu grupa lub nazwisko osoby prowadzacej ¢wiczenia

Egzamin GAL I, 1 luty 2025

Podpisz niniejsza kartke i wpisz w puste miejsca odpowiedzi wraz z uzasadnieniami na kazde z pytan.
Zadanie 6. (6 x 5 p.)

1. Niezerowe przeksztalcenie liniowe ¢ : R3 — R3 spelnia warunek im(¢) C ker(¢). Jakie sa mozliwe
wartosci dim im(¢)?

2. Niech R? = U @ W, dla pewnych podprzestrzeni U, W przestrzeni liniowej R?. Obraz wektora o € R?

w symetrii wzgledem U wzdluz W réwny jest (1,2,3), a obraz wektora « przy rzucie na W wzdluz U
jest réwny (3,2,1). Wyznacz «.

3. Niech A € M,,x,(K) gdzie n > 2. Kazde dwa wiersze macierzy A tworza uklad liniowo niezalezny. Czy
macierz ta musi by¢ odwracalna?
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Podpisz niniejsza kartke i wpisz w puste miejsca odpowiedzi wraz z uzasadnieniami na kazde z pytan.

Zadanie 6 (c.d.)
4. Rozstrzygnij, ile jest réznych izomorfizméw ¢ : Z3 — 73.

5. Przestrzenie liniowe V, W sa skonczenie wymiarowe oraz U C V jest podprzestrzenia taka, ze
dimU < dimV — dim W. Czy istnieje przeksztalcenie liniowe ¢ : V' — W takie, ze kerp = U?

6. Dana jest przestrzen liniowa V' wymiaru 3. Uktad dwdch liniowo niezaleznych funkcjonatéow fi, fo € V'*
spelnia warunek fi(«) = fo(a) = 0, dla pewnego a # 0. Czy dla kazdego funkcjonatu f € V* takiego, ze
f(a) # 0 uktad fi, fo, f jest baza V*7



