Troche inne rozwiazanie zadania 5, czyli POKOCHAJCIE STRZALKI!

Na macierze bedziemy patrzeé jak na przeksztalcenia liniowe. W przestrzeni K™
zawsze wybieramy baze standardowa, wiec bedziemy przeksztalcenia oznaczaé
tak jak macierze.
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7 zalozenia mamy dwa przemienne diagramy przeksztalcen liniowych:
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Patrzac na pierwszy diagram mamy A(v) = 0 = CA(v) = B(v) = 0, czyli
ker A < ker B. Analogiczne rozumowanie w odniesieniu do drugiego diagra-
mu prowadzi do zawierania ker B < ker A. Zatem ker A = ker B.

Tym razem mamy nastegpujace przemienne diagramy:
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Patrzymy na pierwszy diagram. Oczywiscie im AE = im B, ale jest jasne
ze im AE C im A. Zatem im B C im A. Z drugiego diagramu dokladnie tak
samo dostajemy im A C im B, czyli w rezultacie im A = im B.

(Uwaga: Zavwaimy, ze teza punktu b) jest prawdziwa dla dowolnych odwzo-
rowan zbioréw, niekoniecznie dla przestrzeni liniowych i ich przeksztalcen
liniowych.)

Zat6zmy, ze ker A = ker B. Szukamy takiego przeksztalcenia C, ze przemien-
ny jest diagram
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Jedli ma zachodzi¢ réwnos¢ C A = B, to przeksztatcenie C),  , moze by¢ zdefi-
niowane tylko w jeden sposéb: C'(A(v)) = B(v). Musimy sprawdzié, ze jest to
poprawna definicja tzn. jezeli A(v) = A(v') to CA(v) = CA(v'). Tak jest bo-
wiem A(v) = A(v') <= v —v" € ker A. Ale z zalozenia ker A < ker B, wigc
B(v) = B(v'). Tak zdefiniowane przeksztalcenie C' jest oczywiscie liniowe.
Na to by zdefiniowaé przeksztalcenie C' na calej przestrzeni K™ znajdujemy
wektory liniowo niezalezne vy, ..., v, takie ze im A @ lin{vq,..., v} = K"
i na tych wektorach definiujemy C' w dowolny sposéb. Widaé wiec, ze prze-
ksztalcenie C' jest wyznaczone jednoznacznie tylko wtedy, gdy A jest epi-
morfizmem.

Dokladnie w taki sam sposéb, korzystajac z zawierania ker B < ker A dowo-
dzimy istnienia przeksztalcenia liniowego D, dla ktérego DB = A.



