Rozwiazanie zadania 5. z kolokwium 2 z GAL (2023)

Zadanie 5. Niech A, B € M, «,(K) oraz niech ¢,1p € L(K", K™) beda przeksztalceniami
liniowymi takimi, ze A = M (¢)5 oraz B = M ()%t. Wykaz, ze:

(a) jesli CA = B oraz DB = A, dla pewnych C, D € M, «,(K), to ker(¢) = ker(¢)),

(b) jesli AE = B oraz BF = A, dla pewnych E, F € My, (K), to im(¢) = im(¢)).

(c) jesli ker(¢) = ker(v)), to istnieja C, D € Myx,(K) takie, ze CA = B oraz DB = A.
ROZWIAZANIE. Zacznijmy od punktu (a). Jesli v € ker(¢), to! Av = 0, a wiec takze

C(Av) = (CA)vy = Bv =0.

Stad ker(¢) C ker(y). Podobnie, jesli w € ker(y), to Bw = 0, czyli takze DBw = Aw = 0.
Stad ker(¢)) C ker(¢), co lacznie z uzyskana wyzej imkluzja przeciwna daje ker(¢) = ker(v)).

Aby pokazaé (b) mozna na przyklad sprawdzié¢ czy przestrzenie kolumnowe macierzy A oraz B
sa réwne, poniewaz przestrzenie te réwne sa odpowiednio im(¢) oraz im(v). Wiadomo jed-
nak, ze kolumny iloczynu AFE sg kombinacjami liniowymi kolumn macierzy A. A zatem prze-
strzen kolumnowa macierzy A zawiera przestrzen kolumnowa macierzy B. W szczegdlnosci
im(¢)) C im(¢). Podobnie z réwnosci BF = A wnioskujemy, ze przestrzen kolumnowa macie-
zy B zawiera przestrzen kolumnowa macierzy A, co oznacza, ze im(¢) = im(v).

Alternatywne rozumowanie, podobnie jak w (a): jesli w € im(v), to istnieje takie v € K", ze
Bv = (AE)v = w. Skoro jednak mnozenie macierzy jest laczne, to (AE)v = A(Ev) = w, czyli
w jest obrazem wektora Ev przy przeksztalceniu ¢. W szczegdlnosei im(¢) C im(¢).

Dowodzimy (c). Wybieramy baze U = (uy,...,u,) przestrzeni K" tak, by ostatnie n — j
wektoréow bylo baza ker(¢). Skoro ker(¢) = ker(), to ¢(u;) =0, dla i > j, za$ (z wykladu):
e obrazy ¢(u;) wektoréw u; sa dla i < j baza przestrzeni im(¢),
e obrazy ¥ (u;) wektoréw u; sa dla i < j baza przestrzeni im(v)).
Niech A oraz B beda takimi bazami K", ktérych pierwsze j wektoréw to odpowiednio ¢(u;)
oraz ¥ (u;), dla i < j. Rozwazmy izomorfizm ¢ : K™ — K™ przeprawadzajacy i-ty element
bazy B na i-ty element bazy A. Wéwczas dla ¢ < j mamy g(v(u;)) = ¢(u;). Co wiecej:

M(g)g - M) = M(gov)y.
Whnioskujemy stad, ze obrazy wektoréw bazowych z U przy przeksztalceniu g o 1) sa takie
same, jak obrazy wektoréw bazowych z U przy przeksztalceniu ¢. Istotnie, obrazy pierwszych
j elementéw bazy U to wektory ¢(u;), a obrazy pozostaltych n — j wektoréw bazy U to obrazy
wektorow z ker(¢) = ker(v)), czyli wektory zerowe. A zatem z twierdzenia o jednoznacznosci
przeksztalcenia liniowego zadanego na bazie mamy goy = ¢. W szczegdlnodci, jesli przyjmiemy
D = M(g)$!, to DB = A. Istnienie macierzy C jest oczywiste: wystarczy przyja¢ C = D1,

1Stosujemy znane z wykladu przyporzadkowanie wektorowi v € K™ macierzy rozmiaru n X 1 o wyrazach

z ciala K, zawierajacej wspotrzedne v w odpowiedniej bazie. Piszac Av, dla A = M(¢)3!, mamy na mysli

mnozenie macierzy A przez macierz wspéirzednych (tzw. wektor kolumnowy) wektora v w bazie standardowej.



