GAL I Kolokwium drugie, 26 stycznia 2023

e Kazda odpowiedZ TRZEBA starannie uzasadnié, aby otrzymaé za nia maksymalna liczbe punktow.

e Rozwigzania kazdego zadania 1 — 5 TRZEBA odda¢ na ODDZIELNEJ kartce lub kartkach.

e Rozwigzania podpunktéow zdania 6 TRZEBA przedstawi¢ na kartkach, ktore Panstwo otrzymaliscie;
jesli zbraknie miejsca tuz pod sformutowaniem zadania, prosze uzyé¢ drugiej strony kartki.

e Na kazdej kartce prosze (CZYTELNIE) podaé: imie, nazwisko (WIELKIMI LITERAMI), numer indeksu
osoby zdajacej, numer grupy ¢wiczeniowej lub nazwisko prowadzacego, numer zadania oraz litere tematu.

Zadanie 1. [20pt] Rozpatrzmy przestrzenie liniowe V = Q* W = Q3 i przeksztalcenie liniowe ¢ : V. — W
zadane wzorem
(x1, 72,73, 74) = (21 — T2 + 4, —T2 — T3 + T4, T1 + T3).
(a) Znajdz k = dimker(¢) i r = dimim(¢).

(b) Wyznacz dowolna podprzestrzen V' przestrzeni V, ktéra spelnia warunek V = ker(¢) & V.
Wypisz baze¢ podprzestrzeni V.

(¢) Wyznacz dowolna podprzestrzenn W' przestrzeni W, ktéra spelnia warunek W = im(¢) & W”.
Wypisz baze¢ podprzestrzeni W’.

(d) Znajdz przeksztalcenie liniowe ¢ : W — V takie, ze zlozenie
Yop:V -V

jest rzutem na podprzestrzen V' C V wzdluz ker(¢). Przeksztalcenie ¢ zadaj za pomocg macierzy
M (1/1)? dla wybranych przez siebie baz A i B przestrzeni V i W.

Zadanie 2. [20 pt] Rozpatrzmy przeksztalcenie liniowe ¢; : R* — R? zalezne od parametru ¢ € R, takie
ze mamy inkluzje
ker(¢y) 2 {(21, 22, 23, 34) s 21 + 22 =0, 23 — w4 =0}
oraz
¢¢(1,0,0,1) = (2¢,1,2),
$:(0,1,—1,1) = (2, —1,2t).

(a) Wypisz macierz przeksztalcenia ¢; w bazach standardowych R* i R3.
(b) Dla jakich wartosci parametru ¢ wymiar jadra przeksztalcenia sprzezonego
6+ () = (RY)’
jest réwny 17 Dla tych warto$ci parametru ¢, dla ktorych dim ker ¢f = 1 znajdz funkcjonat liniowy

A € (R3)*, ktéry rozpina to jadro.

Odpowiedzi uzasadnij, przedstaw stosowne obliczenia.

UWAGA. Kolejne zadania znajduja sie na drugiej stronie kartki.



Zadanie 3. [20 pt] Wykonaj ponizsze zadania dotyczace wyznacznika macierzy kwadratowej.

(a) Policz wyznacznik nastepujacej macierzy o wspélezynnikach w Q; przedstaw przebieg obliczen

i wyjasnij jakiej metody uzywasz.
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Czy macierz A jest odwracalna? Jedli tak, to policz wyznacznik produktu (24) - AT - A~L,
Wyjasnij z jakich wlasnosci wyznacznika korzystasz.

(b) Rozpatrzmy nastepujaca macierz o wspélczynnikach w C
0 0 0 t2+1
-1 1 0 0
Ay =
1 -1 1 0
2 -1 1 0

gdzie t € C jest parametrem. Rozstrzygnij, dla jakich wartoéci ¢ macierz A; jest odwracalna

i znajdz jej odwrotnosé.

Zadanie 4. [10 pt] Niech Vi, V5 beda podprzestrzeniami przestrzeni liniowej V. Wykaz, ze nastepujace

warunki sg réwnowazne:

(a) kazdy wektor v € V ma jednoznaczne przedstawienie v = vy + ve, gdzie v; € Vj, dla i = 1,2,

(b) zachodza réwnoéci V = Vi + V5 oraz Vi N Vo = {0}.

Zadanie 5. [20 pt] Niech A, B € M« (K) oraz niech ¢, € L(K™, K™) beda przeksztalceniami linio-
wymi takimi, ze A = M(¢)%! oraz B = M (¢))5L.
(a) Wykaz, ze jesli dla pewnych macierzy C, D € M,,x,(K) zachodza réwnosci
CA=B oraz DB=A,
wéwczas ker(¢) = ker ().
(b) Wykaz, ze jesli dla pewnych macierzy E, F € M, x,(K) zachodza réwnosci
AE =B oraz BF=A,
woéwezas im(¢) = im(v)).
(c) Wykaz, ze jesli ker(¢) = ker(1)), to istnieja macierze C, D € M, «,(K) takie, ze
CA=B oraz DB=A.
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Podpisz niniejsza kartke i wpisz w puste miejsca odpowiedzi wraz z uzasadnieniami na kazde z pytan.
Zadanie 6. Prosze ponizej odpowiedzie¢ z uzasadnieniem na nastepujace pytania [6 x 5 pt]:

1. Dane sa przeksztalcenia liniowe ¢1, ¢o : R® — R3. Czy musi istnieé¢ niezerowy wektor o € R taki, ze

¢1(a) = g2(a)?

2. Czy dla kazdych macierzy A, B € M3y3(R) zachodzi (A + B)? = A? +2AB + B?? Podaj uzasadnienie
lub kontrprzyklad (ze stosownymi przeliczeniami).

1 2 0 2
3. Rozpatrzmy macierz A € M3,4(Q) zadang wzorem A= [1 1 1 2
1 01 2

Czy istnieje macierz B € My3(Q) taka, ze A- B = I3, gdzie I3 oznacza macierz jednostkowa?
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Podpisz niniejsza kartke i wpisz w puste miejsca odpowiedzi wraz z uzasadnieniami na kazde z pytan.

Zadanie 6 (c.d.)

4. Zalézmy, ze przeksztalcenie liniowe ¢ : Q% — Q3. jest zadane w standardowej bazie Q3 macierza A,
ktérej wspolezynniki sg réwne 0 lub 1, lub 2. Zaldézmy, Ze ¢ jest izomorfizmem. Czy przeksztalcenie liniowe
¢3 1 Z3 — 73 zadane za pomoca tej samej macierzy A, ktérej wspotczynniki tym razem sa traktowane

jako elementy Zs, musi by¢ izomorfizmem?

5. Zatézmy, ze ¢, 1) : V — W to dowolne przeksztalcenia liniowe. Rozstrzygnij prawdziwos¢ nastepujacych
stwierdzen: ker(¢ + 1) C ker(¢) Nker(y) oraz ker(¢ + ) D ker(¢) Nker(y). Odpowiedzi uzasadnij lub
podaj kontrprzyktady.

6. Niech V bedzie przestrzenia liniowa wymiaru 7 nad ustalonym cialem K. Rozpatrzmy podprzestrzen

przestrzeni funkcjonatéw A C V*, dim(A) = 4. Wyznacz wymiar przestrzeni

At ={w eV :Vyer AMw) =0} C V.



