GAL I Kolokwium pierwsze, 1 grudnia 2022, temat B

e Kazda odpowiedZ TRZEBA starannie uzasadnié.

e Rozwigzanie kazdego zadania TRZEBA napisa¢ na ODDZIELNEJ kartce lub kartkach.

e Na kazdej kartce prosz¢ (CZYTELNIE) podaé: imig, nazwisko (WIELKIMI LITERAMI), numer indeksu
osoby zdajacej, numer grupy ¢wiczeniowej lub nazwisko prowadzacego, numer zadania oraz litere tematu.

Zadanie 1. [18pt] Dla dowolnej liczby calkowitej r niech f,. : C — C bedzie funkcja zadana wzorem

fr(z)=1i" -z
oraz niech A, = f,.(A) ={f.(2) : z € A} bedzie obrazem zbioru A przy funkcji f,, przy czym

A:{ZG(C: g<arg(z)<3§, |z|<\/§}
(a) Narysowaé na plaszczyznie zespolonej zbior
<A3 UA_7> N {z e C:|[Im(z)] < 1}
i zaznaczy¢ punkty charakterystyczne.
(b) Dla dowolnych liczb catkowitych r, s niech A, - A = {zl c29 121 €Ay, 29 € AS}.

Narysowaé na plaszczyznie zespolonej zbidr As - Ag i zaznaczyé punkty charakterystyczne.

(c) Znalezé wszystkie rozwigzania réwnania 5 - 23 = —1 zawarte w zbiorze Aj.
Zadanie 2. [18 pt] Niech V; = 1in((1,2,2,t), (1,1,2,2), (1,2,0,0)) C Q*, gdzie t € Q jest parametrem.
(a) Dla kazdego t znalezé wymiar przestrzeni V;.

(b) Przedstawié¢ V; jako zbiér rozwiazan pewnego jednorodnego uktadu réwnan zaleznego od t € Q.

(¢) Rozpatrujac uktad réwnan

r1+x2=0
U: Szot+x3=1
r3+x4=0

znalezé¢, w zaleznosci od parametru ¢, te rozwiazania uktadu U, ktére naleza do przestrzeni V;.

Zadanie 3. [18 pt] Niech R[x]<4 C R[z] oznacza przestrzen wielomianéw stopnia < 4, czyli wielomianéw

postaci w = ag + a7 + ax?® + azx® + a4z, gdzie ao, . ..,ay € R. Niech W C R[z]<4 oznacza zbiér tych
wielomianéw w stopnia < 4, dla ktérych funkcje wielomianowe w : R — R spelniajg warunek
(1 _
Veer\ (0} 2" w<5> = w(x)

(a) Przedstawié¢ podzbiér W C R[z]<4 jako zbidr rozwiazan ukladu réwnan jednorodnych zadajacych
relacje miedzy wspotczynnikami ag,...,as € R. Uzasadni¢ dlaczego W jest przestrzenia liniowa
nad cialem R.

(b) Rozpatrujac wielomiany w; = 1 + tz? + 2%, wy = s2?, wy = 1+ to — 22 + ta® + 2* zalezne
od parametréw s, t € R okresli¢ jakie warunki winny speinia¢ parametry s i ¢ aby wielomiany
w1, wo, w3 stanowity baze przestrzeni W7

(c) W tym punkcie potézmy s = t = 1. Znalezé wspoéhrzedne wielomianu = — 222 + 2% w bazie
przestrzeni W sktadajacej sie z w1, we i ws dlat =s=1.

Uwaga. Dwa wielomiany wi,wo nalezace do R[z| sa réwne wtedy i tylko wtedy, gdy odpowiadajace im
funkcje wielomianowe wy oraz ws sg identyczne.

Zadanie 4. [8 pt| Niech V' bedzie przestrzenia liniowa nad cialem K. Dla ustalonego n > 2 rozpatrzmy
wektory vy, ...,v, € V. Pokazaé, ze nastepujace zdania sg réwnowazne.

(a) Wektory vy, ..., v, sa liniowo zalezne.

(b) Istnieje j € {1,...,n} takie, ze wektor v; jest kombinacja liniowa wektoréw v;, dla i # j.
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Podpisaé niniejsza kartke i wpisa¢ w puste miejsca odpowiedzi wraz z uzasadnieniami na kazde z pytan.

Zadanie 5. Prosze ponizej odpowiedzieé¢ z uzasadnieniem na nastepujace pytania [6 x 3 pt]:

1. Czy istnieje przestrzen liniowa nad cialem dwuelementowym Zs, ktora ma doktadnie szesé elementéw?
Odpowiedz uzasadnic.

2. Znalez¢ wielomiany w; o wspotczynnikach w Zs, dla ktérych odpowiadajace im funkcje wielomianowe
w; : 4.3 — Z3 stanowia baze przestrzeni liniowej funkcji wielomianowych nad Zsz. Odpowiedz uzasadnié.

3. Niech V bedzie przestrzenig liniowa nad cialem R ztozona z ciagéw o wyrazach rzeczywistych, czyli:
V = {(a;)ien : a; € R}. Rozpatrzmy podzbiér W przestrzeni V' zdefiniowany w nastepujacy sposéb:
W ={(a;) : Vien ai+1 < a;}. Czy W jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni V? OdpowiedZ uzasadnié.
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Zadanie 5 (c.d.)
4. Funkcja charakterystyczna y 4 : X — R podzbioru A C X zdefiniowana jest w nastepujacy sposéb:
1, gdyzeA

Xal@) = {0, gdy z ¢ A~

Przypomnijmy, ze zbiér funkcji F'(X,R) z dowolnego zbioru X o wartosciach w R ma strukture przestrzeni
liniowej nad R. Pokazaé, ze dla dowolnego n > 0 funkcje charakterystyczne podzbioréw jednoelemento-
wych Xy}, gdzie i = 1,...n, stanowia bazg przestrzeni F({1,...,n},R).

5. Zal6ézmy, ze macierze Ay, Ay € My, xn(Q) maja rzedy réwne odpowiednio r; i ro. Czy jest prawda, ze
rzad macierzy A; + Ag jest nie wigkszy niz max(rq,r2)? OdpowiedZ uzasadnié.

6. W przestrzeni liniowej macierzy 2 x 2 o wspdlczynnikach rzeczywistych rozpatrzmy zbiér macierzy
rzedu 2, czyli A = {A € May2(R) : r(A) = 2}. Czy lin(A) = Mayx2(R)? OdpowiedZ uzasadnié.



