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Wiadomo, ze czesé wspdlna dowolnej rodziny podprzestrzeni przestrzeni liniowej jest podprze-
strzenig. Wystarczy zatem wykazaé, ze dla dowolnej macierzy A zbiér C(A) jest podprzestrzenia
My xn(K). Niech X, Y € C(A) oraz A € K. Woéwczas z lacznosci mnozenia oraz z rozdzielnosci
W M, wn(K) widzimy natychmiast, ze spelnione sa warunki bycia podprzestrzenia

AX+Y)=AX +AY = XA+ YA= (X +Y)A, ANX)=IAX = (AX)A.

Wyznaczmy C(FE11). Zauwazmy, ze mnozenie przez E11 z lewej strony zeruje wszystkie wiersze poza
pierwszym, a mnozenie przez Fq1 z prawej strony zeruje wszystkie kolumny poza pierwsza, tzn.

1 0 0 ... 0 ail ai12 ais ... QA1n ai; ai2 aiz ... Qin
0O 0 0 ... 0 a21 as2 a23 N a2n 0 0 0 e 0
0O 0 0 ... 0 . aszl as2 ass ... Q3p — 0 0 0 N 0
0O 0 0 ... 0 Ap1l Gp2 Ap3 ... Opp 0 0 0 0
a1 ai12 ai13 e Q1p 1 0 0 0 a1 0 0 0
a1 a922 ass ... Qop 0 0 O 0 a1 0 0 0
asi as2 ass ... QA3p 0 0 O 0 — asi 0 0 0
Ap1l Gp2 Ap3 ... Gpp 0O 0 0 ... 0 a,n 0 0 ... 0

Do C(FEh1) nalezg dokladnie te macierze A = (a;5), dla ktérych E1;-A = A- Eq1, a zatem dokladnie
te, ktére spelniaja warunki a;; = a1; =0, dla 2 < 4, j < n. Zatem dim C(A4) =n? — 2n + 2.

Oczywiscie D, (K) C C(D,(K)), bo latwo sprawdzié, ze iloczyn dowolnych macierzy diagonalnych
nie zalezy od kolejnosci mnozenia czynnikéw. Pokazmy, ze zachodzi inkluzja C(D,(K)) C D, (K).
Kazda z macierzy FEii,..., En, jest diagonalna, wiec mamy C(D,(K)) C C({Ei1,..., Enn}).
Okazuje sie, ze zbiér po prawej to D, (K), co uzasadniamy w nastepujacy sposob. Analogicznie
do dowodu (a) pokazujemy, ze podprzestrzen C(E;;) zlozona jest z macierzy A = (ay;), ktore
w i-tym wierszu lub i-tej kolumnie moga mie¢ tylko jeden niezerowy wyraz — a;;, czyli

A= (akl) S C(E“) — ag; = a;; =0, dla k,1 7é 7.

W konsekwencji, macierz A nalezy do C({En1,. .., Enn}) wtedy 1 tylko wtedy, gdy spelnia powyzszy
warunek dla kazdego 4, czyli gdy jest diagonalna. Zatem C(D,,(K)) C C({E11,.- -, Enn}) = Dn(K).

Wykazemy, ze C'(A) = lin(I, A, A2,..., A"~ 1). Pokazmy wpierw, ze dimlin(I, 4, A%, ..., A"~1) = n.
W tym celu trzeba dowiesé, ze uklad {I, A, A% ..., A"~ 1} jest liniowo niezalezny. Zalézmy prze-
ciwnie. Gdyby jeden z elementéow tego ukladu byl kombinacja liniowa pozostalych, tzn. gdyby
At = ZZ# asA®, dla pewnego i < n oraz as € K, to po przemnozeniu tej réwnosci z prawej przez
v dostaliby$my liniowa zaleznoéé uktadu {v, Av, ..., A" v}, co przeczy warunkom zadania.

Zauwazmy dalej, ze kazda naturalna potega macierzy A jest z nia przemienna, wiec inkluzja
C(A) Dlin(I, A, A%, ..., A" 1) jest oczywista. Wykazemy teraz przeciwna inkluzje.

Niech B € C(A). Skoro v, Av, ..., A" v tworza baze M, «1(K), to Bv jest kombinacja liniowa tych
elementéw bazowych, tzn. dla pewnych cg,c1,...,c,—1 € K mamy:
Bv=cov+ciAv+ ...+ cp 1 A" o = p(A)v,
gdzie
plx)=co+cz+...+ Cn_12™ L.
Zauwazmy tez, ze skoro B jest przemienna z A, to jest tez przemienna z dowolna jej potega, czyli:
B-(A™v)=A"Bv=A"p(A)v =p(A) - (A"v),

dla r =0,1,...,n — 1 (oczywiscie mamy tez A" - p(A) = p(A) - A”). PokazaliSmy zatem, ze dla
kazdego wektora z bazy {v, Av,..., A"~ v} przestrzeni M, 1(K) przeksztalcenia liniowe: ¢, :
M, w1 (K) — M, «1(K) dane w bazach standardowych odpowiednio macierzami B oraz p(A) daja te
same wartoéci. To znaczy, ze przeksztalcenia te sa tozsame, skad B = p(A) € lin(I, A4, A2, ..., A"~ 1),



Komentarze

1. Teze w (a) mozna rozszerzy¢. Mianowicie dla dowolnej macierzy A rzedu 1 oraz dowolnego A € K
mamy dim C(A) = C(A + X)) = n? — 2n + 2. A nawet jeszcze wiecej (to juz jest zdecydowanie
trudniejsze):

e jesli dimC(A) = n? — 2n + 2, to istnieje skalar A € K oraz macierz E 1zedu 1 taka, ze
A=)+E,

o jedli dim C(A) > n? — 2n + 2, to dim C(A) = n? i A jest macierza skalarna, tzn. A = \I.

2. Punkt (c) podaje opis sytuacji (jedynej), gdy C(A) = E(A), gdzie E(A) jest przestrzenia liniowa
rozpieta przez naturalne potegi A (tzw. algebra endomorfizméw macierzy A). Zrozumienie dla jakich
macierzy rozmiaru n istnieje wektor /macierz v taki, jak w tresci zadania, posiadziemy juz wkrétce.

3. Problem wyznaczania C(A) i badanie podzbioréw przemiennych macierzy w M, x,(K) istnieje
w zasadzie od poczatku teorii macierzy, ktora datuje sie na prace Arthura Cayleya z 1858 roku:
A Memoir on The Theory of Matrices? i jest to wciaz zagadnienie badane. Przykladowy przeglad
zagadnien mozna znalezé w prezentacji A. Gutermana: Matrix Centralizers and their Applications®.

4. Jednym z najbardziej znanych klasycznych wynikéw teorii macierzy /endomorfizméw przemiennych
jest tzw. twierdzenie o podwoéjnym centralizatorze. Méwi ono, ze dla dowolnej macierzy kwadratowej
A (o wyrazach w ciele) zachodzi réwnosé

Wiynik ten jest niemal z pewnoscig dziewigtnastowieczny i niemal na pewno nalezy do Frobeniusa.
Wiecej na ten temat poczytaé mozna w klasycznej (i najwazniejszej przez wiele dekad) ksiazce
o macierzach autorstwa Wedderburna*. Dowéd przekracza ramy naszego wyktadu (nawet na potoku
gwiazdkowym nie byloby tatwo go pokazaé, bo o ile autorowi wiadomo dowéd wymaga znajomosci
formy kanonicznej Frobeniusa, podczas gdy my poznamy jedynie —i to bez dowodu — forme Jordana)
chyba, ze ograniczylibysmy sie tylko do cial algebraicznie domknietych.

5. Z naszego punktu widzenia (a zwlaszcza na potoku gwiazdkowym) interesujace moze byé badanie
przemiennoéci pewnych klas przeksztalcen liniowych: rzutéw, symetrii, przeksztatcen diagonalizo-
walnych, p6lprostych czy nilpotentnych (dwie z trzech wymienionych klas poznamy w drugim seme-
strze). Powdd jest mniej wiecej taki, ze jak jakie$ macierze/przeksztalcenia liniowe sa przemienne,
to pewne ,operacje” da sie na nich robi¢ jednoczesnie (kluczowy przyklad to tzw. diagonalizowanie).

6. Badajac pewne sprytnie sformulowane symetryczne macierze przemienne mozna pokazaé (przy
uzyciu jeszeze kilku trikéw) niemal czysto algebroliniowy dowéd zasadniczego twierdzenia algebry®.

1Por. Watkins W.: Linear Maps That Preserve Commuting Pairs of Matrices, Linear Algebra Appl. 14 (1976), 29-35.

2Dostepna online: https://royalsocietypublishing.org/doi/pdf/10.1098/rstl.1858.0002.

3Slajdy mozna znalezé w Sieci, ale jest tez film: https://youtu.be/Y6bPcSCUgeE.

4J.H.M. Wedderburn, Lectures on Matrices, Amer. Math. Soc. Colloq. Publ., vol. 17 (1934). (Twierdzenie 2., str. 113):
https://www.maths.ed.ac.uk/"viranick/papers/matrices.pdf. Do prac Frobeniusa tez mozna dotrzec, bo zostaly wszyst-
kie zebrane, ale byly napisane w jednym z dwéch urzedowych jezykéw XIX-wiecznej matematyki (a przynajmniej jej drugiej
polowy, bo Gauss pisal jeszcze po lacinie), czyli w jezyku niemieckim.

5Rzadki typ dowodu, gdzie indukcje prowadzi si¢ po wyktadniku 2-adycznym, wiec bardzo polecam (za jakié czas):
https://kconrad.math.uconn.edu/blurbs/fundthmalg/fundthmalglinear.pdf.



