Kolokwium 2 z GAL, 27.01.2022

Zadanie 1. Rozpatrzmy przestrzenie liniowe V = R%, W = R3 i Z = R* i ich przeksztalcenia liniowe
¢V — W, ops : W — Z, ktére sa zalezne od parametréw s,t € R. Przeksztalcenie v, zadane jest
wzorem

ws($1,$27$3) = (.’171 + S-T9, T3, —T2, 333)

natomiast przeksztalcenie ¢, przyjmuje nastepujace wartosci
¢e(1,1) = (=2,0,2-1), ¢:(—1,1) =(0,2,0)
(a) Zapisz macierze przeksztalcen ¢, 15 oraz 1 o ¢y w bazach standardowych.
(b) ZnajdZ wymiar jadra przeksztalcenia ¢ o ¢; w zaleznosci od parametréw ¢ i s.

(¢) Rozstrzygnij dla jakich wartosci parametréw ¢ i s obraz przeksztalcenia 1, o ¢, jest zawarty w prze-

strzeni
U =lin((1,-1,0,1), (0,1,-1,-1), (0,1,0,-1)) C Z.

Kazda odpowiedZ wymaga uzasadnienia i przedstawienia odpowiednich obliczen.
Zadanie 2. Niech ¢ : R* — R* bedzie symetrig wzgledem podprzestrzeni V; opisanej uktadem réwnan

x1 + 23 = 0,29 — x4 = 0 wzdluz podprzestrzeni Vo = lin((0,1,2,0),(0,1,1,0)). Niech przeksztalcenie
liniowe 1) : R* — R* zadane bedzie wzorem zaleznym od parametru t € R

Yi(x1, 22,23, 24) = (1 + ta2, T2 + taz, 23 + tay, x4 + tay)
(a) Znajdz baze podprzestrzeni ¢(V'), gdzie V = lin((1,1,0,0), (0,0,1,1)).

(b) Rozstrzygnij czy wektor v = (1,0,0,0) znajduje si¢ w obrazie przeksztalcenia ¢, a jesli tak, to
znajdz jego przeciwobraz ¢~ 1(v).

(¢) Rozstrzygnij dla jakich wartosci parametru ¢t € R przeksztalcenie liniowe ¢ o ¢ o ¢ 0 1y 0 ¢ jest
izomorfizmem.

Kazda odpowiedz uzasadnij i przedstaw stosowne obliczenia.
Zadanie 3. Rozpatrzmy przestrzenie liniowe V = Q* W = Q? i przeksztalcenie liniowe ¢ : V — W

takie, ze
ker(p) = {(x1,22,23,24) : 1 — 22 = 0,23 + 4 = 0}

oraz

©(1,0,0,1) = (1,1,1) i (1,1,0,1) = (1,-1,0).
(a) Wypisz macierz przeksztalcenia ¢ w bazach standardowych przestrzeni V i W.

(b) Zalézmy, ze funkcjonal h € W* zadany jest wzorem h(x1,x2,x3) = x1 — x2 + 3. Opisz wzorem
funkcjonal ¢*(h) € V*.

(¢) ZnajdZ baze jadra przeksztalcenia ¢* : W* — V*.

Zadanie 4. Policz wyznacznik nastepujacej macierzy o wspolczynnikach w Q; przedstaw przebieg obliczen
i wyjasnij jakiej metody uzyles/tas:

[1 2 76 77 78 79 80]
11 3 81 8 83 84
11 2 3 8 87 88
A=|11 2 2 2 8 9
11 2 2 3 4 91
11 2 2 3 3 2
11 2 2 3 3 -1

Policz wyznacznik produktu (2A4) - AT - A, wyjasnij z jakich wlasnoséci wyznacznika skorzystales/1as.



Zadanie 5a. Zatézmy, ze cialo k jest rowne Zs. Przeksztalcenie liniowe ¢ : V' — W przestrzeni liniowych
nad cialem k jest w pewnych bazach tych przestrzeni zadane macierza
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1
1
Podaj wymiar jadra i wymiar obrazu przeksztalcenia ¢. Odpowiedz uzasadnij: sformuluj twierdzenia,

z ktorych korzystasz.

Zadanie 5b. Zal6zmy, ze dla pewnego przeksztalcenia liniowego przestrzeni liniowych ¢ : V. — W1y & Wha,
dla kazdego ¢ = 1, 2 zachodzi inkluzja W; C im(p). Pokaz, ze przeksztalcenie ¢ jest epimorfizmem.

Zadanie 5c. Mamy dane trzy macierze 3 x 3 o wspélczynnikach zespolonych:

a b ¢ a b ¢ a b ¢
Ai=1]1 -1 0|, A=1]0 1 —-1|, A3=1|1 0 -1
d e f d e f d e f

gdzie a, ..., f € C sa ustalone. Policz det(As) jesli wiesz, ze det(A4;) = i oraz det(As) = w. OdpowiedZ
uzasadnij.

Zadanie 5d. W przestrzeni V = Q* rozpatrzmy podprzestrzenie
Vi = {(#1, @2, 23, 24) € Q" : w3 = wg = 0}, Vo = {(w1, 72, 23,24) € Q" : 1y = 25 = 0}

Podaj przyklad przeksztatcenia ¢ : V — Q3, ktérego zawezenie (ograniczenie, obciecie) do V; i Vs jest
monomorfizmem, ale ktore nie jest epimorfizmem. Napisz macierz tego przeksztalcenia w bazach stan-
dardowych.

Zadanie 6. Dla dowolnej macierzy A € My xn(K) niech C(A) = {B € Muxn(K) : AB = BA}. Dla
niepustego podzbioru § C M,,«,,(K) definiujemy ponadto:

C(S)= () CA).

A€eS

(a) Uzasadnij, ze dla kazdego podzbioru & C M, «,(K) zbiér C(S) jest podprzestrzenia M, x,(K).
Wyznacz dim C(E11), gdzie Eq; jest macierza, ktérej jedyny niezerowy wyraz réwny 1 znajduje sie
w pierwszym wierszu i w pierwszej kolumnie.

(b) Niech D,,(K) bedzie podzbiorem zlozonym ze wszystkich macierzy diagonalnych w M,, ., (K). Po-
kaz, ze C(D,(K)) = Dp(K).

(c) Zalézmy, ze uklad v, Av, ..., A" 1y jest baza przestrzeni M,,»1(K) ~ K™, dla pewnego niezerowego
v € Mpx1(K). Pokaz, ze dim C'(A4) = n.



