Zadanie 5. Niech K bedzie cialem oraz niech n > 1. Podzbiér S w przestrzeni M, ., (K) zlozony
jest ze wszystkich macierzy S = (s;;) o wyrazach ze zbioru {0,1}, spelniajacych warunki s; = 0, dla
i=1,2,...,noraz s;; + s;; = 1, dla dowolnych 1 < ¢ < j < n.

(6p) Niech K = Zsy. Rozstrzygnij czy S jest podprzestrzenia M, «,(K) oraz wyznacz dim lin(S).
6p) Dla dowolnego S € S wyznacz (S + ST) oraz wykaz, ze r(S) > 252,
2

(4p) Niech K = Q. Niech S, bedzie podzbiorem S zlozonym z macierzy, dla ktérych sumy wyrazéw
w kazdym z n wierszy i sumy wyrazow w kazdej z n kolumn sa takie same. Wykaz, ze n jest liczba
nieparzysta oraz dla kazdej macierzy R € S, mamy r(R) > "TH

ROZWIAZANIE. (a) Zauwazmy, ze macierz zerowa nie nalezy do S, wiec nie jest to podprzestrzen My, x,, (K).

Pokazemy, ze dla dowolnego ciata K wymiar przestrzeni lin(S) C My« (K) to

n(n —1)

1.
5 +

Zaczniemy od intuicji, a potem przedstawimy formalny dowdd. Kazda macierz z lin(S) jest, niezaleznie od
ciala, wyznaczona jednoznacznie przed okreslenie czy poszczegélne wyrazy pod przekatng réwne sa 0 czy 1
oraz przez okreslenie dowolnego wyrazu nad przekatna. Istotnie, wyrazy dowolnej macierzy A = (a;;) € S
spelniaja, dla i # j, warunki:

a12 + a1 = a;; +aj; =1,
a zatem réwnosci c¢j; = ¢;; — ci2 — c21, dla j > 4, zachodza dla kazdej macierzy C = (c;;) z lin(S).

Intuicyjnie zatem uklad opisujacy macierze z lin(S) zalezy od @ + 1 parametréw i to jest wladnie

wymiar lin(S).

Przejdzmy do dowodu (przykladowego, bo wychodzac z powyzszych intuicji mozna wskazaé baze 1in(S)).
Wezmy C € lin(S). Mamy:
C =a151 + a5+ ... +akSk,

gdzie aq,...,ar € K oraz S1,...5; € S. A zatem wyrazy macierzy C spelniaja warunki
Cij +¢j; =a1+az+ ...+ ag.

Oznacza to, ze dla ¢ = a1 + az + ... + ap wyrazy c;; macierzy C' sg rozwigzaniami uktadu U, postaci:

C11 =0
Cnn =0
U. : .
C12 + €21 =c
Cn—1,n T Chpn—1 = C.
Innymi stowy, uktad U, jest zlozony z:
e n réwnan postaci c11 =0, ...,¢chp =0,

n(n—1)

*

réwnan postaci c¢;; + c¢j; = c.
Rzad macierzy jednorodnego uktadu Uy wynosi n + %, bo kazda z n? niewiadomych wystepuje tylko
w jednym réwnaniu. Stad wymiar przestrzeni rozwigzan Wy uktadu Uy to, zgodnie z tw. Kroneckera-

Capellego ( ) ( )
. 9 n(n—1 n(n—1
dimWy=n"—n > = 5 .
Wiemy z wykladu, ze zbiér wszystkich macierzy spelniajacych niejednorodny uktad U; ma te wtasnosé,
ze roznica dowolnych dwéch macierzy z tego zbioru speinia uklad jednorodny Uy, czyli jest w Wy.
Co wiecej, jedli dla ¢ # 0 macierz M spelia U, to macierz ¢! - M spetnia U;. Oznacza to, ze bio-
rac baze Wy oraz dowolna macierz C € lin(S) \ Wy dostajemy baze lin(S). W szczegdlnosci:

dimlin(S) = dim Wy + 1 = w

+ 1.



Punkt (b) réwniez rozwiazemy dla dowolnego ciata K. Wezmy dowolna macierz S € S. Wéwczas ST
réwniez nalezy do S oraz 7(S) = r(S7) (przestrzeh wierszowa S to przestrzen kolumnowa S7). Zauwazmy
tez, ze macierz S + ST ma na przekatnej zera, a poza przekatng jedynki. Po dodaniu wszystkich wierszy
do ostatniego dostajemy macierz tego samego rzedu, co S + ST, nastepujacej postaci:

0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1
n—1 n—-1 n—-1 ... n—1

Odejmijmy teraz ostatnia kolumne od wszystkich pozostatych. Dostajemy macierz w postaci schodkowej,
ktorej rzad réwny jest rzedowi S + ST (oper. element. na wierszach i kolumnach nie zmieniaja rzedu):

-1 0 0o ... 0
0 -1 0 1
0 0 -1 1
0 0 0 ... n—-1

Rozwazmy dwa przypadki. W pierwszym przypadku n — 1 = kp = 0 w ciele K charakterystyki® p, dzie-
lacej n — 1. Wéwcezas macierz S + ST ma rzad n — 1. Drugi, interesujacy nas przypadek jest taki, ze
n—1+# 0 w ciele K, na przyklad dla K = Q. Wtedy macierz S + ST ma rzad n.

W dowodzie drugiej czesci korzystamy z tego, ze dla dowolnych macierzy A, B € M, «,(K) zachodzi
nieréwnosé r(A+ B) < r(A) +r(B), wystepujaca jako jedno z zadan w skrypcie (zad 5 na str. 41). Latwo
ja wyprowadzi¢ samodzielnie, np. z argumentéw przytoczonych Uwadze 2 nizej. Na mocy tej nieréwnosci:
n—1
2
Aby rozwiazaé (¢) zauwazmy najpierw, ze oczywiScie n jest liczba nieparzysta, bo suma wszystkich
wyrazéw dowolnej macierzy w S, réwna jest n(n — 1)/2 = nk, gdzie k jest wspélna suma wyrazdéw
w kazdym wierszu (i kolumnie). Zatem k& = (n — 1)/2. Ostatni punkt jest teraz oczywisty. Dla K = Q
wiemy nawet, ze rzad macierzy regularnej R € S, spetnia r(R) > 5. Skoro n jest liczba nieparzysta,
a r(R) — liczba calkowita, to mamy rzecz jasna r(R) > "T'H Uzyskane ograniczenie mozna poprawi¢?. l

n—1=r(S+8") <r(S)+r(ST) =2r(S) = <r(8).

Uwaga 1. Macierze spelniajace warunki okreslajace zbiér S nazywamy macierzami turniejowymi
(tournament matrices). Kazda macierz ze zbioru S przedstawia wyniki turnieju, w ktérym bierze udzial
n graczy, i w ktorym w i-tym wierszu i j-tej kolumnie znajduje sie wynik meczu pomiedzy i-tym, a j-tym
graczem: 0, jesli gracz i-ty przegral i 1 — jesli wygral. Zbior S, to tzw. regularne macierze turniejowe.

Uwaga 2. Gdyby nam nikt nie powiedzial (i sami bySmy na to nie wpadli), Ze rozmiar regularnej macierzy
turniejowej jest liczba nieparzysta, to mozna rozumowaé w nastepujacy sposob. Zalézmy, wbrew tezie
zadania, Ze dla pewnej macierzy R € S, mamy r(R) = 5. Rzad R nie moze by¢ mniejszy, zgodnie
z (b). Niech A = {a1,...,a,} bedzie zbiorem wierszy R, za$ B = {01,...,08,} — zbiorem kolumn R.
Wybierzmy z A baze W przestrzeni lin(A) oraz z B wybierzmy baze K przestrzeni lin(B). Obydwie
te bazy maja, zgodnie z twierdzeniem o réwnosci wymiaréw przestrzeni wierszowej i kolumnowej, n/2
elementéw. Zauwazmy, ze kazdy element przestrzeni kolumnowej macierzy R+ RT nalezy do lin( UW).
Jednak r(R + RT) = n, wiec mamy dim lin( U W) = n. To jest jednak niemozliwe. Skoro R € S, to
przestrzenie kolumnowe macierzy R oraz RT maja wspélng podprzestrzen l-wymiarowsa, rozpieta przez
niezerowy (poniewaz K = Q) wektor (n —1,n—1,...,n—1). A zatem z formuly Grassmanna:

dim lin(W U K) = dim lin(W) + dim lin(K) — dim(lin(W) N 1in(K)) < g + g —1=n-1.

Uzyskana sprzecznosé koncezy dowdd. Zatem r(R) > (n+1)/2.

ICialo K ma charakterystyke p, jesli 1 4 ... 4 1 = 0. Jedli takie p nie istnieje, to méwimy, ze K ma charakterystyke 0.
——

p
2Teze punktu (c) mozna wzmocnié: w istocie kazda regularna macierz turniejowa okreslona nad cialem charakterystyki 0

ma rzad n — 1, patrz D. de Caen, The Ranks of Tournament Matrices, The American Mathematical Monthly, Nov., 1991,
Vol. 98, No. 9 (Nov., 1991), pp. 829-831. Dowdd nie jest trudny, ale wymaga metod, ktére poznamy w drugim semestrze.



