GAL I Kolokwium 1, 2 grudnia 2021, Losowy temat

Zadanie 1. (16p) Niech A= {z € C: V3 Re(z) < —Im(z) <0} oraz A, = An{z:|z| <7}.

(a) Na plaszczyZnie zespolonej naszkicuj zbioér As, zaznacz na rysunku punkty charakterystyczne na
brzegu tego zbioru i wypisz odpowiadajace im liczby zespolone.

(b) Rozpatrzmy funkcje ¢ : C — C dang wzorem ¢(z) = 22 + 2. Na rysunku z punktu (a) naszkicuj
zbiér ¢(A1), zaznacz punkty charakterystyczne na brzegu tego zbioru i wypisz odpowiadajace im
liczby zespolone.

(c) Wyznacz wszystkie pierwiastki stopnia 15 z jedynki nalezace do zbioru A U Ay, gdzie
Ay = {Z: z € As}. Ktore z wyznaczonych pierwiastkéw sa pierwotne?

(d) Dla jakich r € R réwnanie 2® = 2+ 2i ma rozwiazanie nalezace do zbioru A4,.? Odpowiedz uzasadnij.

Zadanie 2. (16p) W przestrzeni V = Q* rozpatrzmy podprzestrzen liniowa Vi C V rozpigta przez
wektory (1,0,0,t) i (1,1,0,0), gdzie t € Q jest parametrem, oraz podprzestrzen Vo C V' bedaca zbiorem
rozwiazan ukladu rownan
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a) Znajdz wymiar przestrzeni V4 N Va w zaleznosci od parametru ¢.

(a)
(b) Dla jakich wartosci parametru ¢ zachodzi réwno$é¢ V =V, @ V57
(¢) ZnajdZ baze przestrzeni Vi + Vo w zaleznosci od parametru ¢.

(d) Rozstrzygnij dla jakiej wartosci parametru ¢ € Q wektor (0, 1,0, 1) nalezy do sumy Vi + V5.

Zadanie 3. (16p) Rozpatrzmy niejednorodny uklad réwnan liniowych U o wspélczynnikach w ciele Q:
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(a) Przedstaw zbiér rozwiazan uktadu U w postaci v + W, dla v € Q* oraz podprzestrzeni W C Q*.
(b) Znajdz baze podprzestrzeni lin(v) + W C Q*.
(¢) Znajdz jednorodny uklad réwnan liniowych opisujacy podprzestrzen
lin((0,0,1,—1),(1,-1,0,0), (1,¢,1,1)) C Q*,
gdzie t € Q jest parametrem.

Zadanie 4a. (4p) lle rozwiazain w Z3 ma réwnanie x1 + x3 + 3 = 2 o wspolezynnikach w ciele Zs5?
Odpowiedz uzasadnij.

Zadanie 4b. (4p) Rozpatrzmy macierze A, B, C € Msy2(Q) zadane wzorem
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Dla jakich wartosci parametréw t, s € Q macierze te tworza uklad liniowo zalezny w przestrzeni macierzy
2 x 2 nad cialem Q7 Odpowiedz uzasadnij.

Zadanie 4c. (4p) Zalézmy, ze do zbioru pierwiastkéw zespolonych niezerowego wielomianu f € R|x]
nalezg liczby 2,1 + i, oraz v/2. Podaj najmniejszy mozliwy stopien wielomianu f. Odpowiedz uzasadnij.

Zadanie 4d. (4p) Zalézmy, ze U jest ukladem pieciu réwnan z trzema niewiadomymi o wspdlezynni-
kach z Q. Zal6zmy ponadto, ze rzad macierzy wspétczynnikéw ukladu U jest réwny 2 oraz tréjki (1,1,1)
i(1,2,1) sa rozwiazaniami tego ukladu réwnan. Rozstrzygnij czy tréjka (1, 1,2) jest rozwiazaniem ukladu
rownan U. Odpowiedz uzasadnij.

Zadanie 5. (16p) Niech K bedzie cialem oraz niech n > 1. Podzbiér § w przestrzeni M, (K) zlozony
jest ze wszystkich macierzy S = (s;;) o wyrazach ze zbioru {0,1}, spelniajacych warunki s;; = 0, dla
1=1,2,...,n oraz s;; + s;; = 1, dla dowolnych 1 <i < j <n.



(a) Niech K = Zs. Rozstrzygnij czy S jest podprzestrzenia M, ., (K) oraz wyznacz dimlin(S).

(b) Niech K = Q. Dla dowolnej macierzy S ze zbioru S wyznacz r(S + S7), gdzie ST jest macierza
transponowana do macierzy S, oraz wykaz, ze r(S) > 251,

(c) Niech K = Q. Niech S, bedzie podzbiorem S zlozonym z macierzy, dla ktérych sumy wyrazéw
w kazdym z n wierszy i sumy wyrazow w kazdej z n kolumn sa takie same. Wykaz, ze n jest liczba
nieparzysta oraz dla kazdej macierzy R € S, mamy r(R) > "+t



